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Введение

Уравнения с дискретными независимыми переменными по праву занимают
важное место в современной теории нелинейных интегрируемых систем. Диф-
ференциально-разностные уравнения, или цепочки, возникают во многих за-
дачах математической физики. Ряд моделей, определивших дальнейшее на-
правление исследований, был введён и проинтегрирован, в рамках метода об-
ратной задачи рассеяния, в основополагающих работах Тоды [176], Флашки
[68], Манакова [114], Каца, ван Мёрбеке [91] и Абловица, Ладика [2]. Следу-
ет упомянуть также ещё более ранние работы Шрёдингера [153] и Инфельда,
Халла [90], связанные с приложениями в квантовой механике; эта тема полу-
чила дальнейшее развитие в работе Шабата, Веселова [185]. Полностью дис-
кретные уравнения изучались в работах Хироты [85, 86, 87, 88], Мивы [128],
Матвеева [116], Куиспела, Найхофа, Капела, ван дер Линдена [143], Найхофа
[130] и многих других.

Несмотря на разнообразие дискретных уравнений, оправдана общая точка
зрения, согласно которой все интегрируемые цепочки интерпретируются как
преобразования Дарбу-Бэклунда для непрерывных уравнений (см., в частно-
сти, работы Леви [108] и Шабата, Ямилова [156], где этот принцип чётко сфор-
мулирован и подкреплён целым рядом типичных примеров). На следующем
шаге, коммутативность преобразований Бэклунда приводит к уравнениям с
двумя дискретными независимыми переменными. Наоборот, любое дискрет-
ное уравнение, обладающее инфинитезимальными высшими симметриями, до-
пускает интерпретацию, как принцип нелинейной суперпозиции для некото-
рого преобразования Бэклунда.

Таким образом, дискретные и непрерывные уравнения рассматриваются
как равноправные части общей иерархии интегрируемых уравнений. Эта кар-
тина привлекательна не только с философской точки зрения, но и подска-
зывает пути решения классификационных задач, которым посвящена данная
диссертация.

Напомним, что для уравнений в частных производных имеется уже до-
вольно много классификационных результатов; наиболее важные из них по-
лучены в рамках cимметрийного подхода, в котором определяющим является
свойство совместности, или коммутативности потоков, образующих интегри-
руемую иерархию. Этот подход, в основном, разработан школой Шабата, см.
например обзоры Соколова, Шабата [158], Михайлова, Шабата, Ямилова [126],
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Михайлова, Шабата, Соколова [125] и Хабибуллина, Соколова, Ямилова [80].
Для дифференциально-разностных уравнений классификационных результа-
тов существенно меньше (практически все они получены Ямиловым и пред-
ставлены в обзоре [193]), а для дискретных уравнений их практически нет,
поэтому разработка подходящих методов является здесь актуальной задачей.

В целом, содержание диссертации можно охарактеризовать как развитие
темы о связи дискретного и непрерывного. Некоторый уклон в дискретную
сторону объясняется двумя обстоятельствами. Во-первых, во многих случа-
ях дискретная часть иерархии представляется более фундаментальной и про-
зрачной. Особенно это проявляется в приложениях к геометрии, которые пе-
реживают за последние 10–15 лет настоящий ренессанс, именно благодаря пе-
реходу к дискретной части картины, см. напр. книги Роджерса, Шифа [147] и
Бобенко, Суриса [45]. Во-вторых, сам выбор задач обусловлен уже отмеченным
отставанием в классификации дискретных уравнений. Вообще, если просле-
дить историю открытий в той или иной иерархии интегрируемых уравнений,
то можно убедиться, что они, как правило, начинаются с непрерывной части.
Например, сначала было открыто уравнение sin-Гордона (Боур, 1862 [50]), за-
тем преобразование Бэклунда для него (Бэклунд, 1883 [36]), затем свойство
перестановочности для последнего (Бьянки, 1892 [40]) и, наконец, лишь со-
всем недавно было осознано, что сами соотношения перестановочности обла-
дают замечательной групповой структурой. Это можно объяснить тем, что
хотя условия совместности для дискретных уравнений более элементарны, за-
то для непрерывных они проще и для понимания, и для вычислений.

Соотношения перестановочности, или принцип нелинейной суперпозиции
преобразований Бэклунда, можно рассматривать как самостоятельное дис-
кретное уравнение. Роль групповой структуры заключается в том, что при
изучении таких уравнений она позволяет оставаться на чисто дискретном
уровне. Переходя ближе к содержанию диссертации, отметим, что в работах
Адлера [3, 5, 6] и Адлера, Ямилова [30] эта структура описывается тождества-
ми

R2
k = (RkRk+1)3 = (RkRj)

2 = id, j 6= k ± 1, (0.1)

определяющими нелинейное представление группы перестановок. Преобразо-
вания Rk имеют вид

Rk :
α′k−1 = αk, α′k = αk−1, α′n = αn, n 6= k − 1, k,

u′k = F (uk+1, uk, uk−1, αk, αk−1), u′n = un, n 6= k

и действуют на последовательности переменных un и параметров преобразо-
вания Бэклунда αn (рис. 0.1 слева). Тождества (0.1) означают, что преобра-
зования, оставляющие на месте параметры, действуют тривиально и на пере-
менных un; это доказывается из единственности разложения преобразований
Дарбу-Бэклунда на элементарные.

Альтернативно, эта же групповая структура описывается при помощи свой-
ства 3D-совместности, или совместности вокруг куба, введённого в работах
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Рис. 0.1. Тождество (RkRk+1)3 = id.
3D-совместность, или совместность вокруг куба.

Найхофа, Уокера [133] и Бобенко, Суриса [43]. Оно относится к квад-уравнениям,
то есть уравнениям вида

u12 = f(u, u1, u2), (0.2)

где индекс обозначает сдвиг по дискретной переменной на квадратной решёт-
ке. Это свойство означает, что имеются ещё два уравнения такого типа, за-
данные на ортогональных плоскостях кубической решётки,

u13 = g(u, u1, u3), u23 = h(u, u2, u3),

и такие, что значения u123, вычисленные отсюда тремя возможными способа-
ми, тождественно совпадают. Это равносильно тому, что равенства

u123 = h(u1, f(u, u1, u2), g(u, u1, u3))

= g(u2, f(u, u1, u2), h(u, u2, u3))

= f(u3, g(u, u1, u3), h(u, u2, u3)),

(0.3)

должны выполняться тождественно по начальным данным u, u1, u2, u3. Ком-
бинаторная структура этих тождеств поясняется рис. 0.1 справа, где штри-
ховка граней показывает один из трёх возможных способов осуществления
отображений. При этом каждая грань куба интерпретируется как диаграмма
Бьянки.

Оба определения 3D-совместности работают и в случае, когда поля ассо-
циированы с рёбрами решётки, что отвечает так называемым отображени-
ям Янга-Бакстера, ещё одному важному классу интегрируемых систем, см. в
частности работы Дринфельда [63], Бухштабера [53] и Веселова [183].

Свойство 3D-совместности является весьма специальным и можно гаран-
тировать интегрируемость уравнений, для которых оно выполняется. Одна-
ко, использовать его для классификации не так-то просто, поскольку усло-
вия (0.3) являются функциональными уравнениями относительно f, g, h. Для
сравнения, легко видеть, что если бы индекс в (0.2) обозначал частную произ-
водную, то вместо (0.3) возникла бы система дифференциальных уравнений,
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выражающая равенство смешанных производных. Это и имелось в виду, ко-
гда говорилось, что условия совместности для непрерывных уравнений проще.
Для условий совместности в форме (0.1) ситуация ещё хуже, поскольку здесь
приходится рассматривать двукратную композицию функций.

В наиболее общей постановке задача описания 3D-совместных уравнений
до сих пор остаётся открытой. Приведённая в диссертации классификация
получена при ряде дополнительных предположений, сводящих (0.3) к алгеб-
раическим уравнениям.

Помимо квад-уравнений и отображений с переменными на рёбрах решётки,
в диссертации рассматриваются также дискретные уравнения типа Тоды. Все
эти уравнения можно задавать не только на квадратной решётке, но и на
достаточно произвольных плоских графах — черта, которой трудно подобрать
аналог в непрерывном случае. Такие системы стали изучаться лишь недавно.
Обсуждаются некоторые их общие свойства.

Приводятся также результаты, относящиеся к дифференциально-разност-
ным уравнениям типа цепочек Тоды, Рудженарса-Тоды, Абловица-Ладика и
Вольтерра.

В двух последних главах свойство совместности на четырёхмерной решёт-
ке используется для классификации трёхмерных дискретных уравнений типа
∆KP.

Методы исследования. В диссертации применяется симметрийный под-
ход к исследованию интегрируемых нелинейных уравнений. Обычно, для эф-
фективной классификации дифференциальных уравнений в частных произ-
водных и цепочек, используют, в рамках этого метода, технику основанную на
понятиях формальной симметрии и канонических законов сохранения. Глава
8, посвящённая векторным цепочкам Вольтерра, представляет собой доволь-
но типичный пример применения этой техники. В остальных классификаци-
онных задачах оказывается достаточным ограничиться вульгарной версией
симметрийного подхода, приняв в качестве определяющего свойства наличие
всего одной симметрии специального вида. Такое концептуальное упрощение
объясняется тем, что наличие у уравнения нетривиальной дискретной симмет-
рии (преобразования Бэклунда) является очень сильным свойством, обеспечи-
вающим интегрируемость. Фактически, преобразование Бэклунда можно ин-
терпретировать, как нелинейную версию представления нулевой кривизны. В
результате, оказывается возможным получать всю информацию, нужную для
решения классификационной задачи, непосредственно из условий совместно-
сти (например, в случае квад-уравнений, из условий (0.3)).

Научная новизна. В работе представлены следующие результаты.
1) Получена классификация 3D-совместных квад-уравнений. Основным

примером является уравнение (Q4), определяющее принцип нелинейной су-
перпозиции для уравнения Кричевера-Новикова.
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2) Исследован вопрос о постановке корректной задачи Коши для уравнений
на квад-графе.

3) Дана геометрическая конструкция скалярных квадрирациональных отоб-
ражений с полями на рёбрах, удовлетворяющих свойству 3D-совместности.

4) Построены примеры интегрируемых дискретных уравнений типа Тоды
на плоских графах. Они связаны с квад-уравнениями на двудольном квад-
графе посредством ограничения на вершины одного типа. В случае треуголь-
ной решётки и в полунепрерывном случае (отвечающем цепочкам типа Рудже-
нарса-Тоды) получена классификация уравнений инвариантных относительно
сдвига.

5) Получена классификация одного класса совместных цепочек, связанных
с цепочками типа Тоды, Рудженарса-Тоды и Абловица-Ладика. Эти цепоч-
ки определяют авто-преобразования Бэклунда для систем типа Полмайера-
Лунда-Редже и типа НУШ (нелинейного Шрёдингера).

6) Изучены дискретные аналоги уравнения Ландау-Лифшица: установлена
связь между цепочками Склянина и Шабата-Ямилова, исследованы дискрет-
ные уравнения типа Тоды, связанные с уравнением (Q4).

7) Получена классификация интегрируемых изотропных уравнений типа
цепочки Вольтерра на сфере.

8) Предложено обобщение понятия 3D-совместности для некоторых трёх-
мерных уравнений и его геометрическая иллюстрация при помощи тангенци-
ального отображения, заданного на плоских кривых. На основе этого поня-
тия получена классификация трёхмерных дискретных уравнений типа ∆KP
(Кадомцева-Петвиашвили).

Диссертация состоит из десяти глав. Опишем кратко их содержание.

Глава 1, Преобразования Дарбу-Бэклунда, носит обзорный харак-
тер. Приведённые в ней основные сведения о преобразованиях Бэклунда слу-
жат мотивировкой и иллюстрацией для значительной части дальнейших глав.
В качестве примеров используются некоторые результаты из работ автора
[3, 6, 7], но в основном изложение стандартное. Преобразованием Дарбу на-
зывается авто-преобразование линейного дифференциального или разностно-
го уравнения с переменными коэффициентами, строящееся по его частному
решению. При этом коэффициенты исходного и преобразованного уравнения
связаны некоторыми нелинейными соотношениями. В случае, когда преоб-
разование Дарбу применяется к паре вспомогательных линейных задач для
нелинейного интегрируемого уравнения, эти соотношения интерпретируются
как преобразования Бэклунда. Преобразования Дарбу-Бэклунда служат важ-
нейшим источником интегрируемых уравнений с дискретными независимыми
переменными. Итерации преобразований Бэклунда порождают нелинейные
дифференциально-разностные уравнения, или цепочки. Свойство перестано-
вочности преобразований Дарбу приводит к чисто разностным уравнениям
удовлетворяющим описанному выше свойству 3D-совместности: так называе-
мым квад-уравнениям и отображениям Янга-Бакстера.
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Глава 2, 3D-совместные квад-уравнения (Адлер, Бобенко, Сурис [15,
17]), посвящена задаче классификации интегрируемых квад-уравнений

Q(u, ui, uj , uij ;αi, αj) = 0 (0.4)

на основе свойства 3D-совместности. Основным результатом этой главы явля-
ется список квад-уравнений 2.1, полученный при ряде дополнительных пред-
положений (см. теоремы 2.3 и 2.25).

Основным в списке является уравнение (Q4), найденное в статье Адлера [7]
и определяющее принцип нелинейной суперпозиции для уравнения Кричевера-
Новикова [101]. Остальные уравнения могут быть выведены из него посред-
ством вырождения эллиптической кривой и предельных переходов (Адлер,
Сурис [27], Аткинсон [35]). Все они также задают принцип нелинейной супер-
позиции для уравнений типа КдФ или sin-Гордон.

Техника, применяемая при решении классификационной задачи, исполь-
зует некоторые свойства отображений

Q(u, v, w, z) 7→ h(u, v) = QwQz −QQwz, h(u, v) 7→ r(u) = h2
v − 2hhvv,

переводящих аффинно-линейные многочлены в биквадратичные, а биквадра-
тичные в многочлены четвёртой степени от одной переменной. Анализ условия
3D-совместности позволяет установить следующее ключевое свойство: биквад-
ратичные многочлены h(u, v), приходящие на ребро (u, v) куба с двух смежных
граней, совпадают с точностью до множителя. Отсюда следует, что совпада-
ют также три многочлена r(u), приходящие в вершину куба с содержащих
её граней, а с учётом свойства симметрии получается, что вообще всем вер-
шинам отвечает один и тот же многочлен. Дробно-линейное преобразование
позволяет привести его к одной из 6-ти канонических форм, в зависимости
от кратности корней, после чего задача сводится к восстановлению соответ-
ствующих многочленов h и Q. При этом важную роль играют их инварианты
относительно группы дробно-линейных преобразований. Параметры αi, αj , а
также модуль k эллиптической кривой в случае (Q4) как раз оказываются
такими инвариантами.

Следует отметить, что биквадратичные многочлены весьма часто возни-
кают в теории интегрируемых уравнений (например, далее в диссертации они
встречаются в гл. 6 при рассмотрении цепочек типа Тоды и в гл. 7 при дис-
кретизации уравнения Ландау-Лифшица). Их роль в теории квад-уравнений
становится особенно прозрачной при анализе сингулярных решений, прове-
дённом в разделе 2.5. Результаты этого раздела позволяют несколько ослабить
сделанные выше предположения о виде квад-уравнений, что, однако, не при-
водит к расширению списка. Несколько примеров с нарушенным свойством
симметрии приведено в разделе 2.6; все они являются, в определённом смыс-
ле, вырожденными.

В разделе 2.3 рассматривается трёхногая форма квад-уравнений. Так на-
зывается уравнение вида

F (u, uij ;αi, αj) = G(u, ui;αi)−G(u, uj ;αj)
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эквивалентное уравнению (0.4). Например, для уравнения (Q0
1) трёхногая фор-

ма имеет вид
αi − αj
u− uij

=
αi

u− ui
− αj
u− uj

. (0.5)

Аналогичное представление имеется для каждого уравнения из списка (но, во-
обще говоря, функции F и G не являются рациональными). Трёхногая форма
является неочевидным, но весьма замечательным свойством квад-уравнений:
само свойство 3D-совместности следует из факта её существования [27]. Кро-
ме того, она осуществляет связь теории квад-уравнений с теорией дискретных
цепочек Тоды в главе 5.

Глава 3, Уравнения на квад-графах (Адлер, Веселов [29]). Свойство
3D-совместности позволяет определить для квад-уравнения преобразование
Бэклунда и представление нулевой кривизны. По существу, эти понятия ока-
зываются эквивалентными 3D-совместности. Более того, так как эти понятия
локальны, то есть связаны лишь с элементарными ячейками решётки, то они
допускают непосредственное обобщение на случай, когда уравнение задано не
на квадратной решётке, а на произвольном квад-графе, то есть плоском графе
с четырёхугольными гранями. Таким образом, возникает огромное количество
двумерных дискретных систем, обладающих этими двумя атрибутами инте-
грируемости. Возникает естественный вопрос, в какой мере их действительно
можно считать интегрируемыми. В данной главе изучаются некоторые гло-
бальные свойства решений таких систем. В первую очередь, рассматривается
проблема выбора начальных данных, которая является, в отличие от случая
квадратной решётки, довольно нетривиальной.

В частности, показано, что корректность задачи Коши может зависеть не
только от комбинаторики квад-графа, но и от того, является ли уравнение
3D-совместным, то есть интегрируемым в локальном смысле. Предполагается
выполненным свойство симметрии, благодаря чему такая система однозначно
определяется набором параметров, ассоциированных с рёбрами графа, при-
чём противоположным рёбрам любой грани отвечает один и тот же параметр.
Набор параметров, удовлетворяющий этому свойству, называется разметкой
квад-графа. Последовательность граней, примыкающих друг к другу по про-
тивоположным рёбрам (несущим один и тот же параметр), называется поло-
сой; роль полос для уравнения на квад-графе сопоставима с ролью характери-
стик непрерывных гиперболических уравнений. Основным результатом явля-
ется теорема 3.10, дающая необходимые и достаточные условия корректности
задачи Коши.

Рассматривается также вопрос о распространении решений на квад-графе,
отличающемся от регулярной квадратной решётки лишь в некоторой конечной
области (локальном дефекте). В частности, доказывается, что если дефект
не меняет взаимный порядок проходящих через него полос, то он вообще не
оказывает влияния на решение задачи Коши.
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В главе 4, Квадрирациональные отображения (Адлер, Бобенко, Су-
рис [16]), рассматриваются 3D-совместные уравнения с переменными на рёб-
рах решётки, то есть отображения

F : (ui, uj) 7→ (uij , u
j
i ), uij = f ij(u

i, uj), i, j = 1, 2, 3, i 6= j,

удовлетворяющие тождеству

f ij(u
i
k, u

j
k) = f ik(u

i
j , u

k
j ), i 6= j 6= k 6= i.

Основное внимание уделено простейшему скалярному случаю u ∈ CP1. Та-
кие отображения возникают при редукции из квад-уравнений, допускающих
непрерывную группу точечных симметрий. Для них имеется также красивая
геометрическая интерпретация, в которой свойство 3D-совместности эквива-
лентно одной теореме инцидентности для линейного пучка коник (теорема
4.5). Все эти примеры квадрирациональны, то есть отображение F бираци-
онально и его график служит одновременно графиком некоторого бирацио-
нального отображения F̂ : (ū, v) → (u, v̄). Это свойство заменяет в данном
случае свойство аффинно-линейности для квад-уравнений. Все квадрирацио-
нальные отображения на CP1 × CP1 можно явно описать.

Глава 5, Уравнения типа цепочки Тоды (Адлер, Шабат [20, 21] и
Адлер [8, 9, 11]). В разделах 5.1, 5.2 строится общая теория дискретных урав-
нений типа Тоды на плоских графах. Такие уравнения возникают из квад-
уравнений на двудольных квад-графах при ограничении на вершины одного
типа, что возможно благодаря трёхногой формой квад-уравнений (эта связь
обнаружена в работе Бобенко и Суриса [43]). Например, суммируя уравнения
вида (0.5) вокруг некоторой вершины квад-графа, мы получим уравнение∑ αi − αj

u− uij
= 0,

где суммирование ведётся по всем вершинам (ij), связанным с данной вер-
шиной по диагонали элементарной ячейки. Это ограничение даёт также кон-
струкцию преообразований Бэклунда и представлений нулевой кривизны для
дискретных цепочек Тоды.

В разделе 5.4 рассматривается специальный случай дискретных уравнений
типа Тоды на треугольной решётке, инвариантных относительно сдвига u →
u+ a:

(T1 − 1)f(u− u−1) + (T2 − 1)g(u− u−2) + (T1T2 − 1)h(u− u−1,−2) = 0. (0.6)

Этот класс уравнений заслуживает отдельного рассмотрения по двум при-
чинам. Во-первых, в этом случае возникают несколько уравнений, которые
нельзя определить на произвольном плоском графе (это объясняется тем, что
связанные с ними квад-уравнения несимметричны; подробно это обсуждает-
ся в недавней работе Болля и Суриса [49]). Во-вторых, для уравнений (0.6)
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преобразование Бэклунда имеет особенно простой вид (в этой главе оно на-
зывается преобразованием дуальности и определяется при помощи законов
сохранения), и не представляет труда получить список цепочек, для которых
оно определено (теорема 5.7).

В качестве побочного продукта при этом возникает и список интегрируе-
мых дискретных цепочек Тоды на квадратной решётке. В непрерывном преде-
ле столь же просто возникают списки цепочек типа Рудженарса-Тоды и Тоды
(раздел 5.5). Следует подчеркнуть, что эти списки не являются исчерпываю-
щими, так как они содержат только уравнения, инвариантные относительно
сдвига. Полный список цепочек общего вида можно получить, требуя нали-
чия высшей вариационной симметрии, что приводит к цепочкам, определя-
ющим дискретизацию уравнения Ландау-Лифшица. В определённом смысле,
эти дополнительные уравнения являются основными примерами цепочек типа
Рудженарса-Тоды и Тоды. Они рассматриваются отдельно в гл. 7.

В главе 6, Двухкомпонентные гиперболические системы (Адлер,
Шабат [23]) решается задача классификации совместных пар цепочек

ux = F (u1, u, v), vx = G(u, v, v−1), (0.7)
uy = P (u−1, u, v), vy = Q(u, v, v1). (0.8)

Основным результатом является список 6.1. Отметим, что классификация ин-
тегрируемых цепочек (0.7) была получена ранее Ямиловым [192]. В его работе
в качестве основного определения было принято существование, вместо (0.8),
симметрий достаточно высокого порядка и, кроме того, цепочка предполага-
лась гамильтоновой. В данной главе свойство гамильтоновости доказывается.

Рассматриваемые цепочки тесно связаны ещё с несколькими важными клас-
сами нелинейных цепочек: типа Тоды, Рудженарса-Тоды и Абловица-Ладика,
а также с двухкомпонентными системами в частных производных, для кото-
рых они определяют авто-преобразования Бэклунда: гиперболическими типа
Полмайера-Лунда-Редже и эволюционными типа НУШ. Исследованию этих
взаимосвязей посвящено значительное число работ. Подход, основанный на
исследовании пар (0.7), (0.8) позволяет воспроизвести некоторые результаты
в более общем и прозрачном виде.

В главе 7, Дискретизация уравнения Ландау-Лифшица (Адлер [10]),
устанавливается связь между двумя известными интегрируемыми дискрети-
зациями уравнения Ландау-Лифшица

st = [s, sxx + Js], s ∈ R3, 〈s, s〉 = 1, J = diag(J1, J2, J3). (0.9)

Первая из них, введённая Скляниным [157], характеризуется тем, что фунда-
ментальные скобки Пуассона для неё и для (0.9) обслуживаются одной и той
же r-матрицей, а матрица Ln из представления нулевой кривизны аппрокси-
мирует, в пределе x = εn, ε→ 0, матрицу монодромии для (0.9). Эти свойства
можно принять в качестве определения «правильного» дискретного анало-
га данной непрерывной модели, см. учебники Тахтаджяна, Фаддеева [174] и
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Суриса [168]. Вторая дискретизация, введённая Шабатом и Ямиловым [156],
см. также работу Кричевера [99], определяет преобразования Бэклунда для
двухкомпонентной системы, связанной с (0.9) комплексифицированной сте-
реографической проекцией. Это преобразование Бэклунда есть не что иное,
как цепочка (X1), выведенная в предыдущей главе.

Обе модели тесно связаны, несмотря на различное происхождение. Пока-
зано, что цепочка Склянина точечно эквивалентна сумме цепочки (X1) и её
симметрии (Y1). Иными словами, обе модели принадлежат одной и той же
иерархии интегрируемых уравнений. В качестве дополнительного результата
возникают интегрируемое гиперболическое уравнение на сфере и цепочки типа
Тоды и релятивистской цепочки Тоды, также принадлежащие этой иерархии.

В разделе 7.5 рассматриваются дискретные цепочки Тоды на квадратной
и треугольной решётках, связанные с цепочками (X1), (Y1) и квад-уравнением
(Q4). Эти результаты дополняют результаты главы 5.

В главе 8, Интегрируемые изотропные цепочки Вольтерра на сфе-
ре (Адлер [13]), рассматриваются цепочки общего вида

Vn,x = fnVn+1 + gnVn + hnVn−1,

где Vn векторы, а fn, gn, hn скалярные функции от Vn+1, Vn, Vn−1. Такие цепоч-
ки служат векторными аналогами цепочки Вольтерра, являющейся одной из
наиболее фундаментальных дифференциально-разностных моделей (Манаков
[114], Кац, ван Мёрбеке [91], см. также книгу Суриса [168]). Интегрируемость
понимается, как существование высших симметрий аналогичного вида, и ста-
вится задача выделения интегрируемых случаев при следующих предположе-
ниях:

1) цепочка и её симметрии изотропны и сдвигово-инвариантны, то есть их
коэффициенты зависят лишь от скалярных произведений vm,n := 〈Vm, Vn〉 =
〈Vn, Vm〉, причём эта зависимость одна и та же в каждом узле цепочки;

2) симметрия существует независимо от размерности векторного простран-
ства и природы скалярного произведения;

3) все Vn имеют единичную длину, то есть vn,n = 1.
Эта задача решается в рамках стандартного симметрийного подхода, ос-

нованного на анализе необходимых условий интегрируемости в виде кано-
нических законов сохранения. Скалярные цепочки типа Вольтерра vn,x =
f(vn+1, vn, vn−1) были проклассифицированы Ямиловым [189, 193]. Вектор-
ный случай имеет, разумеется, свои особенности, но в целом применяемый
метод весьма близок. Это обусловлено тем, что необходимые условия инте-
грируемости формально совпадают со скалярными (различие заключается в
наборах динамических переменных: vm,n вместо vn). В непрерывном случае
общий подход и ряд важных результатов, основанных на этом простом на-
блюдении, принадлежат Соколову, Мешкову, Вольфу и др. (см. напр. [120]).

Полученный список 8.1 состоит в основном из новых цепочек. В соответ-
ствии с общей идеологией, их можно интерпретировать как преобразования
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Бэклунда для уравнений в частных производных: двумерных векторных си-
стем типа НШ и трёхмерных типа Дэви-Стюартсона.

Глава 9, Дискретное уравнение Кадомцева-Петвиашвили (∆KP),
носит вспомогательный характер и служит мотивировкой для классифика-
ционной задачи, рассматриваемой в главе 10. В основном, в ней приводятся
некоторые достаточно хорошо известные факты о дискретном уравнении KP:
вывод из линейных задач, связь с непрерывными уравнениями и цепочками,
некоторые геометрические интерпретации (см., в частности, работы Хироты
[88], Богданова, Конопельченко [46, 47, 48], Конопельченко, Шифа [96], Адле-
ра, Старцева [26]).

В разделе 9.4 приведена новая геометрическая конструкция для полудис-
кретного уравнения KP из статьи автора [14] (тангенциальное отображение
F , заданное на множестве гладких плоских кривых). Эта конструкция просто
связана с факторизацией дифференциальных операторов. В свою очередь, это
позволяет установить связь с полудискретной цепочкой Тоды, и после редук-
ции, с уравнением (H0

3 ). Одна из модификаций дискретного уравнения KP
возникает при рассмотрении дискретной версии тангенциального отображе-
ния.

Основным свойством отображения F является 3D-совместность: если стар-
товать с кривых C,C1, C2, C3 и построить кривые Cij = F (C,Ci, Cj), то кривая
C123, построенная по тройке Ci, Cij , Cik будет одна и та же для любой переста-
новки i, j, k. Это наблюдение облегчает понимание 4D-совместности для урав-
нений типа ∆KP, как 3D-совместности для некоторых протяжённых объектов
(непрерывных или дискретных кривых).

Глава 10, Классификация интегрируемых уравнений типа ∆KP
(Адлер, Бобенко, Сурис [18]). В классификации трёхмерных интегрируемых
уравнений до сих пор имеется множество нерешённых задач. Обзор некото-
рых результатов в непрерывном случае имеется в работе Адлера, Шабата и
Ямилова [25], в дискретном же случае результаты практически отсутствуют,
поэтому представляет определённый интерес применить для целей классифи-
кации трёхмерных дискретных уравнений свойство 4D-совместности.

С логической точки зрения, 4D-совместность проще всего определить, как
совместность уравнений, заданных на трёхмерных гранях гиперкуба, см. напр.
работы Ганжи, Царёва [75] и Доливы, Сантини [61], где это свойство было
сформулировано геометрически. В работе Адлера, Бобенко, Суриса [15] отме-
чалось, что оно выполняется для уравнения ∆ВKP или уравнения Хироты-
Мивы (Мива [128]) и уравнения двойного отношения. Классификация урав-
нений этого типа представляет собой слишком технически сложную задачу
(или требует привлечения других идей). В данной главе рассматривается бо-
лее простой случай уравнений типа ∆KP

f(ui, uj , uk, uij , uik, ujk) = 0 (0.10)

(по сравнению с ∆ВKP нет зависимости от переменных u и uijk). При этом 4D-
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совместность понимается в смысле предыдущей главы, то есть одна (любая)
из дискретных переменных считается выделенной (в случае тангенциального
отображения это параметр на кривой), а для остальных должно выполняться
свойство 3D-совместности. В непрерывном случае похожие примеры рассмат-
ривались в статьях Ферапонтова, Хуснутдиновой, Царёва [69] и Адлера, Шаба-
та [24]. Подробный анализ показывает, что для уравнений (0.10) именно такое
определение 4D-совместности является естественным. Основным результатом
является список 10.1. В теореме 10.24 приводится более точная формулировка,
в которой перечислены все возможные совместные наборы уравнений.

Все уравнения из списка 10.1 хорошо известны (фактически, они эквива-
лентны одному уравнению). Малое число уравнений и отсутствие в них пара-
метров отражает тот общий факт, что трёхмерные уравнения являются фун-
даментальными, а условия интегрируемости для них переопределены гораздо
сильнее, чем для двумерных. Подчеркнём, что этот ответ получен в весьма
общей постановке: в отличие от главы 2 не накладывается каких-либо допол-
нительных предположений о виде уравнений, и анализ условий совместности
представляет собой элементарные выкладки, хотя и довольно длинные.

Результаты диссертации докладывались на семинарах Института Теорети-
ческой Физики им. Л.Д. Ландау, Математического Института им. В.А. Стек-
лова, Института математики Уфимского НЦ РАН, Research Institute for Mathe-
matical Sciences (Киото), Technische Universität Berlin, Loughborough University,
Imperial College (Лондон), Leeds University, а также на конференциях: Inter-
national Workshop on Solitons, Collapses, Turbulence: Developments and Perspec-
tives (1999, ИТФ, Черноголовка); IV International Conference on Symmetries and
Integrability of Difference Equations (2000, Tokyo University); Discrete Systems
and Integrability (2001, Isaac Newton Institute for Mathematical Sciences, Cam-
bridge); Classification Problems in the Theory of Integrable Systems (2002, SISSA,
Trieste); Discrete differential geometry (2007, TU Berlin); Всероссийская школа
молодых ученых по функциональному анализу, математической физике и ин-
форматике (2007, Карачаево-Черкесский ГУ, Теберда); Geometry and integrabi-
lity (2008, Obergurgl, Austria); Geometric Aspects of Discrete and Ultra-Discrete
Integrable Systems (2009, Glasgow University) в рамках программы Discrete
Integrable Systems (2009, INI, Cambridge); Conformal Field Theory, Integrable
Models and Liouville Gravity (2009, ИТФ, Черноголовка).

Диссертация выполнена на основе работ [3]–[30].



Глава 1

Преобразования
Дарбу-Бэклунда

Важнейшим источником дифференциально-разностных и дискретных инте-
грируемых уравнений служат преобразования Дарбу и Бэклунда. Преобразо-
ванием Дарбу называется авто-преобразование линейного дифференциально-
го или разностного уравнения с переменными коэффициентами, строящееся
по его частному решению. При этом коэффициенты исходного и преобразо-
ванного уравнения связаны некоторыми нелинейными соотношениями. В том
случае, когда преобразование Дарбу применяется к паре вспомогательных ли-
нейных задач для нелинейного интегрируемого уравнения, эти соотношения
интерпретируются как преобразования Бэклунда. Итерации этих преобразо-
ваний порождают нелинейные дифференциально-разностные уравнения, из-
вестные как одевающие цепочки. Свойство перестановочности преобразова-
ний Дарбу приводит к чисто разностным уравнениям: так называемым квад-
уравнениям и отображениям Янга-Бакстера.

Данная глава носит вводный характер. Приведённые в ней сведения о пре-
образованиях Дарбу и Бэклунда служат мотивировкой и иллюстрацией для
дальнейшего изложения.

1.1 Преобразование Дарбу для уравнения Шрёдин-
гера

Мы введём основные понятия, рассматриваемые в последующих главах, на
классическом примере стационарного уравнения Шрёдингера

ψxx = (u(x)− λ)ψ. (1.1)

Преобразование Дарбу для этого уравнения определяется по частному реше-
нию ψ = ψα при λ = α:

ψ1 = ψx − fψ, f =
ψαx
ψα

. (1.2)
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Рис. 1.1. Диаграмма Бьянки. Каждой паре точек из однопара-
метрических семейств u1, u2 отвечает ровно одна точка из двух-

параметрического семейства u12.

При этом исходный и преобразованный потенциалы связаны, через посредство
вспомогательной переменной f , соотношениями

u = f2 + fx + α, u1 = f2 − fx + α. (1.3)

Дифференциальные подстановки M+ : f 7→ u и M− : f 7→ u1 называются пре-
образованиями Миуры. Преобразования Дарбу или Бэклунда, представимые
как композиция двух преобразований типа Миуры, являются весьма типич-
ными, хотя и не единственно возможными. При подходящем выборе частного
решения ψα оператор Шрёдингера с новым потенциалом имеет тот же спектр,
что и исходный, за исключением точки λ = α, где может добавиться, или на-
оборот, исчезнуть собственное значение. Иначе говоря, преобразование Дарбу
является дискретным изоспектральным преобразованием.

Важным свойством преобразований Дарбу является их перестановочность,
или принцип нелинейной суперпозиции. Оно иллюстрируется диаграммой Бьян-
ки на рис. 1.1 слева. Диаграмма справа поясняет, как это свойство соотносится
с однопараметрическим произволом, отвечающим свободе в выборе функции
φ из двумерного пространства решений. В формулировке следующей теоремы
E[u] обозначает уравнение Шрёдингера с потенциалом u, но на самом деле
свойство перестановочности является универсальным.

Теорема 1.1 (Перестановочность преобразований Дарбу). Пусть α1 6= α2 и
общее решение ψ уравнения E[u] связано с общим решением ψi уравнения
E[ui] преобразованием Дарбу с параметром αi, i = 1, 2. Тогда существует
единственное уравнение E[u12], общее решение ψ12 которого связано с ψ1, ψ2

преобразованиями Дарбу с параметрами α2, α1 соответственно.

Доказательство. Пусть исходные преобразования Дарбу строятся по част-
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ным решениям ψ(i):

ψ(i)
xx = (u− αi)ψ(i), ψi = ψx − f (i)ψ, f (i) =

ψ
(i)
x

ψ(i)
, i = 1, 2.

Тогда функция

ψ
(2)
1 = ψ(2)

x − f (1)ψ(2) = (f (2) − f (1))ψ(2)

удовлетворяет уравнению Шрёдингера с потенциалом u1. Используем её для
построения дальнейшего преобразования Дарбу. Определим функцию

f
(2)
1 =

ψ
(2)
1,x

ψ
(2)
1

=
ψ

(2)
x

ψ(2)
+
f

(2)
x − f (1)

x

f (2) − f (1)
= −f (1) − α2 − α1

f (2) − f (1)

(в последнем равенстве учтены соотношения u = (f (i))2 + f
(i)
x + αi). Отсюда

получаем

ψ12 = (Dx − f (2)
1 )(Dx − f (1))ψ = ψ1,x − f (2)

1 ψ1

=
α2 − α1

f (2) − f (1)
ψx +

(α1f
(2) − α2f

(1)

f (2) − f (1)
− λ

)
ψ.

Так как это выражение не меняется при перестановке индексов, то имеется ещё
одно двукратное преобразование Дарбу, приводящее к этому же результату.
Тем самым, существование требуемого потенциала u12 доказано. Его постро-
ение не требует дополнительных квадратур и осуществляется при помощи
любой из формул

f
(1)
2 = −f (2) − α2 − α1

f (2) − f (1)
, f

(2)
1 = −f (1) − α2 − α1

f (2) − f (1)
(1.4)

чисто алгебраическим путём. Единственность следует из того, что уравнения

(Dx − f (2)
1 )(Dx − f (1)) = (Dx − f (1)

2 )(Dx − f (2)) ⇒

f
(2)
1 + f (1) = f

(1)
2 + f (2), f

(2)
1 f (1) − f (1)

x = f
(1)
2 f (2) − f (2)

x (1.5)

однозначно разрешимы относительно f (2)
1 , f (1)

2 .

Отметим, что если рассматривать только нелинейное действие преобра-
зований Дарбу, согласно формулам (1.3), то единственность потенциала u12

теряется, правда, лишь в специальных примерах. Простейший такой пример
доставляют потенциалы

u = 0, u1 = 0, u2 = − 2b2

cosh2 bx
, u12 =

2b2(b2 − a2)

(a cosh bx± b sinh bx)2
.
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связанные преобразованиями Дарбу c параметрами α1 = −a2, α2 = −b2 и
функциями f вида

f (1) = a, f (2) = b tanh bx,

f
(1)
2 =

b2 − a2

±a+ b tanh bx
− b tanh bx, f

(2)
1 =

b2 − a2

±a+ b tanh bx
± a.

Существование таких примеров связано с тем, что из соотношений (1.3) сле-
дует равенство f

(2)
1 + f (1) = f

(1)
2 + f (2) + const с некоторой постоянной ин-

тегрирования, менее ограничительное, чем первое соотношение (1.5). Чтобы
избавиться от неоднозначности и, к тому же, получить более простую форму-
лу суперпозиции, удобно перейти от преобразования (1.3) к преобразованию

v1,x + vx = (v1 − v)2 + α, (1.6)

введя новую переменную v согласно равенствам

f = v − v1, u = 2vx.

Подстановки такого типа называются введением потенциала, или потенциро-
ванием. Правда, в данном случае этот термин не очень удачен, так как сама
переменная u тоже называется потенциалом уравнения Шрёдингера (в неко-
торых работах v называют предпотенциалом).

Теорема 1.2 (Принцип нелинейной суперпозиции). Пусть переменные v и
v1, v2 связаны преобразованиями Дарбу с различными параметрами α1, α2,
соответственно:

v1,x + vx = (v1 − v)2 + α1, v2,x + vx = (v2 − v)2 + α2.

Тогда существует единственная переменная v12, связанная с v1, v2 преобразо-
ваниями Дарбу с параметрами α2 и α1:

v12,x + v1,x = (v12 − v1)2 + α2, v12,x + v2,x = (v12 − v2)2 + α1.

Эта переменная однозначно выражается через v, v1, v2 из уравнения

(v − v12)(v1 − v2) = α1 − α2, (1.7)

эквивалентного отображениям (1.4) при замене f (i) = v − vi.

Доказательство. Складывая уравнения с нужными знаками, нетрудно уни-
чтожить все производные, что и даёт соотношение (1.7). Таким образом, если
искомая переменная v12 существует, то она единственна и находится из этого
уравнения (деление возможно, так как если v1 = v2, то и α1 = α2). Непо-
средственная проверка показывает, что при таком выборе v12 два последних
уравнения действительно выполняются в силу двух первых.
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Как видим, в приведённом доказательстве вообще не появляются ψ-функ-
ции. Всё же, точка зрения на преобразования Дарбу как на преобразования ли-
нейных уравнений более корректна и позволяет полностью описать их струк-
туру. Общее преобразование Дарбу для уравнения Шрёдингера определяется
как преобразование вида ψ̃ = aψ + bψx с полиномиальными по λ коэффи-
циентами, переводящее решения уравнения (1.1) с потенциалом u в решения
такого же уравнения с потенциалом ũ. Преобразования, отличающиеся умно-
жением на постоянный многочлен от λ, естественно считать эквивалентными,
поэтому далее будем предполагать, что коэффициенты a, b не имеют общих
множителей вида λ− α. Эта оговорка позволяет исключить из рассмотрения
двукратные преобразования Дарбу ψ2 = ψ1,x + fψ1, ψ1 = ψx − fψ, эквива-
лентные умножению на такой множитель. Имеет место следующее важное
свойство.

Теорема 1.3 (Факторизация преобразования Дарбу). Любое преобразование
Дарбу разлагается в последовательность элементарных преобразований (1.2),
единственным образом с точностью до произвольной перестановки параметров
(перестановка совпадающих параметров не влияет на разложение).

Доказательство. Прямым вычислением доказывается, что коэффициенты пре-
образования Дарбу ψ̃ = aψ + bψx удовлетворяют уравнениям

2ax + bxx + (u− ũ)b = 0, axx + 2(u− λ)bx + uxb+ (u− ũ)a = 0.

Эти уравнения допускают первый интеграл

abx − axb+ a2 − (u− λ)b2 = δ(λ) (1.8)

с многочленом в правой части. Теорема следует по индукции из трёх утвер-
ждений:

1) если δ = const, то рассматриваемое преобразование есть умножение на
константу, ψ̃ = aψ;

2) для того, чтобы существовало разложение рассматриваемого преобразо-
вания в композицию преобразования Дарбу ψ̃ = a1ψ1+b1ψ1,x и преобразования
(1.2) ψ1 = ψx − fψ, необходимо, чтобы многочлен δ делился на λ− α;

3) если δ делится на λ−α, то такое разложение существует, единственно, и
преобразованию ψ̃ = a1ψ1 +b1ψ1,x отвечает первый интеграл равный δ/(λ−α).

Утверждение 1) легко следует из сравнения степеней всех членов в равен-
стве (1.8).

Доказательство утверждения 2). Пусть такое разложение существует,
тогда fx + f2 + α = u и выполняются соотношения

a = −a1f + b1(f2 + α− λ), b = a1 − b1f. (1.9)

Если при λ = α имеем b = 0, то и a = 0, что противоречит условию, что
коэффициенты не должны иметь общий постоянный множитель λ−α. Следо-
вательно b(α) 6= 0, а для f получаем представление f = −(a/b)|λ=α. Переписав
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(1.8) в виде

−
(a
b

)
x

+
(a
b

)2
− u+ λ =

δ

b2
(1.10)

и полагая λ = α, получаем δ(α) = 0.
Доказательство утверждения 3). Пусть δ(α) = 0. Согласно доказанному

выше, f находится однозначно по формуле f = −(a/b)|λ=α, причём, в силу
(1.10), выполняется уравнение Риккати fx + f2 + α = u, а значит преобразо-
вание ψ1 = ψx − fψ действительно определяет элементарное преобразование
Дарбу. Но тогда и коэффициенты a1, b1 находятся однозначно из (1.9):

a1 =
af + b(f2 + α− λ)

α− λ
, b1 =

a+ bf

α− λ
.

Их полиномиальность следует из определения f , а то, что они не содержат
общих факторов вида λ− const, видно непосредственно из (1.9). Таким обра-
зом, преобразование ψ̃ = a1ψ1+b1ψ1,x также является преобразованием Дарбу.
Осталось вычислить отвечающий ему первый интеграл. Удобнее всего сделать
это, подставляя в (1.10) формулу

a

b
= −f +

λ− α
f − a1/b1

.

Это даёт равенство

fx −
(

λ− α
f − a1/b1

)
x

+

(
f − λ− α

f − a1/b1

)2

− u+ λ =
d

b21(f − a1/b1)2

и после элементарных преобразований с учётом соотношений (1.3) получаем

−
(a1

b1

)
x

+
(a1

b1

)2
− u1 + λ =

δ

b21(λ− a)
,

что и требуется.

Итак, общее преобразование Дарбу эквивалентно цепочке элементарных
преобразований (1.2) и приводит к последовательности потенциалов

un = f2
n + fn,x + αn, un+1 = f2

n − fn,x + αn. (1.11)

Исключение отсюда переменной u приводит к так называемой одевающей це-
почке

fn+1,x + fn,x = f2
n − f2

n+1 + αn − αn+1, (1.12)

а исключение f к цепочке

un+1,x + un,x = (un+1 − un)
√

2(un+1 + un)− 4αn, (1.13)
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Рис. 1.2. Построение одевающей цепочки по двум преобразованиям
типа Миуры

что изображено схематически на рис. 1.2. Пунктир означает, что преобразова-
ния не являются явными (требуется решить уравнение Риккати) и взаимно-
однозначными (имеется произвол в выборе постоянной интегрирования). Ещё
одна очень удобная форма одевающей цепочки

vn+1,x + vn,x = (vn+1 − vn)2 + αn (1.14)

возникает при итерации преобразований Дарбу в форме (1.6). Цепочки для
переменных f и u получаются отсюда при заменах

fn = vn − vn+1, un = 2vn,x. (1.15)

Имеется ещё несколько форм записи, например, подстановка fn + fn−1 = gn
приводит к цепочке

(gn+1gn)x = gn+1gn(gn+1 − gn) + (αn+1 − αn)gn + (αn − αn−1)gn+1. (1.16)

Из перестановочности элементарных преобразований Дарбу следует, что
общие преобразования Дарбу также перестановочны. Вычисление компози-
ции двух общих преобразований Дарбу сводится к многократному примене-
нию принципа нелинейной суперпозиции, в форме (1.4) или (1.7). При этом
уравнение (1.7) интерпретируется, как разностное уравнение на квадратной
решётке (известное, как дискретное уравнение КдФ):

(vm,n − vm+1,n+1)(vm+1,n − vm,n+1) = α(1)
m − α(2)

n . (1.17)

Значения v0,0, v1,0, . . . , vM,0, v0,1, . . . , v0,N , удовлетворяющие двум одевающим
цепочкам, служат для этого уравнения начальными данными задачи Гурса и
позволяют вычислить переменную vM,N , то есть результат M + N -кратного
преобразования Дарбу. Дальнейшие следствия из свойства перестановочности
приводятся в следующем разделе.

Уравнение (1.17) является простейшим представителем очень важного клас-
са так называемых квад-уравнений, то есть дискретных уравнений на решётке
Z2 (или, в более общей постановке, на квад-графе), связывающих полевые пе-
ременные, отвечающие вершинам каждого элементарного квадрата:

Q(v, v1, v2, v12) = 0.
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Уравнение может быть неавтономным, то есть допускается зависимость Q
от узла (m,n) решётки, явно или через посредство параметров, как в случае
(1.17). Следующая глава будет посвящена классификации аффинно-линейных
квад-уравнений, то есть таких, что функция Q является неприводимым мно-
гочленом первой степени относительно каждой переменной:

a16vv1v2v12 + a15vv1v2 + · · ·+ a0 = 0.

В этом случае решение задачи Гурса единственно для начальных данных об-
щего положения. Пример не аффинно-линейного квад-уравнения можно по-
лучить, записывая принцип нелинейной суперпозиции в переменных u, то есть
для преобразования Дарбу (1.13):

√
u12 + u2 − 2α1 −

√
u1 + u− 2α1 =

√
u12 + u1 − 2α2 −

√
u2 + u− 2α2,

или, в полиномиальной форме,

1

4
(u12 − u)2(u1 − u2)2 + (α1 − α2)2((u12 − u)2 + (u1 − u2)2)

− (α1 − α2)(u12 − u)(u1 − u2)(u+ u1 + u2 + u12)

+ 2(α2
1 − α2

2)(u12 − u)(u1 − u2) = 0. (1.18)

1.2 Группа перестановок, 3D-совместность,
отображения Янга-Бакстера

Сравнение теорем 1.1 и 1.3 показывает, что неоднозначность разложения двой-
ного преобразования Дарбу на элементарные, отвечающая перестановке пара-
метров, в точности эквивалентна свойству перестановочности преобразований
Дарбу. Поскольку любую перестановку можно получить последовательностью
транспозиций Rk : αk−1 ↔ αk, то любое разложение многократного преобразо-
вания Дарбу пересчитывается в любое другое чисто алгебраическим путём при
помощи формул нелинейной суперпозиции. Более того, пересчёт можно сде-
лать несколькими способами (приводящими к одному и тому же результату),
так как одну и ту же перестановку можно представить транспозициями Rk по
разному. Эта неоднозначность приводит к очень важному следствию: она озна-
чает, что формулы нелинейной суперпозиции, рассматриваемые как алгебраи-
ческие отображения, сами обладают определёнными групповыми свойствами.
Эти свойства можно сформулировать при помощи следующих понятий:

— нелинейное представление группы перестановок;
— отображение Янга-Бакстера;
— свойство 3D-совместности.
Область применимости этих понятий различна, но в рассматриваемом при-

мере они эквивалентны. Давать общие определения сейчас было бы прежде-
временно, вместо этого сформулируем несколько конкретных утверждений.
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Рис. 1.3. Интерпретация диаграммы Бьянки как авто-преобразования
цепочки. Тождество (RkRk+1)3 = id.

Теорема 1.4 (Нелинейное представление группы перестановок). Преобразо-
вания Rk, действующие на бесконечной последовательности параметров αn и
переменных vn по формулам

v′k = vk −
αk − αk−1

vk+1 − vk−1
, v′n = vn, n 6= k,

α′k−1 = αk, α′k = αk−1, α′n = αn, n 6= k − 1, k,

(1.19)

переводят решения цепочки (1.14) в решения и удовлетворяют тождествам

R2
k = (RkRk+1)3 = (RkRj)

2 = id, j 6= k ± 1. (1.20)

Доказательство. Преобразование (1.19) эквивалентно уравнению (1.7), при
отождествлении

v = vk−1, v1 = vk, v2 = v′k, v12 = vk+1, α1 = αk−1, α2 = αk,

откуда и следует, что оно действует на решениях одевающей цепочки. Конеч-
ная последовательность преобразований, приводящая к тождественной пере-
становке параметров, тождественно действует и на переменные v. Действи-
тельно, в силу теоремы 1.3, переменные fn = vn − vn+1 определены при дан-
ной перестановке однозначно, и так как переменные vn при преобразованиях
Rk меняются только начиная с какого-то номера, то они также определены
однозначно.

Нетрудно видеть, что преобразования Rk переписываются и в переменных
f :

f ′k−1 = fk−1 −
αk − αk−1

fk + fk−1
, f ′k = fk +

αk − αk−1

fk + fk−1
,

f ′n = fn, n 6= k − 1, k,

(1.21)

а дальнейшая замена gn = fn + fn−1 приводит к преобразованию

g′k±1 = gk±1 ±
αk − αk−1

gk
, g′n = gn, n 6= k ± 1. (1.22)
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Преобразования Rk, определяемые этими формулами (вместе с перестановкой
параметров αk−1, αk), действуют на решениях цепочек (1.12), (1.16) и также
задают нелинейное представление группы перестановок.

Диаграммы на рис. 1.3 иллюстрируют групповое свойство в терминах пе-
ременных v. На этих диаграммах переменная fn ассоциируется с ребром (n, n+
1), как и параметр αn. Альтернативный способ нумерации заключается в том,
чтобы приписать эту переменную не к ребру, а к самому параметру, невзирая
на его странствия по цепочке. Это приводит к отображениям, для которых
αn являются просто встроенными параметрами, не испытывающими никаких
изменений.

Теорема 1.5 (Отображения Янга-Бакстера). Отображения

Rij : f ′j = fi −
αj − αi
fj + fi

, f ′i = fj +
αj − αi
fj + fi

, f ′n = fn, n 6= i, j, (1.23)

удовлетворяют тождествам (i, j, k, l различны)

RjkRikRij = RijRikRjk, RijRji = id, RijRkl = RklRij . (1.24)

Наконец, третья формулировка группового свойства формул суперпози-
ции отличается выбором начальных данных, то есть переменных, через кото-
рые вычисляются все остальные. До сих пор мы рассматривали переменные,
связанные преобразованиями Дарбу последовательно; другая возможность за-
ключается в том, чтобы рассмотреть множество переменных, связанных пре-
образованиями Дарбу с какой-то фиксированной переменной. Эта интерпре-
тация иллюстрируется рис. 1.4.

Теорема 1.6 (3D-совместность). Если значения vij найдены из уравнений

(v − vij)(vi − vj) = αi − αj , 1 ≤ i, j ≤ 3, (1.25)

то значения переменной v123, найденные из уравнений

(vk − v123)(vik − vjk) = αi − αj

совпадают, как функции от начальных данных v, v1, v2, v3, при любой переста-
новке индексов {i, j, k} = {1, 2, 3}.

Данная теорема является переформулировкой Теоремы 1.4. Поучительно
провести и прямое доказательство. Вычисляя, например, сначала v13, v23, а
затем v123 (что отвечает рис. 1.4), получаем

v123 = −(α2 − α1)v1v2 + (α3 − α2)v2v3 + (α1 − α2)v3v1

(α2 − α1)v3 + (α3 − α2)v1 + (α1 − α3)v2
. (1.26)

Поскольку эта формула симметрична относительно перестановки индексов,
два другие способа вычисления дают тот же самый результат. Из формулы
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Рис. 1.4. 3D-совместность, или совместность вокруг куба. Вершин-
ный и рёберный варианты. Белым отмечены начальные данные, серым
промежуточные величины, чёрным переменные, для которых выпол-
няется условие совместности. Штриховка граней показывает один из

трёх возможных способов осуществления отображений.

видно также, что значение v123 не зависит от v. В следующей главе мы увидим,
что это любопытное свойство не является случайным обстоятельством.

Как и раньше, свойство 3D-совместности можно сформулировать также в
терминах переменных f i = v − vi, ассоциируемых с рёбрами куба. Оно озна-
чает, что преобразования (1.4), распространённые на все грани, то есть

f ij = −f j − αj − αi
f j − f i

, (1.27)

приводят к совпадению значений

f ijk = −f jk −
αj − αi
f jk − f ik

= −fkj −
αk − αi
fkj − f ij

тождественно по начальным данным f1, f2, f3.
Следует подчеркнуть, что формулы (1.19) и (1.25) имеют разный смысл:

в первом случае двойное преобразование Дарбу известно и восстанавливается
одно из одинарных, во втором случае по двум одинарным преобразованиям
Дарбу строится двойное. Это отвечает тому, что уравнение (1.7) разрешает-
ся относительно либо v2 = v′k либо v12. Тем не менее, легко видеть, что обе
формулы совпадают, с точностью до обозначений. Это объясняется тем, что
в формуле (1.7) все переменные равноправны (имеется симметрия квадрата).
Это, в свою очередь, следует из симметрии преобразования Дарбу (1.14), в
силу которой за начальную переменную можно принять любую из четырёх.
В дальнейшем мы увидим, что встречаются ситуации, когда преобразования
типа (1.19) и (1.25) отличаются по существу, вплоть до того, что определено
только одно из них (см. разделы 1.4 и 9.4). Впрочем, различия можно заметить
и в разобранном примере, при заменах v → f → g. Первая замена лишь слегка
портит симметрию, что проявляется в разных знаках в формулах (1.4) и (1.21).
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Вторая замена приводит к тому, что групповое свойство отображений (1.22)
уже не допускает непосредственной формулировки как 3D-совместность, по-
скольку переменные g не ассоциируются ни с вершинами, ни с рёбрами куба.

Замечание 1.7 (Пояснение к обозначениям). В дальнейшем мы будем, в
основном, придерживаться введённой в этих разделах системы индексации.
При рассмотрении переменных на решётке Zd переменные, ассоциированные
с рёбрами, отвечающими i-му координатному направлению, будут помечать-
ся верхним индексом (i) или просто i, если это не вызывает недоразумений.
Параметры αi тоже следовало бы обозначать верхним индексом, но так как
это усложняет обозначения, то для них будет делаться исключение.

Нижние индексы 1, 2, 3 и i, j, k будут обозначать, обычно, не абсолютные
координаты, а сдвиги относительно текущего узла решётки: если u = un1,...,nd ,
то

u±i = u...,ni±1,..., uii = u...,ni+2,..., uij = u...,ni+1,...,nj+1,...,

и так далее. Индексы m,n обычно будут абсолютными. В ряде случаев более
удобными оказываются другие системы обозначений, это будет оговариваться.
К сожалению, индексы приходится использовать и для многих других целей,
но автор старался, по возможности, избегать путаницы.

1.3 Представление нулевой кривизны

В более сложных, по сравнению с уравнением Шрёдингера, случаях удоб-
но использовать матричную формулировку вспомогательных линейных задач,
рассматривая уравнения вида

Ψx = UΨ, Ψt = VΨ, Ψi = W iΨ (1.28)

с некоторыми матрицами U, V,W , зависящими от полевых переменных и спек-
трального параметра. При подходящем выборе этих матриц условия совмест-
ности

Ut − Vx = [V,U ], W i
x = UiW −WU,

W i
t = ViW −WV, W i

jW
j = W j

iW
i,

(1.29)

называемые представлениями нулевой кривизны, эквивалентны, соответствен-
но, некоторому нелинейному уравнению в частных производных, x- и t-частям
преобразования Бэклунда для него, и принципу нелинейной суперпозиции.

Уравнения (1.1), (1.2) записываются в матричном виде при обозначениях

Ψ =

(
ψ
ψx

)
, U =

(
0 1

u− λ 0

)
, W =

(
−f 1

f2 + α− λ −f

)
, (1.30)

причём уравнение Wx = U1W − WU в точности эквивалентно соотношени-
ям (1.3). То, что переменная f выражается через частное решение уравне-
ния Шрёдингера, легко восстанавливается при рассмотрении ядра матрицы
W |λ=α.
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Переход на матричный язык делает доказательство теоремы 1.3 чуть более
прозрачным. Эта теорема переформулируется следующим образом.

Утверждение 1.8. Любая матрицаM , определяющая общее преобразование
Дарбу Ψ̃ = MΨ, (с полиномиальными по λ элементами, не имеющими посто-
янного общего делителя) разлагается в произведение матриц вида (1.30):

M = WN . . .W1, Wn = W (fn, αn),

причём разложение однозначно определяется нумерацией нулей многочлена
δ(λ) = detM = (λ− α1) . . . (λ− αN ).

Отметим, что многочлен δ(λ) совпадает с первым интегралом (1.8). То, что
detM не зависит от x, легко доказывается в общем виде при помощи формулы
Лиувилля:

Dx(log detM) = trMxM
−1 = tr(Ũ −MUM−1) = tr(Ũ − U) = 0.

Построение разложения сводится к последовательному вычислению ядер мат-
риц Wn. В частности, это приводит к следующему утверждению.

Утверждение 1.9. Авто-преобразование одевающей цепочки в форме (1.21)
определяется, как единственное решение следующего матричного уравнения
относительно f ′k, f

′
k−1:

W (f ′k, αk−1)W (f ′k−1, αk) = W (fk, αk)W (fk−1, αk−1). (1.31)

Аналогично, отображение (1.27), задающее принцип нелинейной суперпози-
ции в переменных f , определяется, как единственное решение следующего
уравнения относительно f ij , f

j
i :

W (f ij , αi)W (f j , αj) = W (f ji , αj)W (f i, αi). (1.32)

Таким образом, оба преобразования эквивалентны переразложению про-
изведения двух матриц с переставленными параметрами в последнем из пред-
ставлений нулевой кривизны (1.29). Не считая обозначений, разница между
уравнениями (1.31), (1.32) в том, что в первом случае неизвестные находятся в
одной части равенства, а во втором разнесены. Как уже отмечалось, в данном
примере эта разница несущественна. На матричном языке, эквивалентность
обоих определений вытекает из свойства W−1(f, α) = (α− λ)−1W (−f, α).

В разделе 1.1 мы стартовали с линейного уравнения (1.1) и строили ассоци-
ированные с ним нелинейные уравнения. Часто требуется обратное: дано неко-
торое нелинейное уравнение (про которое известно, что оно интегрируемо), и
нужно подобрать линейные задачи (1.28), условие совместности которых ему
эквивалентно. Если одна из этих задач известна, то восстановление двух дру-
гих не представляет особого труда. Покажем, как свойство 3D-совместности
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Рис. 1.5. Дискретное представление нулевой кривизны из
3D-совместности.

помогает построить матрицуW , такую что последнее уравнение (1.29) эквива-
лентно отображению (1.27). Зафиксируем в многомерной решётке некоторое
направление k, объявим параметр λ = αk спектральным и рассмотрим куб с
направлениями i, j, k (ср. рис. 1.4 и 1.5, где i = 1, j = 2, k = 3).

Для отображения (1.27) будем считать p = fk вспомогательными перемен-
ными. Для них формула (1.27) принимает вид

pi = −f i − αi − λ
f i − p

=
−f ip+ (f i)2 + αi − λ

p− f i
= L(f i, αi)[p] = Li[p],

то есть pi получается из p в результате определённого дробно-линейного пре-
образования, коэффициенты которого зависят от f i, αi и λ. Из свойства 3D-
совместности следует, что дробно-линейные преобразования L удовлетворяют,
в силу (1.27), соотношениям

pij = Lij [L
j [p]] = Lji [L

i[p]], (1.33)

тождественно по p и λ. Если, как на рис. 1.5, мы хотим получить представ-
ление для отображения на нижней грани, то вспомогательными считаются
переменные, отвечающие вертикальным рёбрам, а преобразования L отвеча-
ют боковым граням. Так как при отождествлении

ap+ b

cp+ d
∼ δ

(
a b
c d

)
композиции преобразований отвечает произведение матриц, то формула (1.33)
является просто проективной версией искомого представления, и после заме-
ны p → 1/p мы приходим к матрице W из (1.30). В дальнейшем мы все-
гда будем пользоваться этим отождествлением, определяющим изоморфизм
между дробно-линейными преобразованиями Aut(C̄) и проективной линейной
группой PSL2(C) = SL2(C)/C. Множитель δ в общем случае уточняется из
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сравнения определителей. В данном примере они сокращаются, поэтому мож-
но просто положить δ = 1 (можно взять также δ = exp(f), поскольку эта
величина удовлетворяет уравнению δijδ

j = δji δ
i). Матрицы U и V находятся

далее прямым вычислением, которое сводится по существу к линеаризации
уравнения Риккати px = u− λ− p2 при помощи подстановки p = ψx/ψ.

Точно так же, для уравнения (1.25) с полями v в вершинах (напомним,
что f i = v − vi, u = 2vx) в качестве вспомогательных принимаются перемен-
ные p = vk. Для этих переменных имеем дробно-линейные преобразования с
коэффициентами, зависящими от v, vi, αi и λ:

pi = v − λ− αi
p− vi

= L(v, vi;αi, λ)[p] = Li[p].

Свойство 3D-совместности, как и раньше, обеспечивает соотношение (1.33). В
результате, мы приходим к матрицам

W (v1, v;α, λ) =

(
−v1 1

−vv1 − λ+ α v

)
. (1.34)

Для них выполняется утверждение, аналогичное (1.9).

Утверждение 1.10. Отображение (1.19), задающее нелинейное представле-
ние группы перестановок, определяется, как единственное решение уравнения
относительно v′k:

W (vk+1, v
′
k;αk−1, λ)W (v′k, vk−1;αk, λ)

= W (vk+1, vk;αk, λ)W (vk, vk−1;αk−1, λ). (1.35)

Отображение (1.25), удовлетворяющее свойству 3D-совместности, определяет-
ся, как единственное решение уравнения относительно vij :

W (vij , vj ;αi, λ)W (vj , v;αj , λ) = W (vij , vi;αj , λ)W (vi, v;αi, λ). (1.36)

До сих пор мы не рассматривали уравнения в частных производных, свя-
занные с линейной задачей Ψt = VΨ из (1.28). В дальнейших главах они
играют второстепенную роль, поэтому здесь мы приведём, для полноты кар-
тины, лишь несколько базовых формул, определяющих иерархию КдФ. Она
возникает при рассмотрении непрерывных изоспектральных деформаций для
уравнения Шрёдингера, вида

ψtn = −1

2
Gn,xψ +Gnψx, (1.37)

что отвечает матрице

Vn =

(
−1

2Gn,x Gn
−1

2Gn,xx + (u− λ)Gn
1
2Gn,x

)
. (1.38)
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Условие совместности (1.1) и (1.37), как легко проверить, эквивалентно соот-
ношению

utn =
1

2
Gn,xxx − 2(u− λ)Gn,x − uxGn.

Полагая Gn = (−4λ)n−2(−4λ)n−1g1− . . .−2gn, находим отсюда рекуррентные
формулы

g1 = u, gk+1,x = gk,xxx − 4ugk,x − 2uxgk, k = 1, . . . , n, utn = gn+1,x.

В частности,

g2 = uxx − 3u2, g3 = uxxxx − 10uuxx − 5u2
x + 10u3,

и соответствующие потоки определяют уравнение Кортевега-де Фриза (КдФ)

ut = uxxx − 6uux (1.39)

и его симметрию 5-го порядка. Формулу для gk+1 можно переписать в виде
gk+1 = R(gk), где оператор R = D2

x − 4u+ 2D−1
x ux называется оператором ре-

курсии. Можно показать, что все вычисленные с его помощью коэффициенты
gn локальны, то есть выражаются через переменную u и её производные по x.

Преобразование Дарбу применительно к решениям уравнения КдФ назы-
вается преобразованием Бэклунда. Точнее, преобразование (1.3) определяет
так называемую x-часть преобразования Бэклунда. Чтобы потенциал u1 тоже
удовлетворял уравнению (1.39), функция f должна удовлетворять дополни-
тельному соотношению, образующему t-часть преобразования Бэклунда:

ft = uxx − 2uxf − (4α+ 2u)fx. (1.40)

Оно эквивалентно условию совместности (1.2) и (1.37), и согласовано с фор-
мулой f = ψαx/ψ

α, определяющей f по частному решению уравнения Шрёдин-
гера (1.1). Исключение u при помощи формулы u = f2 + fx + α приводит к
модифицированному уравнению КдФ (мКдФ)

ft = fxxx − 6(f2 + α)fx. (1.41)

Это уравнение не меняется при замене f → −f , что и объясняет наличие двух
преобразований Миуры (1.3). Цепочка (1.12) определяет x-часть преобразова-
ния Бэклунда для (1.41), причём переменная f1 удовлетворяет уравнению с
α1 вместо α.

Непрерывная динамика для переменной v определяется одевающей цепоч-
кой (1.14) и потенциальным уравнением КдФ (pot-КдФ)

vt = vxxx − 6v2
x. (1.42)

Соответствующие матрицы U и V равны

U =

(
v −1

q + λ −v

)
, V = −4λU +

(
−2qx 4vx

qxx − 2vqx 2qx

)
, q := v2 − vx.
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Нетрудно показать, что представления нулевой кривизны (1.29) с этими мат-
рицами и матрицей (1.34) калибровочно эквивалентны представлениям с мат-
рицами (1.30), (1.38), то есть существует линейное преобразование, связыва-
ющее решения соответствующих линейных задач.

Многочленам G старшей степени отвечают высшие симметрии уравнения
КдФ, то есть эволюционные уравнения utk = F (u, ux, uxx, . . . , D

2k+1
x (u)), сов-

местные с (1.39). Эти уравнения совместны также друг с другом и образуют
так называемую иерархию интегрируемых уравнений (само уравнение (1.39)
отвечает k = 1, уравнения чётного порядка в иерархии КдФ отсутствуют).
Преобразование Бэклунда совместно со всеми высшими симметриями и явля-
ется равноправным членом иерархии КдФ.

Дискретная часть иерархии является, во многих отношениях, наиболее
важной. Одевающая цепочка, уравнение Кдф и его высшие симметрии воз-
никают из дискретного уравнения КдФ (1.17) в результате непрерывного пре-
дела. Этот предел можно осуществлять на многомерной решётке, ассоции-
руя её координатные направления с различными потоками. Из свойства 3D-
совместности уравнения (1.17) вытекает коммутативность непрерывной части
иерархии.

1.4 Преобразования Дарбу для уравнения Дирака

Структура преобразований Дарбу для уравнения Шрёдингера максимально
проста. Более общий и сложный пример доставляет уравнение Дирака

Ψx = UΨ, Ψ =

(
ψ
φ

)
, U =

(
λ u
−v −λ

)
. (1.43)

Элементарное преобразование Дарбу для него определяется формулами

Ψ1 = WΨ, W =

(
1 −u1

v 2λ− α− u1v

)
, (1.44)

причём условие совместности Wx = U1W −WU эквивалентно уравнениям

u1,x = u+ αu1 + u2
1v, −vx = v1 + αv + u1v

2. (1.45)

Решение уравнения Риккати для u1 строится по частному решению исходной
системы при λ = α/2, по формуле u1 = ψα/φα, после чего v1 находится явно
из второго уравнения. Это преобразование порождает цепочку

− un+1,x = un + αnun+1 + u2
n+1vn, vn,x = vn+1 + αnvn + un+1v

2
n. (1.46)

Свойство перестановочности преобразований Дарбу описывается следующей
теоремой.



36 Глава 1. Преобразования Дарбу-Бэклунда

Теорема 1.11. Преобразования Rk, действующие на параметрах αn и пере-
менных un, vn по формулам

Rk :


ũk = uk +

(αk − αk−1)uk+1

1− uk+1vk−1
, ũn = un, n 6= k,

ṽk = vk +
(αk−1 − αk)vk−1

1− uk+1vk−1
, ṽn = vn, n 6= k,

α̃k = αk−1, α̃k−1 = αk, α̃n = αn, n 6= k − 1, k,

(1.47)

переводят решения цепочки (1.46) в решения и удовлетворяют тождествам
(1.20).

Доказательство нетрудно получить, исходя из того, что преобразование Rk
определяется, как единственное решение уравнения

W (uk+1, ṽk, αk−1)W (ũk, vk−1, αk) = W (uk+1, vk, αk)W (uk, vk−1, αk−1).

Вместо преобразований Rk, свойство перестановочности можно записать
также, как двухкомпонентное квад-уравнение

uj − ui =
(αj − αi)uij

1− uijv
, vj − vi =

(αi − αj)v
1− uijv

,

где индексы i, j отвечают двум разным преобразованиям вида (1.45). Суще-
ственное отличие этого уравнения от дискретного уравнения КдФ (1.25) за-
ключается в том, что оно неразрешимо относительно переменных (u, v) или
(uij , vij). Поэтому формулировка свойства 3D-совместности возможна здесь
лишь при выборе начальных данных в некоторой последовательности вершин
на кубе, например (u, v), (u1, v1), (u12, v12), (u123, v123), что равносильно тож-
дествам (1.20).

Нетрудно сообразить, что более симметричным является двукратное пре-
образование Дарбу (u, v)→ (ũ, ṽ), отвечающее матрице

W = W (ũ, v−1, α)W−1(u, v−1, α−1) = W−1(u1, ṽ, α−1)W (u1, v, α),

в которой переменная v−1 (или u1) исключена при помощи соотношений (1.47).
Несложное вычисление приводит к матрице

W =

(
2λ− β − f u− ũ
v − ṽ 2λ− β + f

)
,

где
β =

1

2
(α+ α−1), f2 =

1

4
(α− α−1)2 − (u− ũ)(v − ṽ).

Отвечающее ей преобразование Дарбу имеет вид

(u− ũ)x = β(u− ũ) + (u+ ũ)f, (v − ṽ)x = β(ṽ − v) + (v + ṽ)f. (1.48)
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Суперпозиция таких двойных преобразований приводит уже к симметричному
двухкомпонентному квад-уравнению, которое мы не будем выписывать.

Напомним, что уравнения, допускающие представление нулевой кривизны
(1.29) с матрицей U (1.43) образуют иерархию нелинейного уравнения Шрё-
дингера (НУШ). Высшие потоки этой иерархии можно записать при помощи
матричного оператора рекурсии в виде(

u
v

)
tn

=

(
Dx + 2uD−1

x v 2uD−1
x u

−2vD−1
x v −Dx − 2vD−1

x u

)n(
u
−v

)
.

В частности, при n = 2, 3 получаем само НУШ и его симметрию третьего
порядка:

ut2 = uxx + 2u2v, −vt2 = vxx + 2v2u, (1.49)
ut3 = uxxx + 6vuux, vt3 = vxxx + 6uvvx. (1.50)

Преобразование Дарбу (1.48) и уравнение (1.50) выдерживают редукцию v =
1, ṽ = −1, β = 0 (то есть, α−1 = −α), приводящую, после замены ũ → −ũ,
к уже известному нам преобразованию Бэклунда (1.13) для уравнения КдФ.
Более интересна редукция v = ±u, β = 0, приводящая к преобразованию
Бэклунда для уравнения мКдФ:

(u− ũ)x = (u+ ũ)
√
α2 ∓ (u− ũ)2 , ut3 = uxxx ± 6u2ux.

Это преобразование не совпадает с одевающей цепочкой (1.12), обслуживаю-
щей уравнение (1.41). Таким образом, для мКдФ имеется “своя собственная”
одевающая цепочка, связанная, вместо уравнения Шрёдингера, с уравнением
Дирака. В отличие от цепочки (1.12), она годится для уравнения с произволь-
ным знаком перед нелинейным членом. Это существенно, так как этот знак
влияет на структуру спектра и вид точных решений (например, уравнение
с минусом допускает только солитоны, уравнение с плюсом допускает также
бризеры). Введение потенциала u = wx приводит к преобразованию Бэклунда
для уравнения pot-мКдФ, а также уравнения sinh/sin-Гордона, принадлежа-
щего той же иерархии:

wx − w̃x = α sinh(w + w̃), wt = wxxx − 2w3
x, wxy = sinh 2w;

wx − w̃x = α sin(w + w̃), wt = wxxx + 2w3
x, wxy = sin 2w.

Вернёмся к вопросу о структуре общего преобразования Дарбу. Преоб-
разования (1.44) образуют наиболее важную часть ответа, но, в отличие от
уравнения Шрёдингера, уравнение Дирака допускает ещё одно элементарное
преобразование, а именно

Ψ2 = MΨ, M =

(
0 −1/v
v 2λ+ vx/v

)
. (1.51)
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Для его построения не требуется знать частное решение линейной задачи.
Условие совместности Mx = U2M −MU приводит к явному отображению

u2 = 1/v, v2 = vxx − v2
x/v + uv2,

итерации которого можно записать, полагая u = e−qk−1 , v = eqk , в виде так
называемой цепочки Тоды

qk,xx = eqk+1−qk − eqk−qk−1 . (1.52)

Можно доказать, что общее преобразование Дарбу для уравнение Дирака рас-
кладывается в последовательность элементарных преобразований вида (1.44),
(1.51) и их обратных (строго говоря, надо добавить ещё преобразование Ψ→
σ3Ψ, приводящее к смене знака (u, v)→ (−u,−v)).

Свойство перестановочности преобразований (1.44), (1.51) выражается усло-
вием совместности M1W = W2M . Оно приводит к 5-точечному дискретному
уравнению типа Тоды на переменную qn,k, заданную на решётке Z2, а именно,
к уравнению

eq1,−2−q − eq−q−1,2 + eq1−q − eq−q−1 + α− α−1 = 0. (1.53)

Нетрудно непосредственно проверить, что это уравнение совместно с диффе-
ренцированием

−qx = eq1,−2−q + eq1−q + α = eq−q−1,2 + eq−q−1 + α−1,

то есть производная по x от левой части (1.53) обращается в ноль в силу са-
мого уравнения (1.53). При этом при каждом фиксированном n переменные
qn,k удовлетворяют цепочке Тоды (1.52), а при каждом фиксированном k пе-
ременные un = e−qn,k−1 , vn = eqn,k удовлетворяют цепочке (1.46).

1.5 Преобразование Дарбу для дискретного уравне-
ния Шрёдингера

Мы видели, что уравнение pot-КдФ (1.42), одевающая цепочка (1.14) и квад-
уравнение (1.17) определяют, на разных уровнях дискретизации, изоспектраль-
ные деформации для уравненияШрёдингера (1.1). Имеется параллельная тео-
рия, связанная с дискретными спектральными задачами. Здесь вместо урав-
нений типа КдФ возникают цепочки типа Вольтерра, а дискретными одева-
ющими цепочками служат асимметричные квад-уравнения. Принцип супер-
позиции выражается симметричными квад-уравнениям, как и в непрерывном
случае.
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1.5.1 Цепочка Вольтерра

Цепочка Вольтерра
un,t = un(un+1 − un−1) (1.54)

определяет изоспектральную деформацию для уравнения

ψn+1 = λψn + unψn−1, (1.55)

а именно, эта цепочка возникает, как условие совместности (1.55) и

ψn,t = un(ψn − λψn−1). (1.56)

Преобразование Дарбу определяется по частному решению ψ = φ этих двух
уравнений при λ = 2α, согласно формулам

ψ̃n = − λ

2α
ψn + (fn + α)ψn−1, fn + α =

φn
φn−1

, (1.57)

причём исходный и преобразованный потенциалы связаны дискретными пре-
образованиями типа Миуры

un = (fn + α)(fn+1 − α), ũn = (fn+1 + α)(fn − α). (1.58)

Переменные fn удовлетворяют модифицированной цепочке Вольтерра

fn,t = (f2
n − α2)(fn+1 − fn−1). (1.59)

Линейные уравнения можно записать также в матричном виде

Ψn+1 = LnΨn, Ψn,t = AnΨn, Ψ̃n = MnΨn (1.60)

⇒ Ln,t = An+1Ln − LnAn, L̃nMn = Mn+1Ln,

где

Ψn =

(
ψn
ψn−1

)
, Ln =

(
λ un
1 0

)
, An =

(
un −λun
−λ λ2 + un−1

)
,

Mn =

 −
λ

2α
fn + α

1

fn − α
− λ

fn − α
− λ

2α

 .

Модифицированная цепочка (1.59) эквивалентна уравнению Mn,t = ÃnMn −
MnAn, где в матрицах A сделана замена (1.58).

Итерирование преобразования Дарбу (1.58) приводит к дискретной оде-
вающей цепочке. Будем считать n первой дискретной переменной, а номер
итерации второй, тогда (1.58) записывается в виде

u = (f + α)(f1 − α), u2 = (f1 + α)(f − α), (1.61)



40 Глава 1. Преобразования Дарбу-Бэклунда

где, как обычно, нижний индекс обозначает сдвиг по соответствующей пере-
менной. Параметр α ассоциирован с рёбрами вдоль второго координатного
направления, и зависит лишь от второй переменной (то есть, α1 = α). Как
и в непрерывном случае, одевающую цепочку можно записать в нескольких
эквивалентных формах. Проще всего исключить переменные u, что приводит
к уравнению

(f2 + α2)(f12 − α2) = (f1 + α)(f − α), (1.62)

которое можно считать дискретным аналогом одевающей цепочки (1.12). Аль-
тернативно, можно воспользоваться законом сохранения

u2 − u = 2α(f − f1)

и ввести новую переменную v согласно формулам

u = 2α(v − v1), f = v2 − v.

При этой замене уравнения (1.61) превращаются в одно уравнение

(v2 − v)(v12 − v1) + α(v12 + v1 − v2 − v)− α2 = 0, (1.63)

а сама цепочка Вольтерра принимает вид

vt = (v1 − v)(v − v−1).

Это уравнение служит аналогом уравнения pot-КдФ (1.42).
Оба уравнения (1.62) и (1.63) — аффинно-линейные квад-уравнения, но

несимметричные, в отличие от уравнений из предыдущих разделов. Это объ-
ясняется тем, что роли дискретных переменных здесь различны: переменная
n в цепочке Вольтерра по смыслу отвечает переменной x в КдФ.

Симметрия восстанавливается на следующем шаге, при рассмотрении прин-
ципа суперпозиции преобразования Дарбу. Несложно проверить, что уравне-
ние (1.63) и его копия

(v3 − v)(v13 − v1) + β(v13 + v1 − v3 − v)− β2 = 0,

где β параметр, ассоциированный с третьим координатным направлением, об-
разуют 3D-совместную систему с симметричным квад-уравнением

α(v − v2)(v3 − v23)− β(v − v3)(v2 − v23) + αβ(α− β) = 0.

Отметим, что это же уравнение возникает как принцип суперпозиции для
одной из непрерывных одевающих цепочек (см. уравнение (Qδ1) в списке 2.1 и
раздел 2.4).

Подчеркнём следующее существенное отличие между уравнениями (1.62)
и (1.63). Именно, уравнение (1.62) в рассматриваемом контексте не имеет
смысла интерпретировать как 3D-совместное. Действительно, переменные f =
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v2−v ассоциированы (вместе с матрицамиM) с рёбрами решётки порождённой
преобразованиями Дарбу, то есть это переменные Янг-Бакстеровского типа.
Рассматривая переменные и параметры, ассоциированные с рёбрами много-
мерной решётки, введём для них обозначения f i = vi − v и αi, i = 2, 3, . . .
(напомним, что первое координатное направление зарезервировано за сдви-
гом в самой цепочке Вольтерра). Тогда уравнение

M [f ji , αj ]M [f i, αi] = M [f ij , αi]M [f j , αj ]

приводит к отображению

f ij = R(f i, f j , αi, αj), f ji = R(f j , f i, αj , αi),

где

R(f, g, α, β) =
β(β2 − α2) + g(αf − βg)

αg − βf
.

Заметим, что переменные u и матрицы L также ассоциированы с рёбрами,
вдоль выделенной оси n. Поэтому, преобразование (1.58) тоже можно интер-
претировать как отображение Янга-Бакстера, переписав его в виде (un, fn)→
(ũn, fn+1).

1.5.2 Модифицированная цепочка Вольтерра

Как и уравнение мКдФ, модифицированная цепочка Вольтерра

un,t = (u2
n + c)(un+1 − un−1) (1.64)

обладает “своим собственным” преобразованием Бэклунда. По отношению к
нему параметр c является постоянным (любого знака) и уже не имеет отно-
шения к собственным значениям линейной задачи, как в (1.59).

В случае c = 0 все формулы немного проще. Цепочка (1.64) является усло-
вием совместности линейных уравнений

ψn+1 + ψn−1 =
λ

un
ψn, ψt =

λ2

2
ψn − λunψn−1; (1.65)

преобразование Дарбу-Бэклунда строится по частному решению ψ = φ при
λ = α, по формулам

ψ̃n = ψn−1 −
λ

α
fnψn, fn =

φn−1

φn
; (1.66)

исходный и преобразованный потенциалы связаны формулами

fn +
1

fn+1
=

α

un
, fn+1 +

1

fn
=

α

ũn
. (1.67)
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В общем случае c 6= 0 удобнее пользоваться матричным представлением
нулевой кривизны (1.60), с матрицами

Ln =

 c

λ
un

−un λ

 , An =


c2

λ2
+ un−1un

c

λ
un + λun−1

− c
λ
un−1 − λun λ2 + un−1un

 ,

Mn =
1

c+ α2f2
n

×

(
α(c2 − α2λ2)− cα(λ2 − α2)f2

n −(c2 − α4)λfn

(c2 − α4)λfn cα(λ2 − α2)− α(c2 − α2λ2)f2
n

)
.

Условие совместности L2M = M1L эквивалентно паре дискретных уравнений
Риккати на переменную f :

u =
αf1 − cf/α

1 + ff1
, u2 =

αf − cf1/α

1 + ff1
. (1.68)

Условие Mt = A2M −MA (t-часть преобразования Бэклунда) эквивалентно
непрерывному уравнению Риккати

ft =
( c
α
u−1 + αu

)
f2 +

( c2

α2
− α2

)
f + αu−1 +

c

α
u. (1.69)

В силу этих уравнений переменная f удовлетворяет цепочке

fn,t =
(α2 + cf2

n)(c+ α2f2
n)(fn+1 − fn−1)

α2(1 + fn+1fn)(1 + fnfn−1)
, (1.70)

известной как дважды модифицированная цепочка Вольтерра.
Очевидно, исключение u из уравнений (1.68) и в этом примере приводит к

несимметричному квад-уравнению на переменную f . Принцип суперпозиции
в терминах этой переменной приводит к отображению Янга-Бакстера. Чтобы
прийти к эквивалентному симметричному квад-уравнению, нужно ввести по-
тенциал при помощи некоторого закона сохранения. Вид этой замены зависит
от знака c.

1) В простейшем случае c = 0 из уравнений (1.67) следует равенство
α

u2
− α

u−1
= f1 − f−1,

позволяющее ввести переменную v согласно формулам

f = α(v2 − v−1), 1/u = v1 − v−1.

Эта замена превращает уравнения (1.67) в квад-уравнение

(v12 − v)(v1 − v2) = α−2
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с минимальной асимметрией — в правой части один параметр вместо разности.
Рассмотрим теперь другое преобразование Дарбу, отвечающее собственному
значению λ = β:

(v13 − v)(v1 − v3) = β−2.

Несложное вычисление показывает, что результат двукратного преобразова-
ния Дарбу не зависит от порядка: v23 = v32, причём выполняется формула
суперпозиции

(v23 − v)(v3 − v2) = α−2 − β−2,

с точностью до обозначений совпадающая с дискретным уравнением КдФ
(1.17).

2) В случае c = −d2 потенциал вводится согласно формулам

f =
α(v2 + v−1)

d(v2 − v−1)
, v = d

v1 + v−1

v1 − v−1
.

При этом уравнения (1.68) превращаются в несимметричное квад-уравнение

c(v12 − v)(v1 − v2) = −α2(v12 + v)(v1 + v2),

а формула суперпозиции имеет вид

r(α)(vv3 + v2v23) = r(β)(vv2 + v3v23), r(λ) =
λ2 − c
λ2 + c

, (1.71)

что эквивалентно уравнению (H0
3 ), определяющему принцип суперпозиции

для уравнения pot-мКдФ, а также для уравнения sinh-Гордона.
2) Наконец, в случае c = −d2 делается замена

f =
α(1 + v−1v2)

d(v−1 − v2)
, u = d

1 + v1v−1

v1 − v−1
,

приводящая к уравнению

c(v12 − v)(v1 − v2) = α(1 + v12v)(1 + v1v2)

и принципу суперпозиции(
r(α) + r(β)

)
(v3 − v2)(v − v23) =

(
r(α)− r(β)

)
(1 + v3v2)(1 + vv23) (1.72)

эквивалентному принципу суперпозиции для уравнения sin-Гордона. Уравне-
ние (1.71) переходит в (1.72) при комплексной замене z → (i − z)/(i + z), то
есть эти уравнения служат просто двумя разными вещественными формами
одного и того же уравнения.
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1.6 Векторный пример

В заключение, рассмотрим одну векторную одевающую цепочку, имеющую
простую геометрическую интерпретацию. Этот пример показывает, в частно-
сти, что роль параметров в преобразовании Бэклунда могут играть первые
интегралы цепочки.

Начнём с дискретной части. Рассмотрим последовательность точек vn ∈ Rd
и определим преобразованиеRk, при котором точка vk отражается относитель-
но серединной нормальной гиперплоскости к отрезку vk−1vk+1. Все остальные
точки остаются неподвижными. Обозначим `n = |vn+1 − vn|2, тогда преобра-
зование выражается формулой

Rk : v′k = vk +
`k − `k−1

|vk+1 − vk−1|2
(vk+1 − vk−1), v′n = vn, n 6= k. (1.73)

Нетрудно видеть, что при этом величины `k и `k−1 переставляются, подобно
параметрам α в формуле (1.19). Для наглядности можно считать, что n ∈ ZN ,
N ≥ 3 и d = 2, что отвечает случаю плоского N -угольника, возможно, с
самопересечениями. Рассматриваемое преобразование означает, что от много-
угольника отрезается один угол, переворачивается и приклеивается обратно
к линии отреза. Равносторонние многоугольники не меняются при преобразо-
ваниях.

Отметим, что если все точки vn лежат на m-мерной плоскости или сфе-
ре в Rd, то преобразования Rk не выводят за её пределы. В частности, при
периодическом замыкании n ∈ ZN можно считать, без потери общности, что
d < N . Ещё один пример инвариантного многообразия возникает, если чёт-
ные и нечётные вершины лежат поочерёдно на двух параллельных m-мерных
плоскостях или концентрических сферах.

Из геометрического определения преобразования Rk ясно, что формулу
(1.73) можно разрешить также относительно переменной vk+1, причём выра-
жение фактически не меняется. Это позволяет интерпретировать это преоб-
разование также как симметричное квад-уравнение

v12 = v +
|v2 − v|2 − |v1 − v|2

|v2 − v1|2
(v2 − v1). (1.74)

Нетривиальные свойства отображений (1.73) основаны на представлении
нулевой кривизны типа (1.35). Пусть u и v векторы-столбцы, ` = |u − v|2, Id
единичная матрица размера d и матрица W (u, v) имеет вид

W =

 −|u|2 2uᵀ 2
−(λ+ `)u− |u|2v 2vuᵀ + (λ+ `)Id 2v

1
2(λ+ `)(λ+ |u|2 + |v|2) + 1

2 |u|
2|v|2 −(λ+ `)vᵀ − |v|2uᵀ −|v|2

 .

Следующее утверждение проверяется непосредственно (ср. с утверждением
1.10).
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Утверждение 1.12. Преобразование Rk эквивалентно соотношению

W (vk+1, v
′
k)W (v′k, vk−1) = W (vk+1, vk)W (vk, vk−1). (1.75)

Отсюда следует, в частности, что при периодическом замыкании характе-
ристический многочлен d(µ, λ) = det(Ŵ − µId+2) матрицы Ŵ = WN . . .W2W1

является инвариантом преобразований Rn. Действительно, преобразования
RN , . . . , R2 вообще не меняют Ŵ , а преобразование R1 действует, как сопря-
жение:

W ′NWN−1 . . .W2W
′
1 = (W ′NW

−1
N )Ŵ (W ′NW

−1
N )−1.

Легко проверить, что detW = −(λ+ `)d+2. Инвариант d(µ, λ) не исчерпывает
все инварианты отображения. Дополнительными функционально независимы-
ми инвариантами служат векторы

J =
N∑
1

|vn|2(vn+1 − vn−1), S =

N∑
1

〈a, vn〉(vn+1 − vn−1),

где a ∈ Rd произвольный постоянный вектор. Инвариант S получается из J
при параллельном переносе v → v + a, и инварианты, отвечающие разным a,
эквивалентны по модулю группы вращений SO(m).

Наиболее замечательным свойством преобразований (1.73) является сле-
дующее.

Утверждение 1.13. Преобразования (1.73) удовлетворяют тождествам (1.20),
определяющим группу перестановок. Альтернативно, квад-уравнение (1.74)
3D-совместно.

Доказательство. Доказательства требует только тождество (RkRk+1)3 = id.
Обозначим Q = (RkRk+1)3 и пусть Q(Wn) = W̃n. Согласно утверждению 1.12,
преобразование Q не меняет произведение P = Wk+1WkWk−1. Кроме того, Q
тождественно действует на определителях матриц Wi. При λ = `k+1 левые
множители в P и Q(P ) становятся вырожденными. Образ матрицы Wk+1 на-
тянут на d + 2-мерный вектор-столбец (2, 2vk+1,−|vk+1|2) и так как матрица
WkWk−1 невырождена, то он совпадает с образом P . Аналогично, образы W̃k+1

и P̃ = P совпадают, следовательно ṽk+1 = vk+1. Сокращая общий множитель
Wk+1, получаем равенство W̃kW̃k−1 = WkWk−1 и повторяя рассуждение, за-
вершаем доказательство.

В случае замкнутого N -угольника преобразования Rn определяют нели-
нейное представление аффинной группы Вейля ÃN−1. В частности, если при-
менять к многоугольнику всевозможные преобразования, не затрагивающие
одну выделенную вершину, то число полученных многоугольников будет ко-
нечным. Действительно, подгруппа, порождённая всеми преобразованиями
Rn, кроме одного, изоморфна симметрической группе SN .
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Сходство с примером из раздела 1.2 подсказывает, что преобразования Rn
должны допускать некоторые непрерывные симметрии (не считая движений
в пространстве). Одна из таких симметрий описывается цепочкой

|vn+1 − vn|2(vn+1 + vn)x = 2〈vn,x, vn+1 − vn〉(vn+1 − vn). (1.76)

Умножая скалярно на vn+1 − vn, получаем

`n,x = 2〈vn+1,x − vn,x, vn+1 − vn〉 = 0.

Далее, скалярное произведение с vn+1,x − vn,x даёт

|vn+1,x|2 = |vn,x|2,

то есть все точки движутся, в силу цепочки, с одинаковой по абсолютной ве-
личине скоростью. Иначе говоря, данные соотношения определяют локальные
первые интегралы и инвариант цепочки. Можно принять, без потери общно-
сти, нормировку

|vn,x|2 = 1, n ∈ Z, (1.77)

поскольку цепочка (1.76) инвариантна относительно замены независимой пе-
ременной x̃ = φ(x) с произвольной функцией φ.

Утверждение 1.14. Преобразования Rn действуют на системе (1.76), (1.77).

Непосредственно проверяется, что цепочка (1.76) обладает представлением
нулевой кривизны Wn,x = Un+1Wn −WnUn, с матрицей Wn из Утверждения
1.12 и Un = U(vn), где

U =
1

λ

 −2〈v, vx〉 2vᵀx 0
|v|2vx − 2〈v, vx〉v 2vvᵀx − 2vxv

ᵀ −2vx
0 2〈v, vx〉vᵀ − |v|2vᵀx 2〈v, vx〉

 . (1.78)

Отсюда немедленно следует, что характеристический многочлен d(µ, λ) явля-
ется первым интегралом периодически замкнутой цепочки (1.76).

В свою очередь, цепочку (1.76) можно рассматривать, как преобразование
Бэклунда для следующего векторного уравнения типа КдФ:

vt = vxxx +
3

2
〈vxx, vxx〉vx, 〈vx, vx〉 = 1. (1.79)

Матрица V для соответствующего представления нулевой кривизны (1.29)
равна

V =
(3

2
〈vxx, vxx〉 −

4

λ

)
U +

2

λ
V0,

где

V0 =

−〈v, vxxx〉 vᵀxxx 0
u vvᵀxxx − vxxxvᵀ + 2vxxv

ᵀ
x − 2vxv

ᵀ
xx −vxxx

0 −uᵀ 〈v, vxxx〉


и u = 1

2 |v|
2vxxx − 〈v, vxxx〉v + 2〈v, vxx〉vx − 2〈v, vx〉vxx + 2vx.
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Комментарии к главе 1

·B Исторически первым было открыто преобразование Бэклунда для уравне-
ния sin-Гордон (Бэклунд [36]). Теорема о его перестановочности принадлежит
Бьянки [40]. Связь этих старых результатов с интегрируемостью была осозна-
на в работах Лэмба [103, 104, 105].
·B Преобразование Дарбу применялось для изучения и построения точно-

решаемых моделей квантовой механики начиная с работ Шрёдингера 40-х
гг. Итог этим исследованиям подведён в работе Инфельда и Халла [90], где,
в частности, явно выписана цепочка (1.12). Интерпретация преобразования
Дарбу, как преобразования Бэклунда в форме (1.6) для уравнения pot-КдФ
(1.42) и теорема о нелинейной суперпозиции 1.1 появились впервые у Уолкви-
ста и Эстабрука [187].
·B Термин “одевающая цепочка” введён Веселовым и Шабатом [185] при-

менительно к цепочке (1.12). В диссертации этот термин относится ко всем
цепочкам вида un+1,x = f(un,x, un, un+1) определяющим преобразования Бэк-
лунда для уравнений типа КдФ.
·B Преобразованиям Дарбу-Бэклунда и их роли в современной теории инте-

грируемых систем посвящена богатая литература, достаточно упомянуть кни-
ги Лэмба [106], Роджерса, Шадвика [148] и Матвеева, Салля [117]. Подробный
обзор достижений классической дифференциальной геометрии, имеющих от-
ношение к этой теме, можно найти в книгах Роджерса, Шифа [147] и Бобенко,
Суриса [45].
·B Нелинейные уравнения, связанные с оператором Дирака были введены в

работах Захарова, Шабата [194] и Абловица, Каупа, Ньюэлла и Сигура [1].
·B Интегрируемость цепочки Вольтерра на основе её связи с дискретным

уравнением Шрёдингера был установлена Манаковым [114], Кацем и ван Мёр-
беке [91].
·B Понятие представления нулевой кривизны появилось впервые на языке

дифференциальных операторов в работе Лакса [107], для случая уравнения
КдФ (так называемые лаксовы пары). Матричная формулировка, имеющая
более широкую область применения, введена Захаровым и Шабатом [195].
Систематическое изложение, в том числе для разностных уравнений, мож-
но найти, например, в книгах Купершмидта [102] и Тахтаджяна, Фаддеева
[174].
·B Преобразования 1.21 и их групповые свойства (1.20) рассматривались в

статьях Адлера [3, 5]. Свойство 3D-совместности сформулировано Найхофом,
Уокером [133] и Бобенко, Сурисом [43]. Вывод дискретного представления ну-
левой кривизны исходя из этого свойства также предложен в этих работах,
см. также статью Найхофа [131].
·B Относительно замен типа v → f → g, их связи с дифференциальными

подстановками типа Миуры и 3D-совместностью см. комментарии к главе 4.
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·B Преобразования Бэклунда для цепочки Тоды, эквивалентные дискретной
цепочке Тоды (1.53) были получены Ченом и Лю [55] (см. также [177, § 3.9]).
Преобразования (1.47), а также их многополевые обобщения, введены Адле-
ром [5, 4]. Аналогичные преобразования для некоторых других уравнений ти-
па НШ, включая уравнение Ландау-Лифшица, появились в работе Адлера и
Ямилова [30], см. также недавнюю работу Папагеоргиу и Тонгаса [142].
·B Раздел 1.6 основан на работах Адлера [3, 6]. Близкое уравнение рассмат-

ривалось в работе Шифа [151]. Уравнение (1.79) появилось в статье Соколова
и Свинолупова [159]. Известно ещё несколько интегрируемых моделей, допус-
кающих геометрическую интерпретацию, связанную с движением кривых в
пространстве, см. в частности работы Гольдстейна, Петрика [76] и Доливы,
Сантини [60]. Преобразования Бэклунда для векторных уравнений типа КдФ,
более общих чем (1.79), указаны в статье Мешкова и Балахнева [119].



Глава 2

3D-совместные квад-уравнения

Описание интегрируемых квад-уравнений является в настоящее время откры-
той задачей. В этой главе приводятся некоторые важные результаты, основан-
ные на свойстве 3D-совместности. На уровне наводящих примеров это свой-
ство уже обсуждалось в предыдущей главе. Оно означает, что уравнения од-
ного и того же типа можно приписать всем граням трёхмерного куба, так
что полученная система будет совместной. Это позволяет также распростра-
нить квад-уравнения на многомерные решётки ZN . Классификация проводит-
ся для аффинно-линейных квад-уравнений со скалярными комплексными по-
лями, при ряде дополнительных предположений. Рассматриваются некоторые
общие свойства квад-уравнений.

2.1 Обсуждение постановки и основной результат

Квад-уравнением называется дискретное уравнение на решётке Z2, связыва-
ющее полевые переменные в вершинах каждого элементарного квадрата:

Q(u, u1, u2, u12) = 0. (2.1)

Общая идея заключается в том, чтобы принять свойство 3D-совместности, или
совместности вокруг куба, за определение интегрируемости квад-уравнений
и использовать его для классификации. Как мы видели в разделе 1.2, это
свойство действительно характерно для уравнений, возникающих из принципа
нелинейной суперпозиции.

В этой главе рассматриваются только скалярные квад-уравнения с ком-
плексными полями u, причём предполагается, что любая переменная выра-
жается из уравнения, как функция от остальных трёх. В этом случае оба
варианта 3D-совместности, обсуждавшиеся в разделе 1.2, оказываются равно-
сильными. Примем следующее определение (см. рис. 2.1).

49
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Рис. 2.1. 3D-совместная система квад-уравнений, ассоциированных с
гранями куба.

Определение 2.1. Пусть дана система квад-уравнений

A(u, u1, u2, u12) = 0, Ā(u3, u13, u23, u123) = 0,
B(u, u1, u3, u13) = 0, B̄(u2, u12, u23, u123) = 0,
C(u, u2, u3, u23) = 0, C̄(u1, u12, u13, u123) = 0.

(2.2)

Считая u, u1, u2, u3 заданными, найдём значения u12, u13, u23 из уравнений A =
0, B = 0, C = 0. После этого уравнения Ā = 0, B̄ = 0, C̄ = 0 определяют
три значения u123. Система называется 3D-совместной, если эти три значения
равны тождественно по начальным данным u, u1, u2, u3.

Иначе, можно сформулировать задачу о 3D-совместности в следующей об-
щей постановке: найти функции a, b, c, ā, b̄, c̄, такие что если

u12 = a(u, u1, u2), u13 = b(u, u1, u3), u23 = c(u, u2, u3), (2.3)

то равенства

u123 := ā(u3, u13, u23) = b̄(u2, u12, u23) = c̄(u1, u12, u13) (2.4)

выполняются тождественно по u, u1, u2, u3.
В такой общности задача слишком трудна для анализа, поэтому для её ре-

шения будут накладываться некоторые дополнительные предположения (для
сравнения, отметим, что для трёхмерных уравнений типа ∆KP аналогичная
постановка задачи является более жёсткой и допускает исчерпывающий ответ,
см. главу 10).

1) Аффинно-линейность. Основное ограничение, используемое в этой гла-
ве, состоит в том, что все уравнения (2.1) имеют вид

Q = a1uu1u2u12 + · · ·+ a16 = 0.
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Предполагается также, что многочлен Q неприводим. При этом любая пере-
менная однозначно выражается из квад-уравнения, как рациональная функ-
ция от остальных трёх. Эта структура уравнения сохраняется при дробно-
линейных преобразованиях из PSL2(C), действующих на переменные в каж-
дой вершине (одним и тем же или разными преобразованиями — это зависит
от других предположений). Ясно, что условие аффинно-линейности являет-
ся сверх-упрощением: функциональное условие совместности (2.4) заменяется
при этом на некоторую систему полиномиальных уравнений на коэффициен-
ты уравнений (2.2). Тем самым, задача сводится к классификации решений
этой системы по модулю действия группы дробно-линейных замен. Однако,
даже эта чисто алгебраическая задача является довольно сложной и в полной
общности не решена.

2) Трансляционная инвариантность. Можно дополнительно потребовать,
чтобы уравнения отвечающие противоположным граням куба совпадали:

Ā = T3(A), B̄ = T2(B), C̄ = T1(C).

Допустимая группа преобразований при этом сужается: дробно-линейные пре-
образования во всех вершинах должны совпадать (с точностью до специаль-
ных преобразований из группы симметрий рассматриваемых уравнений). Это
требование довольно естественно, поскольку оно позволяет распространить
систему (2.1) с одного куба на всю решётку Z3 с сохранением свойства сов-
местности (хотя это и не исчерпывает всех совместных решёток).

3) Симметрия координатных направлений и зависимость от парамет-
ров. Естественным представляется также требование, чтобы вообще все на-
правления на кубе были, в каком-то смысле, одинаковыми (в частности, это
облегчает задание уравнений на произвольном квад-графе, вместо Z2, см. сле-
дующую главу). Примеры, связанные с преобразованиями Бэклунда, подска-
зывают следующее условие: уравнение в плоскости (i, j) должно иметь вид

Q(u, ui, uj , uij ;αi, αj) = 0, (2.5)

где параметр αi отвечает i-му координатному направлению (он имеет смысл
параметра в преобразовании Бэклунда), причём это уравнение должно быть
инвариантным относительно группы D4 симметрий квадрата:

Q(u, ui, uj , uij ;αi, αj) = εQ(u, uj , ui, uij ;αj , αi), ε = ±1, (2.6)
Q(u, ui, uj , uij ;αi, αj) = σQ(ui, u, uij , uj ;αi, αj), σ = ±1. (2.7)

Нетрудно проверить, что, в предположении аффинно-линейности, имеется два
общих случая, в зависимости от знака σ:

σ = 1 : Q = a0uuiujuij + a1(uuiuj + uuiuij + uujuij + uiujuij)

+ a2(uuij + uiuj) + ā2(uui + ujuij) + ã2(uuj + uiuij)

+ a3(u+ ui + uj + uij) + a4, (2.8)
σ = −1 : Q = a1(uuiuj + uiujuij − uuiuij − uujuij)

+ a2(uuij − uiuj) + a3(u− ui − uj + uij). (2.9)
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Рис. 2.2. D4-симметрия

При этом коэффициенты являются симметричными или антисимметричными
функциями от параметров, в зависимости от знака ε, точнее

as(αj , αi) = εas(αi, αj), ã2(αi, αj) = εā2(αj , αi), (2.10)

а условие 3D-совместности превращается в систему функциональных уравне-
ний на эти коэффициенты.
Замечание 2.2. Упрощая, результат всей этой главы можно сформулировать
так: любое квад-уравнение вида (2.8) или (2.9) является интегрируемым. Дей-
ствительно, из дальнейшего следует, что список 3D-совместных уравнений 2.1
перечисляет все орбиты PSL2-действия на множестве уравнений (2.8). Таким
образом, для любого такого уравнения можно подобрать партнёров, образу-
ющих с ним совместную тройку. Нетривиальным результатом является то,
что все три уравнения можно одновременно привести к общему виду, отли-
чающемуся лишь значениями параметров αi. Что касается уравнений типа
(2.9), то для них 3D-совместность легко проверяется в общем виде. Однако,
этот случай не представляет интереса, так как все такие уравнения сводятся
к линейному.

4) Свойство тетраэдральности. Это условие выглядит неожиданно: тре-
буется, чтобы выражение u123 = f(u, u1, u2, u3), определяемое, в силу 3D-
совместности, любым из трёх выражений (2.4), фактически не зависело от u.
Название объясняется тем, что при этом вершины куба разбиваются на вер-
шины двух тетраэдров, на которых определены некоторые дополнительные
квад-уравнения:

Q̃(u1, u2, u3, u123) = 0, Q̄(u, u12, u23, u13) = 0.

На трёхмерной решётке тем самым выделяются две подрешётки, состоящие
из вершин с чётной или нечётной суммой координат. Это свойство уже отме-
чалось для формулы (1.26). В дальнейшем мы убедимся, что оно связано с
весьма нетривиальными и интересными свойствами квад-уравнений.
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αi(u− uj)(ui − uij)− αj(u− ui)(uj − uij) + δαiαj(αi − αj) = 0 (Qδ1)

αi(u− uj)(ui − uij)− αj(u− ui)(uj − uij)
+ αiαj(αi − αj)(u+ ui + uj + uij)

− αiαj(αi − αj)(α2
i − αiαj + α2

j ) = 0 (Q2)

(
αi −

1

αi

)
(uui + ujuij)−

(
αj −

1

αj

)
(uuj + uiuij)

−
(αi
αj
− αj
αi

)
(uuij + uiuj)−

δ

4

(
αi −

1

αi

)(
αj −

1

αj

)(αi
αj
− αj
αi

)
= 0 (Qδ3)

sn(αi) sn(αj) sn(αi − αj)(k2uuiujuij + 1) + sn(αi)(uui + ujuij)

− sn(αj)(uuj + uiuij)− sn(αi − αj)(uuij + uiuj) = 0 (Q4)

(u− uij)(ui − uj) + αj − αi = 0 (H1)

(u− uij)(ui − uj) + (αj − αi)(u+ ui + uj + uij) + α2
j − α2

i = 0 (H2)

αi(uui + ujuij)− αj(uuj + uiuij) + δ
(
α2
i − α2

j

)
= 0 (Hδ

3)

αi(u+ uj)(ui + uij)− αj(u+ ui)(uj + uij) + δαiαj(αi − αj) = 0 (Aδ1)(
α2
j − α2

i

)
(uuiujuij + 1) + αj(α

2
i − 1)(uuj + uiuij)

− αi(α2
j − 1)(uui + ujuij) = 0 (A2)

Список 2.1. Список 3D-совместных квад-уравнений (snα ≡ sn(α, k))

Основным результатом данной главы является следующий список квад-
уравнений.

Теорема 2.3. 3D-совместные уравнения (2.5), удовлетворяющие свойствам
аффинно-линейности, трансляционной инвариантности, D4-симметрии и тет-
раэдральности, исчерпываются, с точностью до дробно-линейных преобразо-
ваний переменных, действующих идентично во всех вершинах, списком 2.1.

Отметим, что уравнение (Aδ1) сводится к (Qδ1) заменой (u, ui, uj , uij) →
(u,−ui,−uj , uij) действующей по разному на переменные из чётной и нечёт-
ной подрешёток. Аналогично, (A2) сводится к Q0

3 заменой (u, ui, uj , uij) →
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(u, 1/ui, 1/uj , uij). Параметр δ в (Qδ1), (Qδ3), (Hδ
3) скалируется, то есть, можно

считать, без потери общности, что он равен 0 или 1. Уравнения из списков
Q и H можно получить, соответственно, из основных уравнений (Q4) и (Hδ

3)
вырождением параметров и предельными переходами.

Схема построения представления нулевой кривизны, проиллюстрирован-
ная в разделе 1.3 на примере дискретного уравнения КдФ (1.25) (то есть,
(H1)) переносится на остальные уравнения списка без изменений, за исключе-
нием того, что нормировочный множитель, вообще говоря, не равен 1. Кроме
того, каждое уравнение обладает высшими непрерывными симметриями типа
одевающей цепочки и уравнения КдФ, для которых оно определяет принцип
нелинейной суперпозиции. Таким образом, интегрируемость (в любом разум-
ном смысле) всех уравнений из списка не вызывает сомнений.

Принимая во внимание значительное число сделанных предположений,
следует спросить, насколько полон данный ответ. На самом деле, каждое из
предположений 1)–4) заведомо ограничительно, и к любому несложно предъ-
явить контрпример. Так, уравнение (1.18) служит примером квад-уравнения,
квадратичного по полям. Правда, оно всё же связано с аффинно-линейным
некоторыми необратимыми подстановками. Существуют ли примеры, несво-
димые к аффинно-линейным, в настоящее время неизвестно. В разделе 1.5
приводились несимметричные квад-уравнения, возникающие в теории цепо-
чек Вольтерра, но и они были связаны с симметричными. Несколько примеров
с ослабленным свойством симметрии или с нарушением свойства трансляци-
онной инвариантности будет приведено в разделе 2.6. Простейшим контрпри-
мером к свойству тетраэдральности служат линейные уравнения

u± ui ± uj + uij = 0, i, j = 1, 2, 3, (2.11)

образующие 3D-совместную систему, для которой uijk = ui +uj +uk ± 2u. Все
уравнения типа (2.9) также не удовлетворяют свойству тетраэдральности (см.
доказательство теоремы 2.3).

В разделе 2.5.3 приводится один дополнительный результат, показываю-
щий, что, для аффинно-линейных систем, приведённая классификация всё
же является достаточно полной. Оказывается, что свойства 2), 3), 4), хотя
и отсеивают некоторое количество примеров, не существенны для систем об-
щего положения. В Теореме 2.25 эти свойства заменены на некоторое усло-
вие невырожденности биквадратик, связанных с многочленами Q. Из точной
формулировки этого условия видно, что оно лишь запрещает некоторые квад-
уравнения необщего положения (меры ноль в пространстве коэффициентов).
Тем не менее, оно оказывается настолько сильным, что полученный в резуль-
тате список состоит лишь из уравнений (Qδ1)–(Q4). Таким образом, все приме-
ры, известные или неизвестные, в которых нарушается какое-то из свойств 2),
3) или 4), относятся, в терминах данного условия, к вырожденным случаям
(впрочем, как и оставшаяся часть списка 2.1).
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2.2 Доказательство классификационной теоремы

2.2.1 Анализ условий совместности

Первый этап решения классификационной задачи заключается в анализе усло-
вий совместности при спуске с граней на рёбра и с рёбер на вершины куба. На
каждом шаге теряется часть информации, но зато и упрощается оставшаяся,
так что на уровне вершин классификация тривиальна. Этот спуск осуществ-
ляется при помощи операций

δu,v(Q) = QuQv −QQuv, δu(h) = h2
u − 2hhuu,

переводящих аффинно-линейный многочлен Q в биквадратичный, а биквад-
ратичный многочлен h в многочлен 4-й степени от одной переменной. Полагая
Q = a(w, z)uv + b(w, z)u + c(w, z)v + d(w, z) и h(u, v) = a(v)u2 + b(v)u + c(v),
эти формулы можно записать также в виде

δuv(Q) = bc− ad, δu(h) = b2 − 4ac,

то есть δu(h) равен дискриминанту многочлена h, рассматриваемого, как квад-
ратичный по u. Нетрудно проверить, что введённые операции ковариантны
относительно дробно-линейных преобразований, действующих на множестве
Pmn многочленов от n переменных степени m по каждой согласно формуле

M [f ](u1, . . . , un) = (c1u1 + d1)m . . . (cnun + dn)m

× f
(a1u1 + b1
c1u1 + d1

, . . . ,
anun + bn
cnun + dn

)
, (2.12)

где aidi − bici = ∆i 6= 0. Точнее, если Q ∈ P1
4 и h ∈ P2

2 , то выполняются
свойства

δui,uj (M [Q]) = ∆i∆jM [δui,uj (Q)], δui(M [h]) = ∆2
iM [δui(h)]. (2.13)

Ещё одно замечательное свойство выражается тождеством

δu3(δu1,u2(Q)) = δu2(δu1,u3(Q)), (2.14)

справедливым для любого аффинно-линейного многочлена Q(u1, u2, u3, u4) ∈
P1

4 . Оно доказывается прямым вычислением.
Ключом к классификации является следующее утверждение.

Утверждение 2.4. Пусть уравнение (2.5) 3D-совместно и выполнены пред-
положения 1)–4). Тогда

δw,z(Q(u, v, w, z;α, β)) = k(α, β)h(u, v;α), (2.15)

где k(α, β) кососимметричная функция, а h(u, v;α) симметричный биквадра-
тичный многочлен, причём зависимость коэффициентов h от параметра α та-
кова, что многочлен r(u) = δv(h) вовсе от него не зависит.
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Доказательство. Будем использовать, наряду с (2.5), также общие обозначе-
ния (2.2), (2.3), (2.4). Воспользуемся сначала условием тетраэдральности 4).
Пусть u123 = f(u1, u2, u3), тогда дифференцирование (2.4) даёт

fu1 = āu13bu1 , fu2 = āu23cu2 , 0 = āu13bu + āu23cu,

fu1 = b̄u12au1 , fu3 = b̄u23cu3 , 0 = b̄u12au + b̄u23cu,

fu2 = c̄u12au2 , fu3 = c̄u13bu3 , 0 = c̄u12au + c̄u13bu

откуда легко выводится соотношение (тождество по u, u1, u2, u3)

au2bu1cu3 + au1bu3cu2 = 0. (2.16)

Далее, воспользуемся условием аффинно-линейности 1). Если одно из уравне-
ний системы, скажем, первое, имеет вид A = p(u, u1, u2)u12 + q(u, u1, u2) = 0,
то соответствующая функция a равна a = −q/p и

au2
au1

=
qu2p− qpu2
qu1p− qpu1

=
δu2,u12(A)

δu1,u12(A)
.

Таким образом, в аффинно-линейном случае тождество (2.16) переписывается
в виде

δu2,u12(A)δu1,u13(B)δu3,u23(C) + δu1,u12(A)δu3,u13(B)δu2,u23(C) = 0. (2.17)

Учтём теперь условия симметрии 3) и вернёмся к обозначениям (2.5). Обозна-
чим δw,z(Q) = h̃(u, v;α, β), тогда, с учётом симметрии (2.6), тождество (2.17)
принимает вид

h̃(u, u1;α1, α2)h̃(u, u2;α2, α3)h̃(u, u3;α3, α1)

+ h̃(u, u1;α1, α3)h̃(u, u2;α2, α1)h̃(u, u3;α3, α2) = 0, (2.18)

откуда следует, что отношение h̃(u, v;α, β)/h̃(u, v;α, γ) не зависит от v. Но, в
силу (2.7), многочлен h̃ симметричен: h̃(u, v;α, β) = h̃(v, u;α, β), следовательно
это отношение не зависит и от u. Таким образом, имеем

h̃(u, v;α, β)

h̃(u, v;α, γ)
=
κ(α, β)

κ(α, γ)
(2.19)

и подстановка в (2.18) показывает, что функция κ удовлетворяет уравнению

κ(α, β)κ(β, γ)κ(γ, α) = −κ(β, α)κ(γ, β)κ(α, γ).

Легко видеть, что это уравнение разрешается в виде

κ(β, α)

κ(α, β)
= −φ(α)

φ(β)
κ(α, β),
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что эквивалентно кососимметричности функции k(α, β) = φ(α)κ(α, β). Равен-
ство (2.19) переписывается в виде

h̃(u, v;α, β)

k(α, β)
=
h̃(u, v;α, γ)

k(α, γ)
,

и обозначая общее значение через h(u, v;α), приходим к требуемому представ-
лению. Наконец, опять воспользуемся симметрией (2.6). Имеем

δw,z(Q) = k(α, β)h(u, v, α), δv,z(Q) = k(β, α)h(u,w, β)

и, так как δv(δw,z(Q)) = δw(δv,z(Q)) в силу тождества (2.14), то

r(u) = δv(h(u, v, α)) = δw(h(u,w, β)),

откуда следует, что r не зависит от α.

Свойство, доказанное в этом утверждении, оказывается довольно эффек-
тивным и “почти” достаточным: мы увидим, что оно позволяет получить спи-
сок 2.1 уже почти в окончательной форме, так что непосредственная проверка
3D-совместности, не представляющая особого труда, приводит лишь к уточ-
нению коэффициентов в двух самых вырожденных случаях (см. уравнения
(2.26) и (2.27) ниже).

Первый шаг на пути к списку совершенно очевиден: поскольку соответ-
ствие между уравнением (2.5) и многочленом r инвариантно относительно
дробно-линейных замен, то мы можем воспользоваться ими для приведения r
к одной из следующих канонических форм:

(u2 − 1)(k2u2 − 1) (четыре простых корня),

u2 − 1 (два простых корня и один двойной),

u2 (два двойных корня),
u (простой и тройной корни),
1 (корень кратности четыре),
0 (∅).

(2.20)

Тем самым будет уничтожена бо́льшая часть параметрической свободы в за-
даче. В первой форме мы всегда будем предполагать, что k 6= 0,±1, так что
вторая и третья формы не считаются частным случаем первой. В то же время,
вторую и третью формы иногда удобно объединять, как u2 − δ.

2.2.2 Восстановление квад-уравнений

Теперь нужно обратить преобразования Q → h → r (восстановление чере-
па по челюсти и внешнего вида по черепу). Так как на каждом шаге часть
информации теряется, этот этап классификации немного сложнее.
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r(u) = (u2 − 1)(k2u2 − 1) :

h =
1

2α
(k2α2u2v2 + 2Auv − u2 − v2 + α2), A2 = r(α), (q4)

u2 − δ : h =
α

1− α2
(u2 + v2)− 1 + α2

1− α2
uv +

δ(1− α2)

4α
, (qδ3)

u2 : h = λu2v2 + µuv + ν, µ2 − 4λν = 1, (h3)

u : h =
1

4α
(u− v)2 − α

2
(u+ v) +

α3

4
, (q2)

1 : h =
1

2α
(u− v)2 − α

2
, (q1

1)

h = λ(u+ v)2 + µ(u+ v) + ν, µ2 − 4λν = 1, (h2)

0 : h =
1

α
(u− v)2, (q0

1)

h = (λuv + µ(u+ v) + ν)2. (h1)

Таблица 2.2. Канонические формы симметричных биквадратичных
многочленов

Лемма 2.5. Симметричные биквадратичные многочлены h(u, v;α), связан-
ные с многочленом r(u) в канонической форме (2.20) соотношением

h2
v − 2hhvv = r(u) (2.21)

имеют вид, указанный в таблице 2.2.

Доказательство. Уравнения (2.21) эквивалентны системе из пяти квадратич-
ных уравнений для 6 неизвестных коэффициентов многочлена h. Таблица по-
лучается прямым решением этой системы для различных r.

Сделаем пояснения относительно нумерации, принятой в таблице. Для
каждой из шести канонических форм r имеется однопараметрическое семей-
ство многочленов h, помеченное буквой q (многочлену r = u2 отвечает (q0

3)).
Этим многочленам в списке 2.1 отвечают уравнения, помеченные буквой Q.
Для полных квадратов r = 0, 1, u2 имеются дополнительные двух- или трёх-
параметрические семейства, помеченные буквой h. В списке 2.1 им отвечают
уравнения типа H и A.

Многочлен (q4) отвечает канонической форме Якоби для многочлена r
с простыми корнями. Приведём ещё ответ для канонической формы Вейер-
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штрасса r = 4u3 − g2u− g3:

h =
1√
r(α)

(
(uv + αu+ αv + g2/4)2 − (u+ v + α)(4αuv − g3)

)
. (2.22)

Этот многочлен определяет алгебраическую формулу сложения эллиптиче-
ских функций, а именно, равенство h(℘(U), ℘(V );℘(A)) = 0 эквивалентно
U ± V ±A = 0 по модулю решётки периодов ℘-функции Вейерштрасса.

Доказательство теоремы 2.3. Прежде всего, покажем, что задача сводится
к случаю многочленов вида (2.8), поскольку в случае (2.9) не выполняется
свойство тетраэдральности. Действительно, для этого случая имеем

δw,z(Q) = h̃(u, v;α, β) = h̃(u, v;β, α) = −P (u;α, β)P (v;α, β),

где P (u;α, β) = a1u
2 − a2u− a3, и соотношение (2.18) превращается в

P (u1;α1, α2)P (u2;α2, α3)P (u3;α3, α1)

= −P (u1;α3, α1)P (u2;α1, α2)P (u3;α2, α3).

Равенство нулю коэффициентов при (u1u2u3)s, s = 0, 1, 2, даёт a1 = a2 = a3 =
0 — противоречие.

Далее, для каждого h(u, v;α) из таблицы 2.2 предстоит определить, из
формулы (2.15), кососимметрический множитель k(α, β) и аффинно-линейный
многочлен Q вида (2.8). Имеем:

h̃(u, v;α, β) = (ā2a0 − a2
1)u2v2 + (a1(ā2 − ã2) + a0a3 − a1a2)uv(u+ v)

+ (a1a3 − a2ã2)(u2 + v2) + (ā2
2 − ã2

2 + a0a4 − a2
2)uv

+ (a3(ā2 − ã2) + a1a4 − a2a3)(u+ v) + ā2a4 − a2
3,

и аналогичное выражение для h̃(u, v;β, α) получается при замене ā2 ↔ ã2.
Введём обозначения для коэффициентов многочлена h:

h(u, v;α) = b0u
2v2 + b1uv(u+ v) + b2(u2 + v2) + b̂2uv + b3(u+ v) + b4, (2.23)

где bi = bi(α), и обозначим b′i = bi(β). Это даёт следующую систему, в которой
ak и k = k(α, β) неизвестны, а bi и b′i берутся из таблицы 2.2:

kb0 = ā2a0 − a2
1, −kb′0 = ã2a0 − a2

1,

kb1 = a1(ā2 − ã2) + a0a3 − a1a2, −kb′1 = a1(ã2 − ā2) + a0a3 − a1a2,

kb2 = a1a3 − a2ã2, −kb′2 = a1a3 − a2ā2,

kb̂2 = ā2
2 − ã2

2 + a0a4 − a2
2, −kb̂′2 = ã2

2 − ā2
2 + a0a4 − a2

2,

kb3 = a3(ā2 − ã2) + a1a4 − a2a3, −kb′3 = a3(ã2 − ā2) + a1a4 − a2a3,

kb4 = ā2a4 − a2
3, −kb′4 = ã2a4 − a2

3.
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Поскольку многочлен Q определён с точностью до множителя, удобно обозна-
чить a = ā2 − ã2 и ввести кососимметрические функции от α, β:

Ai =
ai
a
, Â2 =

ā2

a
− 1

2
=
ã2

a
+

1

2
, K =

k

a2

(легко видеть, что a 6≡ 0, так как иначе h ≡ 0). После элементарных преобра-
зований рассматриваемая система сводится к уравнениям

2(b0 − b′0) = K
(
(b̂2 + b̂′2)(b0 + b′0)− (b1 + b′1)2

)
,

b1 − b′1 = K
(
(b0 + b′0)(b3 + b′3)− (b1 + b′1)(b2 + b′2)

)
,

2(b2 − b′2) = K
(
(b1 + b′1)(b3 + b′3)− (b2 + b′2)(b̂2 + b̂′2)

)
,

b̂2 − b̂′2 = 2K
(
(b0 + b′0)(b4 + b′4)− (b2 + b′2)2

)
,

b3 − b′3 = K
(
(b1 + b′1)(b4 + b′4)− (b2 + b′2)(b3 + b′3)

)
,

2(b4 − b′4) = K
(
(b̂2 + b̂′2)(b4 + b′4)− (b3 + b′3)2

)
,

(2.24)

и уравнениям, служащим для определения Ai:

A0 = K(b0 + b′0), 2A1 = K(b1 + b′1), A2 = K(b2 + b′2),

4Â2 = K(b̂2 + b̂′2), 2A3 = K(b3 + b′3), A4 = K(b4 + b′4),

Ā2 = Â2 + 1/2, Ã2 = Â2 − 1/2.

(2.25)

Каждое решение системы (2.24) определяет некоторый многочлен Q по фор-
мулам (2.25). По построению, этот многочлен удовлетворяет свойству из утвер-
ждения 2.4 и тем самым соответствующее уравнение является кандидатом в
3D-совместные.

Анализ системы (2.24) тривиален в тех случаях, когда коэффициенты bi яв-
ляются вполне определёнными функциями от α, то есть, для биквадратичного
многочлена h вида (q4), (qδ3), (q2), (q1

1) или (q0
1). Нужно лишь проверить, что

выполняется маленькое чудо: все шесть уравнений этой системы приводят к
одному и тому же значению K. После этого остаётся вычислить многочлен Q
по формулам (2.25) и проверить свойство 3D-совместности (и тетраэдрально-
сти). Все эти вычисления совершенно механические и во всех случаях действи-
тельно приводят к 3D-совместному уравнению из списка 2.1, в соответствии с
обозначениями.

Остаётся рассмотреть биквадратичные многочлены (h3), (h2), (h1). Акку-
ратный анализ системы (2.24) приводит в этих случаях к решениям, пере-
численным ниже. Применение формул (2.25) даёт оставшуюся часть списка
квад-уравнений. При этом проверка 3D-совместности выполняется автомати-
чески для всех найденных уравнений, кроме (2.26), (2.27), для которых она
приводит к уточнению функции k.

Случай (h1). Здесь имеется два решения:
1) h = (ε0u+ε1)2(ε0v+ε1)2, с коэффициентами не зависящими от α, а функ-

ция K произвольна. Подходящим дробно-линейного преобразованием можно
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положить h = 1, в результате приходим к следующему уравнению, подозри-
тельному на 3D-совместность:

(u− uij)(ui − uj) + k(αi, αj) = 0, (2.26)

где k произвольная кососимметрическая функция. Она уточняется при непо-
средственной проверке условия совместности: оказывается, что оно выполня-
ется, если и только если

k(α1, α2) + k(α2, α3) + k(α3, α1) = 0

(причём свойство тетраэдральности также выполняется). Полагая α3 = const
и учитывая кососимметричность, получаем k(α1, α2) = f(α2) − f(α1). Пере-
обозначая параметры f(α)→ α, приходим к уравнению (H1);

2) h = (ε0uv+ ε1(u+ v) + ε2)2/α, коэффициенты εi не зависят от α. В этом
случае можно использовать дробно-линейное преобразование для приведения
h к виду (u + v)2/α, затем проверяется, что все уравнения (2.24) дают одно
значение K, и формулы (2.25) приводят к уравнению (A0

1).

Случай (h2). Здесь также имеется два решения:

h = u+ v + α, h =
(u+ v)2

2α
− α

2
,

приводящие, соответственно, к уравнениям (H2) и (A1
1).

Случай (h3). Имеется три решения:

1) h = uv, функция K произвольна. В этом случае приходим к уравнению,
подозрительному на 3D-совместность:

(1 + k)(uui + ujuij) = (1− k)(uuj + uiuij), (2.27)

c произвольной кососимметрической функцией k(αi, αj). Проверка условия
совместности приводит к связи

`(α1, α2)`(α2, α3)`(α3, α1) = 1, ` :=
1 + k

1− k
, `(β, α) =

1

`(α, β)
.

Это соотношение разрешается, с точностью до замены параметров, в виде
`(α, β) = α/β, и мы приходим к уравнению (H0

3 );

2) h = uv + α, что приводит к уравнению (H1
3 );

3) h =
α

1− α2
(u2v2 + 1)− 1 + α2

1− α2
uv, что приводит к уравнению (A2).
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2.3 Трёхногая форма квад-уравнений

Здесь мы обсудим одно любопытное свойство, которым обладают все квад-
уравнения из списка 2.1. На первый взгляд, его можно посчитать случайным
обстоятельством, но фактически именно эта внутренняя структура уравнения
является механизмом, обеспечивающим как свойство тетраэдральности, так и
само свойство 3D-совместности. Более того, это свойство оказывается исклю-
чительно важным для теории дискретных уравнений типа Тоды, как будет
показано в разделе 5.2.

Определение 2.6. Уравнение Q(u, u1, u2, u12;α1, α2) = 0 обладает трёхногой
формой с вершиной u, если оно эквивалентно уравнению вида

f(u, u12;α1, α2) = g(u, u1;α1)− g(u, u2;α2). (2.28)

Мы будем предполагать, что уравнение обладает симметрией квадрата.
Тогда все входящие в него переменные равноправны и наряду с трёхногой
формой с вершиной u имеются аналогичные трёхногие формы с вершинами
u1, u2 и u12. Отметим, что обычно удобнее рассматривать мультипликативный
вариант трёхногой формы:

F (u, u12;α1, α2) = G(u, u1;α1)/G(u, u2;α2). (2.29)

Это видно из таблицы 2.3, в которой приводятся трёхногие формы для урав-
нений из списка 2.1. Однако, для следующих двух утверждений явный вид
функций f, g не важен, и для определённости мы будем придерживаться обо-
значений (2.28).

Теорема 2.7. Если уравнение 3D-совместно, допускает симметрию квадрата
и обладает трёхногой формой, то для него выполняется свойство тетраэдраль-
ности.

Доказательство. Рассмотрим три грани, смежные с вершиной u123, а именно,
(u1, u12, u123, u13), (u2, u23, u123, u12), и (u3, u13, u123, u23). Суммирование трёх-
ногих форм с вершиной u123 для уравнений на этих трёх гранях даёт

f(u123, u1;α2, α3) + f(u123, u2;α3, α1) + f(u123, u3;α1, α2) = 0,

что и требуется.

Теорема 2.8. Пусть уравнение (2.42) допускает симметрию квадрата и обла-
дает трёхногой формой специального вида

f(u, u12;α1 − α2) = f(u, u1;α1)− f(u, u2;α2). (2.30)

Тогда оно 3D-совместно.
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Доказательство. По определению 3D-совместности, если переменные u12, u13, u23

вычисляются из уравнений

Q(u, u1, u2, u12;α1, α2) = 0, (2.31)
Q(u, u2, u3, u23;α2, α3) = 0, (2.32)
Q(u, u3, u1, u31;α3, α1) = 0, (2.33)

то уравнения

Q(u1, u12, u31, u123;α2, α3) = 0, (2.34)
Q(u2, u23, u12, u123;α3, α1) = 0, (2.35)
Q(u3, u31, u23, u123;α1, α2) = 0, (2.36)

должны дать одно и то же значение u123. В силу симметрии, достаточно пока-
зать, что если значение u123 определено из уравнения (2.34), то выполняется
также (2.35).

Рассмотрим уравнения (2.31), (2.33), (2.34) в трёхногой форме с вершиной
u1:

f(u1, u2;α2 − α1) = f(u1, u12;α2)− f(u1, u;α1),

f(u1, u3;α3 − α1) = f(u1, u31;α3)− f(u1, u;α1),

f(u1, u123;α2 − α3) = f(u1, u12;α2)− f(u1, u31;α3).

Отсюда получаем

f(u1, u123;α2 − α3) = f(u1, u2;α2 − α1)− f(u1, u3;α3 − α1),

что есть не что иное, как трёхногая форма для уравнения

Q(u1, u2, u3, u123;α2 − α1, α2 − α3) = 0, (2.37)

с вершиной в u1. Перенесём вершину в u2, что приведёт к циклической пере-
становке индексов:

f(u2, u123;α3 − α1) = f(u2, u3;α3 − α2)− f(u2, u1;α1 − α2).

Это уравнение, вместе с трёхногими формами для уравнений (2.31), (2.32) (с
вершиной в u2), даёт трёхногую форму (2.35), как и требовалось.

Из доказательства ясно, что предположение о том, что трёхногая форма
имеет специальный вид (2.30) нужно только для того, чтобы гарантировать
симметричность уравнения на тетраэдре (2.37), поэтому утверждение можно
было бы сформулировать и в чуть более общем виде. Впрочем, мы увидим
сейчас, что оно и так охватывает бо́льшую часть списка.

Теорема 2.9. Уравнения из списка 2.1 обладают трёхногими формами, ука-
занными в таблице 2.3.
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(Q4) : F (u, v;α, β) = G(u, v;α− β),

G(u, v;α) =
Θ(U + α)(sn(U + α)− sn(V ))

Θ(U − α)(sn(U − α)− sn(V ))

u = sn(U), v = sn(V ), Θ(U) тэта-функция Якоби

(Q1
3) : F (u, v;α, β) = G(u, v;α− β), G(u, v;α) =

sin(U + α)− sin(V )

sin(U − α)− sin(V )

u = sin(U), v = sin(V )

(Q0
3) : F (u, v;α, β) = G(u, v;α/β), G(u, v;α) =

αu− v
u− αv

(Q2) : F (u, v;α, β) = G(u, v;α− β), G(u, v;α) =
(U + α)2 − V 2

(U − α)2 − V 2

u = U2, v = V 2

(Q1
1) : F (u, v;α, β) = G(u, v;α− β), G(u, v;α) =

u− v + α

u− v − α

(Q0
1) : f(u, v;α, β) = g(u, v;α− β), g(u, v;α) =

α

u− v

(Hδ
3) : F (u, v;α, β) =

βu− αv
αu− βv

, G(u, v;α) = uv + δα

(H2) : F (u, v;α, β) =
u− v + α− β
u− v − α+ β

, G(u, v;α) = u+ v + α

(H1) : f(u, v;α, β) =
α− β
u− v

, g(u, v;α) = v

Таблица 2.3. Трёхногие формы квад-уравнений. Функции f, g отве-
чают аддитивной записи, F,G мультипликативной.

Доказательство теоремы заключается в прямой проверке. Можно указать
и общий способ вывода трёхногой формы. Случаю r(u) = 0 отвечают урав-
нения (Q0

1) и (H1), обладающие аддитивными трёхногими формами, которые
легко обнаружить непосредственно, поэтому достаточно ограничиться случа-
ем r(u) 6= 0. При этом удобнее работать с мультипликативной трёхногой фор-
мой.

Будем рассматривать Q(u, v, w, z;α, β), как многочлен от v, w, z, считая u
(вершину искомой трёхногой формы) параметром. Заметим, что, в силу опре-
деления (2.15), равенство h(u, v;α) = 0 характеризует значения v, при кото-
рых многочлен Q, рассматриваемый как аффинно-линейный от w, z, является
приводимым. Так как r(u) 6= 0, то уравнение h = 0 имеет два различных кор-
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ня v = a(u, α) и v = A(u, α) (в случае уравнений (H2) и (Hδ
3), для которых

h(u, v;α) равен, соответственно, u + v + α и uv + δα, один из корней равен
бесконечности; для единообразия будем предполагать далее, что он переве-
дён в конечную точку). Тогда любой многочлен первой степени по v можно
представить в виде линейной комбинации v − a и v − A, и для Q получаем
представление

Q = d(v − a(u, α))(w − b)(z − c) +D(v −A(u, α))(w −B)(z − C),

где b, B, c, C, d,D некоторые функции от u, α, β. При этом многочлен (w −
b)(w−B) совпадает с h(u,w;β), с точностью до умножения на функцию от u.
Таким образом, имеет место либо представление вида

Q = d(u, α, β)(v − a(u, α))(w − a(u, β))(z − c(u, α, β))

+D(u, α, β)(v −A(u, α))(w −A(u, β))(z − C(u, α, β)),

либо вида

Q = d(u, α, β)(v − a(u, α))(w −A(u, β))(z − c(u, α, β))

+D(u, α, β)(v −A(u, α))(w − a(u, β))(z − C(u, α, β)).

Чтобы выяснить, какая из возможностей реализуется, используем свойство
симметрии (2.6) относительно замены v ↔ w, α↔ β. Заметим, что (z−c)(z−C)
совпадает, с точностью до умножения на функцию от u, с биквадратичным
многочленом ĥ(u, z;α, β) = δvw(Q), отвечающим диагонали квадрата. В силу
свойства симметрии и соотношения (2.15) имеем

ĥ(u, z;α, β) = ĥ(u, z;β, α), δz(ĥ(u, z;α, β)) = k2(α, β)r(u).

Таким образом, мы имеем квадратный трёхчлен по z, коэффициенты которо-
го симметричны относительно α, β, а корень из дискриминанта кососиммет-
ричен. Отсюда вытекает, что корни c(u, α, β) и C(u, α, β) не являются симмет-
ричными, следовательно, они переходят друг в друга при перестановке α и
β: C(u, α, β) = c(u, β, α). Поскольку само уравнение при перестановке должно
переходить в себя, заключаем, что выполняется второе из выписанных выше
представлений, точнее,

Q = d(u, α, β)(v − a(u, α))(w −A(u, β))(z − c(u, α, β))

+ εd(u, β, α)(v −A(u, α))(w − a(u, β))(z − c(u, β, α)), ε = ±1,

что, очевидно, и даёт искомую трёхногую форму. Все входящие в неё функ-
ции находятся алгоритмически, и являются рациональными относительно u
и
√
r(u), что и подсказывает униформизующую замену переменных u → U

указанную в таблице.
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2.4 Преобразования Бэклунда для уравнений типа
КдФ

Все квад-уравнения из списка 2.1 задают принцип нелинейной суперпози-
ции преобразований Бэклунда для некоторых уравнений типа КдФ. Согласно
предыдущей главе, уравнение (H1) отвечает преобразованию Бэклунда (1.6)
для потенциального уравнения КдФ (1.42):

ux + vx = (v − u)2 + α, ut = uxxx − 6u2
x.

Несложное вычисление (аналогичное доказательству теоремы 1.2) показывает,
что уравнение (H0

3 ) отвечает преобразованию Бэклунда

ux
u

+
vx
v

=
α

2

(u
v

+
v

u

)
.

Это преобразование, после замены u→ eu, v → ev, обслуживает иерархию ин-
тегрируемых уравнений, содержащую потенциальное модифицированное урав-
нение КдФ, а также уравнение sinh-Гордон:

ux + vx = α cosh(u− v), ut = uxxx − 2u3
x, uxy = cosh(2u).

Остальные случаи описываются следующей теоремой (легко видеть, почему
она неприменима к уравнениям (H1) и (H0

3 ): отвечающие им многочлены h = 1
и h = uv не содержат параметра и система (2.40), (2.41) тривиализуется).

Теорема 2.10. Уравнение из списка 2.1, за исключением (H1) и (H0
3 ), задаёт

принцип нелинейной суперпозиции преобразований Бэклунда вида

uxvx = h(u, v;α), (2.38)

где многочлен h определён формулой (2.15), для уравнения

ut = uxxx −
3(u2

xx − r(u))

2ux
, r(u) = h2

v − 2hhvv. (2.39)

Доказательство. Рассмотрим систему из четырёх уравнений вида (2.38), ас-
социированных с рёбрами диаграммы Бьянки:

uxvx = h(u, v;α), uxwx = h(u,w;β), (2.40)
vxzx = h(v, z;β), wxzx = h(w, z;α). (2.41)

Нужно показать, что если выполняются уравнения (2.40), и z определяется
из уравнения Q(u, v, w, z;α, β) = 0, то уравнения (2.41) тоже выполняются.
Вычислим отношение двух первых уравнений:

vx
wx

=
h(u, v;α)

h(u,w;β)
= −QwQz −QQwz

QvQz −QQvz
= −Qw

Qv
,
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где второе равенство следует из (2.15), а последнее выполняется в силу урав-
нения Q = 0. Это же соотношение следует из второй пары:

vx
wx

=
h(v, z;β)

h(w, z;α)
= −QuQw −QQuw

QuQv −QQuv
= −Qw

Qv
,

следовательно, уравнения (2.41) эквивалентны друг другу и достаточно про-
верить, что выполняется первое. Дифференцируя равенство Q = 0, получаем

Quux +Qvvx +Qwwx +Qzzx = 0 ⇒ Quux +Qzzx = 0,

поскольку второе и третье слагаемые сокращаются в силу доказанного соот-
ношения. Выполняя те же вычисления в обратном порядке, имеем

zx
ux

= −Qu
Qz

= −QuQw −QQuw
QwQz −QQwz

=
h(v, z;β)

h(u, v;α)

и умножая на первое уравнение (2.40), получаем первое уравнение (2.41), что
и требовалось.

Чтобы доказать, что соотношение (2.38) определяет преобразование Бэк-
лунда между (2.39) и идентичным уравнением для v, нужно продифферен-
цировать это соотношение по t и проверить, что результат является его диф-
ференциальным следствием. Это делается прямым, не очень трудным вычис-
лением, причём явный вид многочленов h, r не нужен и используется только
равенство r(u) = h2

v − 2hhvv. Более трудоёмкое, но также прямолинейное вы-
числение доказывает, что равенство Dt(Q) = 0 выполняется в силу самого
уравнения Q = 0 и системы (2.40), (2.41).

Замечание 2.11. Можно проверить, что уравнение uxvx = h(u, v) определяет
преобразование Бэклунда между уравнениями

ut = uxxx −
3(u2

xx − r(u))

2ux
, vt = vxxx −

3(v2
xx −R(v))

2vx
,

где r(u) = h2
v−2hhvv и R(v) = h2

u−2hhuu, для любого биквадратичного много-
члена h, не обязательно симметричного. Насколько при этом могут отличаться
r и R, видно из теоремы 2.21 ниже.

То, что уравнения pot-КдФ и pot-мКдФ выпали из общей схемы, не озна-
чает, что они имеют принципиально иную природу. Наоборот, имеются диф-
ференциальные подстановки типа преобразования Миуры, связывающие эти
уравнения с другими уравнениями типа КдФ, в том числе и с уравнения-
ми вида (2.39), отвечающими многочленам r(u) с кратными корнями. Мы не
будем приводить здесь эти замены, но следует отметить, что вообще преоб-
разования Миуры и преобразования Бэклунда очень тесно связаны, как это
видно на примере одевающей цепочки (1.12). Подчеркнём, что далеко не все
подстановки приводят к преобразованиям Бэклунда вида (2.38), и не всегда
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принцип нелинейной суперпозиции записывается в виде квад-уравнения, к то-
му же аффинно-линейного.

Уравнение (2.39), отвечающее многочлену r(u) с простыми корнями, назы-
вается уравнением Кричевера-Новикова. Оно играет особую роль, поскольку
доказано, что это единственное интегрируемое уравнение типа КдФ, которое
не сводится дифференциальными подстановками к самому уравнению КдФ.
Случай кратных корней можно рассматривать как предельный, и он уже свя-
зан со всеми остальными уравнениями. Таким образом, уравнение Кричевера-
Новикова отвечает, в определённом смысле, случаю общего положения. Соот-
ветственно, и уравнение (Q4) выступает в качестве наиболее общего дискрет-
ного уравнения, хотя и не самого сложного на вид (ср. напр. с (1.18)).

В заключение этого раздела покажем, что преобразование Бэклунда мож-
но вывести из квад-уравнения на решётке Z2 при помощи непрерывного пре-
дела вдоль одного из координатных направлений, а предел по второму на-
правлению даёт и уравнение в частных производных. Формулы для этих пре-
дельных переходов немного отличаются для разных уравнений, поэтому мы
ограничимся достаточно простым примером уравнения (Qδ1). Используя пол-
ные обозначения, перепишем это уравнение в виде

αn(un,k − un,k+1)(un+1,k − un+1,k+1)

− βk(un,k − un+1,k)(un,k+1 − un+1,k+1) + δαnβk(αn − βk) = 0

и положим

x = εk, un,k = un(x), un,k+1 = un(x+ ε) = un + εun,x + o(ε), βk = ε2/2.

Легко видеть, что в пределе ε→ 0 возникает цепочка

u′nu
′
n+1 =

1

2αn
(un − un+1)2 − δαn

2
,

как раз совпадающая с (2.38) для данного Q. Далее, подставим в неё

un(x) = ε2n+ εx+ u
(
x+ εn, t+

ε3n

12

)
, αn =

ε2

2
,

тогда первые два коэффициента в разложении по степеням ε сокращаются, а
равенство нулю коэффициента при ε2 даёт уравнение

ut = uxxx −
3(u2

xx − δ)
2ux

.

Фактически, это вычисление даёт альтернативное доказательство теоремы
2.10, поскольку, в силу 3D-совместности, можно осуществить предел по двум
направлениям в многомерной решётке, сохраняя совместность с оставшими-
ся дискретными направлениями, которые будут отвечать за преобразования
Бэклунда и принцип нелинейной суперпозиции. Более того, с помощью ана-
логичных пределов можно вывести и высшие симметрии из иерархии.
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2.5 Уравнения с невырожденными биквадратиками

2.5.1 Анализ сингулярных решений

Биквадратичные многочлены hij = δuk,ul(Q) для данного Q ∈ P1
4 просто свя-

заны с сингулярными решениями аффинно-линейного уравнения

Q(u1, u2, u3, u4) = 0. (2.42)

Многочлен Q ∈ P1
4 предполагается неприводимым (в проективном смысле;

в частности, Qui 6≡ 0, так как иначе замена ui 7→ 1/ui переводит Q в uiQ).
Очевидно, уравнение (2.42) разрешимо относительно любой переменной: пусть
Q = p(uj , uk, ul)ui+q(uj , uk, ul), тогда ui = −q/p для значений uj , uk, ul общего
положения. Однако, значение ui не определено в точках (uj , uk, ul), лежащих
на кривой в (CP1)3

Si : p(uj , uk, ul) = q(uj , uk, ul) = 0, Q ≡ pui + q. (2.43)

Проекцией этой кривой на координатную плоскость (j, k) является биквадра-
тика hjk = pqul − pulq = 0.

Определение 2.12. Решение (u1, u2, u3, u4) уравнения (2.42), удовлетворяю-
щее также уравнению Qui(u1, u2, u3, u4) = 0, называется сингулярным относи-
тельно ui. Кривая Si называется сингулярной кривой для ui.

Лемма 2.13. Если решение (u1, u2, u3, u4) уравнения (2.42) сингулярно отно-
сительно ui, то hjk = hjl = hkl = 0. Наоборот, если для некоторого решения
hjk = 0, то это решение сингулярно, либо относительно ui, либо относительно
ul.

Доказательство. Так как hjk = QuiQul − QQui,ul , то уравнения hjk = 0 и
QuiQul = 0 эквивалентны на решениях уравнения Q = 0.

Введём следующее понятие невырожденности биквадратичных многочле-
нов и квад-уравнений.

Определение 2.14. Биквадратичный многочлен h(u, v) ∈ P2
2 называется

невырожденным, если его класс эквивалентности по модулю дробно-линейных
преобразований не содержит многочленов, делящихся на множитель вида u−
const или v− const. Аффинно-линейное квад-уравнение называется невырож-
денным, если невырождены все четыре отвечающих ему биквадратичных мно-
гочлена hjk. Наконец, система (2.2) называется невырожденной, если невы-
рождены все её уравнения.

Легко видеть, что невырожденный многочлен h либо неприводим, либо
имеет вид h = (α1uv + β1u+ γ1v + δ1)(α2uv + β2u+ γ2v + δ2), где αiδi 6= βiγi.
В обоих случаях уравнение h = 0 определяет v, как двузначную функцию от
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u и наоборот. Примером вырожденного многочлена служит h(u, v) = u − v2,
так как инверсия u 7→ 1/u переводит его в u(1− uv2).

Вернёмся теперь к общей задаче о совместной шестёрке уравнений (2.2).
Функции A, . . . , C̄ считаются аффинно-линейными (то есть, из P1

4 ), но не обя-
заны быть симметричными и a priori никак не связаны друг с другом. Для
соответствующих биквадратичных многочленов будем использовать обозна-
чения Aij = δuk,ulA и т.д..

Теорема 2.15. Пусть система (2.2) 3D-совместна и невырождена. Тогда:
1) для каждого ребра, два биквадратичных многочлена отвечающих этому

ребру (пришедшие с двух граней, смежных по данному ребру) совпадают с
точностью до постоянного множителя;

2) произведение этих множителей вокруг любой вершины равно −1, точ-
нее, выполняются тождества типа (2.17), например, для вершины u = u0 име-
ем

A0,1B0,3C0,2 +A0,2B0,1C0,3 = 0; (2.44)

3) система (2.2) обладает свойством тетраэдральности ∂u123/∂u = 0.

Доказательство. Исключение u12, u13 и u23 приводит к уравнениям

F (
2
u,

1
u1,

1
u2,

3
u3,

1
u123) = Āu13,u23BC − Āu23Bu13C − Āu13BCu23 + ĀBu13Cu23 = 0,

G(
2
u,

1
u1,

3
u2,

1
u3,

1
u123) = B̄u12,u23AC − B̄u23Au12C − B̄u12ACu23 + B̄Au12Cu23 = 0,

H(
2
u,

3
u1,

1
u2,

1
u3,

1
u123) = C̄u12,u13AB − C̄u13Au12B − C̄u12ABu13 + C̄Au12Bu13 = 0.

Здесь числа над аргументами F,G,H указывают степень, с которой данная пе-
ременная входит в правую часть (степень понимается в проективном смысле,
см. пример в конце предыдущего раздела). В силу 3D-совместности, выра-
жения для u123, как функции от u, u1, u2, u3, найденные из этих уравнений,
должны совпадать. Следовательно, имеют место разложения на множители:

F = f(u,
2
u3)K, G = g(u,

2
u2)K, H = h(u,

2
u1)K,

K = K(u,
1
u1,

1
u2,

1
u3,

1
u123),

(2.45)

где f, g, h некоторые многочлены степени 2 по второму аргументу. Степень по
u следует уточнить.

Пусть начальные значения u, u1, u2 суть свободные переменные, а u3 вы-
берем так, чтобы выполнялось уравнение f(u, u3) = 0. Тогда F ≡ 0 и, следо-
вательно, система B = C = Ā = 0 не даёт определённого значения u123. При
этом уравнение B = 0 разрешимо относительно u13, так как иначе начальные
данные были бы связаны соотношением B0,1(u, u1) = 0. Аналогично, урав-
нения C = 0 разрешимо относительно u23. Следовательно, неопределённость
возникает из-за сингулярности уравнения Ā = 0 относительно u123. Следова-
тельно, выполняется связь Ā3,13(u3, u13) = 0. В силу предположения теоремы,
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u13 является (двузначной) функцией u3 и не зависит от u1. Это значит, что
уравнение B = 0 сингулярно относительно u1 и, следовательно, B0,3(u, u3) = 0.
Аналогично, C0,3(u, u3) = 0.

Итак, мы доказали, что если u3 = ϕ(u) ноль многочлена f , то он является
также нулём многочленов B0,3, C0,3. Если один из этих трёх многочленов
неприводим, то отсюда уже следует их совпадение с точностью до постоянного
множителя. Если многочлены приводимы, то мы не можем это утверждать,
так как имеется возможность f = a2, B0,3 = ab, C0,3 = ac, где факторы a, b, c
аффинно-линейны по u, u3. Однако, в любом случае имеем degu f = 2 и этого
достаточно для завершения доказательства.

Действительно, отсюда следует deguK = 0, то есть выполняется свойство
тетраэдральности. В свою очередь, отсюда следует соотношение (2.44), как
было показано при доказательстве утверждения 2.4. Переменные в этом со-
отношении разделяются: B0,3/C0,3 = −A0,2/C0,2 · B0,1/A0,1, так что B0,3/C0,3

может зависеть лишь от u. В силу предположения теоремы это отношение
постоянно.

Доказанная теорема даёт очень сильные необходимые условия для 3D-
совместности невырожденных систем, что и позволит полностью описать их
в двух последующих подразделах. Ответ оказывается очень прост (см. теоре-
му 2.25): любая 3D-совместная невырожденная система эквивалентна системе
уравнений типа Q из списка 2.1. Таким образом, в невырожденном случае
отказ от предположений трансляционной инвариантности, симметрии и тет-
раэдральности не приводит к новым ответам. Этот результат сводит клас-
сификацию квад-уравнений к изучению вырожденных систем, что, впрочем,
может оказаться весьма сложной задачей. Напомним, что именно вырожден-
ные уравнения типов H, A из списка 2.1 требовали дополнительных усилий
при анализе системы (2.24).

В заключение, приведём несколько примеров, из которых видно, что для
вырожденных 3D-совместных систем утверждения теоремы 2.15 могут как
выполняться, так и не выполняться.

Пример 2.16. Простейшим 3D-совместным уравнением является линейное
(2.11). В этом случае все биквадратичные многочлены равны 1, так что утвер-
ждение 1) выполнено, а утверждение 2) нет. Так как 2) следует из свойства
тетраэдральности 3), то последнее также не выполняется. Множитель f в этом
примере также равен 1, но это совпадение нарушается при дробно-линейных
преобразованиях. Действительно, в этом случае deguK = 1, и после инверсии
всех переменных uI → 1/uI мы приходим к f = uu2

3, тогда как B0,3 переходит
в u2u2

3.

Пример 2.17. Рассмотрим уравнение Хиетаринты

(u− ej)(ui − oi)(uj − ei)(uij − oj)
− (u− ei)(ui − ej)(uj − oj)(uij − oi) = 0, (2.46)
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где ei, oi приписаны i-му направлению. Нетрудно проверить, что это уравнение
3D-совместно, но утверждение 1) не выполняется:

B0,3 = (e3 − o1)(o1 − o3)(u− e3)(u− e1)(u3 − e1)(u3 − o3),

C0,3 = (e3 − o2)(o2 − o3)(u− e3)(u− e2)(u3 − e2)(u3 − o3).

Множитель f пропорционален (u−e3)(u3−e1)(u3−e2). Соответственно, deguK =
1 и свойство тетраэдральности не выполняется.

Пример 2.18. Для дискретного уравнения КдФ (H1)

(u− uij)(ui − uj) + αi − αj = 0

все утверждения теоремы выполняются, несмотря на вырожденность биквад-
ратик:

B0,3 = α1 − α3, C0,3 = α2 − α3, f = 1

(напомним, что степень понимается в проективном смысле. При инверсии
эти многочлены превращаются в u2u2

3). Аналогичными свойствами обладают
уравнения (H2), (Hδ

3).

Пример 2.19. Рассмотрим невырожденное уравнение (Qδ1)

Q(u, ui, uj , uij ;αi, αj)

= αi(u− uj)(ui − uij)− αj(u− ui)(uj − uij) + δαiαj(αi − αj) = 0.

Оказывается, что оно совместно не только само с собой, но также и с линейны-
ми уравнениями. Именно, 3D-совместна вырожденная система, образованная
уравнениями

Q(u, u1, u12, u2;α1, α2; δ) = 0, u13 − u3 = u1 − u, u23 − u3 = u2 − u

и их копиями на противоположных гранях. В этом случае ребру (u, u3) отве-
чают многочлены

B0,3 = C0,3 = −1, f = 1.

В отличие от предыдущего примера, свойство тетраэдральности не выполня-
ется и deguK = 2. При инверсии, многочлен f переходит в u2

3. Более того,
биквадратичные многочлены отвечающие ребру (u, u1) не совпадают:

A0,1 = α2(α1 − α2)
(
(u1 − u)2 − δα2

1

)
, B0,1 = −1, h = 1.

2.5.2 Инварианты дробно-линейных преобразований

Классификация невырожденных систем, как и раньше, основана на спуске
Q → h → r, но задача сильно усложняется из-за расширения группы эквива-
лентности от PSL2 до (PSL2)8, действующей независимыми дробно-линейные
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преобразованиями в каждой вершине куба. Поэтому предварительно необ-
ходимо разить алгебраический аппарат, позволяющий учесть действие этой
группы. Кроме того, в этом подразделе будет решена задача восстановления
биквадратичного многочлена h по паре дискриминантов (она не сильно услож-
няется по сравнению с симметричным случаем). В следующем подразделе бу-
дет проведено восстановление Q по многочленам hij , при условии невырож-
денности последних, и размещение уравнений Q на кубе (в симметричном
случае этот этап отсутствовал).

Для классификации орбит дробно-линейных преобразований (2.12) исклю-
чительно важны относительные инварианты. Для многочленов четвёртой
степени от одной переменной, r ∈ P4

1 , эти относительные инварианты хорошо
известны и определяются, как коэффициенты вейерштрассовской нормальной
формы r = 4u3− g2u− g3. Для данного многочлена r(u) = r4u

4 + r3u
3 + r2u

2 +
r1u+ r0 они задаются формулами (см. напр. [31])

g2(r) =
1

48
(2rrIV − 2r′r′′′ + (r′′)2) =

1

12
(12r0r4 − 3r1r3 + r2

2),

g3(r) =
1

3456
(12rr′′rIV − 9(r′)2rIV − 6r(r′′′)2 + 6r′r′′r′′′ − 2(r′′)3)

=
1

432
(72r0r2r4 − 27r2

1r4 + 9r1r2r3 − 27r0r
2
3 − 2r3

2).

При дробно-линейной замене u = u1 эти величины лишь умножаются на по-
стоянные множители:

gk(M [r]) = ∆2k
1 gk(r), k = 2, 3.

Для биквадратичных многочленов h ∈ P2
2 ,

h(u, v) = h22u
2v2 + h21u

2v + h20u
2

+ h12uv
2 + h11uv + h10u+ h02v

2 + h01v + h00, (2.47)

относительными инвариантами являются величины

i2(h) = 2hhuuvv − 2huhuvv − 2hvhuuv + 2huuhvv + h2
uv

= 8h00h22 − 4h01h21 − 4h10h12 + 8h02h20 + h2
11,

i3(h) =
1

4
det

 h hu huu
hv huv huuv
hvv huvv huuvv

 = det

h22 h21 h20

h12 h11 h10

h02 h01 h00

 .

Заметим, что i3 можно определить также формулой

−4i3(h) = δu,v(δu,v(h))/h.

Закон преобразования при дробно-линейных заменах u = u1 и v = u2 имеет
вид

ik(M [h]) = ∆k
1∆k

2ik(h), k = 2, 3.
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Следующие свойства операций δu,v, δu проверяются прямыми вычислениями
(для полноты мы повторяем здесь уже знакомое нам тождество (2.14)).

Лемма 2.20. Для любого аффинно-линейного многочлена Q(u1, u2, u3, u4) ∈
P1

4 выполняются тождества

δu3(δu1,u2(Q)) = δu2(δu1,u3(Q)), (2.48)
ik(δu1,u2(Q)) = ik(δu3,u4(Q)), k = 2, 3; (2.49)

для любого биквадратичного многочлена h(u1, u2) ∈ P2
2 верно тождество

gk(δu1(h)) = gk(δu2(h)), k = 2, 3. (2.50)

Обозначим hij = hji = δuk,ul(Q) где {i, j, k, l} = {1, 2, 3, 4}. Формулы (2.48)
означают, что следующая диаграмма коммутативна:

r4(u4)
δu3←−−− h34(u3, u4)

δu4−−−→ r3(u3)

δu1

x xδu1,u2 xδu2
h14(u1, u4)

δu2,u3←−−−− Q(u1, u2, u3, u4)
δu1,u4−−−−→ h23(u2, u3)

δu4

y yδu3,u4 yδu3
r1(u1)

δu2←−−− h12(u1, u2)
δu1−−−→ r2(u2)

(2.51)

Более того, из формул (2.49) и (2.50) следует, что биквадратичные многочлены
на противоположных сторонах имеют одинаковые инварианты i2, i3, а инвари-
анты g2, g3 совпадают для всех многочленов четвёртой степени ri. Диаграмму
можно дополнить многочленами h13, h24, отвечающими диагоналям (так что
возникает граф тетраэдра), но они нам не понадобятся.

Диаграмма (2.51) подсказывает способ классификации аффинно-линейных
уравнений Q = 0 по модулю дробно-линейных преобразований (действующих
независимо на каждую переменную). Первый шаг заключается в том, чтобы
использовать эти преобразования для приведения к канонической форме мно-
гочленов ri(ui), ассоциированных с вершинами квадрата. Согласно формулам
(2.13),

δul(δuj ,uk(M [Q])) = ∆2
j∆

2
k∆

2
lM [δul(δuj ,uk(Q))] =

C

∆2
i

M [ri],

где C = ∆2
1∆2

2∆2
3∆2

4. Так как многочлен Q определён с точностью до произ-
вольного множителя, то можно принять, что дробно-линейные замены пере-
менных в уравнении Q = 0 индуцируют для многочленов ri преобразования

ri 7→
1

∆2
i

M [ri].
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Это позволяет привести каждый из ri к одной из форм (2.20).
Не всякая пара r1(u), r2(v) может отвечать смежным вершинам, так как

относительные инварианты многочленов в такой паре должны совпадать, со-
гласно (2.50). В следующей теореме, представляющей собой усложнённый ва-
риант леммы 2.5, определяются все допустимые пары и приводится решение
задачи восстановления соответствующего многочлена h.

Теорема 2.21. Биквадратичные многочлены с парой дискриминантов

δv(h) = h2
v − 2hhvv = r1(u), δu(h) = h2

u − 2hhuu = r2(v), (2.52)

взятых в канонической форме, существуют для пар, отмеченных в таблице

(v2 − 1)(k2v2 − 1) v2 − 1 v2 v 1 0

(u2 − 1)(k2u2 − 1) +
u2 − 1 + +
u2 + +
u + +
1 + + +
0 + +

Соответствующие многочлены h, с точностью до перестановки u, v, и их от-
носительные инварианты i2, i3 перечислены в таблице 2.4.

Доказательство. Уравнения (2.52) эквивалентны системе из 10 квадратич-
ных уравнений для 9 неизвестных коэффициентов многочлена h. Список полу-
чен прямым решением этой системы для различных канонических пар (r1, r2).
Учёт тождества (2.50) значительно сокращает перебор. Действительно, g3

2 6=
27g2

3 только в одном случае, а относительные инварианты для многочлена
r1 = au2 + bu + c равны 12g2 = a2, 216g3 = −a3, так что второй многочлен
должен иметь вид r2 = av2 + b̃v + c̃. Решение для пары (u, 0) оказывается
пустым.

Замечание 2.22. Формула (2.53) (совпадающая с (q4)) показывает, что орбита
общего положения группы (PSL2)2 на множестве биквадратичных многочле-
нов параметризуется модулем эллиптической кривой и точкой на ней.

Основные вычислительные трудности возникают на следующем этапе вос-
становления многочлена Q по биквадратичным. При доказательстве класси-
фикационной теоремы 2.3 решение этой задачи достигалось непосредственным
анализом системы уравнений (2.24) на коэффициенты. В несимметричном слу-
чае такой путь нереален, не столько из-за увеличения числа коэффициентов,
сколько из-за того, что коэффициенты многочленов h на разных сторонах не
являются независимыми. К счастью, имеются некоторые соотношения, позво-
ляющие получить явные формулы для Q.
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(r(u), r(v)), r(u) = (u2 − 1)(k2u2 − 1) :

h =
1

2α
(k2α2u2v2 + 2Auv − u2 − v2 + α2), A2 = r(α),

i2 = 3(k2α2 + α−2)− k2 − 1, 4i3 = A(k2α− α−3); (2.53)

(u2 − δ, v2 − δ) : h =
α

1− α2
(u2 + v2)− 1 + α2

1− α2
uv +

δ(1− α2)

4α
,

i2 =
1 + 10α2 + α4

(1− α2)2
, i3 =

α2(1 + α2)

(1− α2)3
; (2.54)

(u2, v2) : h = λu2 + µuv + νv2, µ2 − 4λν = 1,

i2 = 1 + 12λν, i3 = −λµν; (2.55)

h = λu2v2 + µuv + ν, µ2 − 4λν = 1,

i2 = 1 + 12λν, i3 = λµν; (2.56)

(u, v) : h =
1

4α
(u− v)2 − α

2
(u+ v) +

α3

4
,

i2 =
3

4α2
, i3 =

1

32α3
; (2.57)

(1, 1) : h = λ(u± v)2 + µ(u± v) + ν, µ2 − 4λν = 1,

i2 = 12λ2, i3 = ∓2λ3; (2.58)

(0, 0) : h = (κuv + λu+ µv + ν)2,

i2 = 12(κν − λµ)2, i3 = 2(κν − λµ)3; (2.59)

(u2 − 1, v2) : h = αv2 ± uv +
1

4α
, i2 = 1, i3 = 0; (2.60)

(u, 1) : h = ±1

4
(v − α)2 ∓ u, i2 = 0, i3 = 0; (2.61)

(1, 0) : h = λv2 + µv + ν, µ2 − 4λν = 1, i2 = 0, i3 = 0. (2.62)

Таблица 2.4. Канонические формы биквадратичных многочленов и
их инварианты
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Лемма 2.23. Для любого многочлена Q(u1, u2, u3, u4) ∈ P1
4 выполнены сле-

дующие тождества (используются обозначения hij(ui, uj) = δuk,ul(Q) ∈ P2
2 ):

4i3(h12)h14 = det

 h12 h12
u1 `

h12
u2 h12

u1u2 `u2
h12
u2u2 h12

u1u2u2 `u2u2

 , (2.63)

где ` = h23
u3u3h

34 − h23
u3h

34
u3 + h23h34

u3u3 ;

h12h34 − h14h23 = PQ, P = det

 Q Qu1 Qu3
Qu2 Qu1u2 Qu2u3
Qu4 Qu1u4 Qu3u4

 ∈ P1
4 ; (2.64)

2Qu1
Q

=
h12
u1h

34 − h14
u1h

23 + h23h34
u3 − h

23
u3h

34

h12h34 − h14h23
. (2.65)

Тождество (2.63) показывает, что h14 можно выразить через три осталь-
ные биквадратичные многочлена (при условии i3(h12) 6= 0). Тождество (2.64)
определяет Q, как один из сомножителей в выражении, составленном из hij .
Наконец, дифференцируя (2.65) по u2 или u4, мы получаем соотношение вида
Q2 = F [h12, h23, h34, h14], где F рациональное выражение от hij и их производ-
ных. Таким образом, для восстановления Q достаточно знать биквадратичные
многочлены на трёх сторонах из четырёх. В принципе, это сводит класси-
фикацию аффинно-линейных многочленов к перебору троек биквадратичных
многочленов из списка, причём из леммы 2.23 ясно, что допустима далеко не
всякая тройка. Всё же, такой перебор слишком утомителен, и так как нашей
целью является классификация только невырожденных систем, мы не будем
его проводить.

2.5.3 Классификация невырожденных систем

Важно отметить, что после приведения многочленов ri(ui) к каноническо-
му виду ещё остаётся некоторая свобода. Именно, можно применять дробно-
линейные преобразования, не меняющие вид r, для дальнейшего упрощения
многочленов h и Q. По этой причине, таблица 2.4 является избыточной по
сравнению со списком биквадратичных многочленов по модулю дробно-линей-
ных преобразований.

Действительно, многочлен (2.55) превращается в (2.56) при инверсии u;
замена u 7→ −u позволяет зафиксировать знаки в многочленах (2.58), (2.60);
в случае (2.61) знак фиксируется заменой u 7→ −u, v 7→ iv; многочлены (2.59),
(2.62) допускают дальнейшее упрощение.

Однако, при восстановлении Q следует учесть, что преобразование пе-
ременной, отвечающей одной вершине квадрата, влияет на биквадратичные
многочлены, отвечающие двум смежным сторонам. Поэтому, априори нель-
зя гарантировать, что все четыре биквадрачных многочлена можно приве-
сти к некоторой определённой форме одновременно. Например, если каждой



78 Глава 2. 3D-совместные квад-уравнения

вершине отвечает многочлен ri = u2
i , то рёбрам отвечают многочлены вида

(2.55) либо вида (2.56). Верно ли утверждение, что многочлены на всех рёб-
рах можно одновременно привести к одному и тому же виду (хотя бы и с
разными коэффициентами)? Оказывается, что это возможно, как показыва-
ет доказательство следующей теоремы, в которой проводится восстановление
аффинно-линейных многочленов по биквадратичным. Так как нашей целью
является классификация невырожденных систем, нам не нужно решать эту
задачу во всей полноте. Мы отбрасываем случаи (2.60), (2.61) и (2.62), так как
соответствующие биквадратики вырождены. По этой же причине, накладыва-
ются дополнительные ограничения на значения параметров: λν 6= 0 в случаях
(2.55), (2.56), λ 6= 0 в случае (2.58), и κν − λµ 6= 0 в случае (2.59).

Теорема 2.24. С точностью до дробно-линейных преобразований из (PSL2)4,
любое невырожденное аффинно-линейное уравнение Q(u1, u2, u3, u4) = 0 эк-
вивалентно одному из следующих:

sn(α) sn(β) sn(α+ β)(k2u1u2u3u4 + 1)− sn(α)(u1u2 + u3u4)

− sn(β)(u1u4 + u2u3) + sn(α+ β)(u1u3 + u2u4) = 0, (2.66)

α2 − 1

α
(u1u2 + u3u4) +

β2 − 1

β
(u1u4 + u2u3)− α2β2 − 1

αβ
(u1u3 + u2u4)

+
δ

4α2β2
(α2 − 1)(β2 − 1)(α2β2 − 1) = 0, (2.67)

α(u1 − u4)(u2 − u3) + β(u1 − u2)(u4 − u3)

− αβ(α+ β)(u1 + u2 + u3 + u4) + αβ(α+ β)(α2 + αβ + β2) = 0, (2.68)

α(u1 − u4)(u2 − u3) + β(u1 − u2)(u4 − u3)− δαβ(α+ β) = 0. (2.69)

Доказательство. Пусть многочлены h12, h23, h34 и h14 имеют вид (2.53), с
параметрами (α,A), (β,B), (α̃, Ã) и (β̃, B̃) соответственно, лежащими на эл-
липтической кривой A2 = r(α). Относительные инварианты i2, i3 многочленов
h12 и h34 должны совпадать в силу (2.49), и легко убедиться, что это условие
оставляет для (α̃, Ã) только следующие возможные значения:

(α,A), (−α,−A),
1

kα2
(α,−A),

1

kα2
(−α,A)

и аналогично для (β̃, B̃). На первый взгляд, нам предстоит перебор 16 четвёрок
hij , но на самом деле ситуация значительно лучше. Действительно, согласно
(2.13), при дробно-линейных преобразованиях в уравнении Q = 0 выполняют-
ся соотношения

δuk,ul(M [Q]) = ∆k∆lM [δuk,ul(Q)] =
C

∆i∆j
M [hij ],

где C = ∆1∆2∆3∆4. Так как Q определён с точностью до умножения на кон-
станту, то можно принять, что дробно-линейные замены в уравнении Q = 0
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индуцируют преобразования

hij 7→ 1

∆i∆j
M [hij ]

биквадратичных многочленов hij . В частности, если

h34 = h(u3, u4,−α,−A) или h34 = h
(
u3, u4,

1

kα
,− A

kα2

)
,

то преобразование u3 7→ −u3 или, соответственно, u3 7→ 1/(ku3) приведёт h34

к виду

−h(−u3, u4;−α,−A), соотв. − ku2
3h
( 1

ku3
, u4;

1

kα
,− A

kα2

)
,

что совпадает с h(u3, u4, α,A) в силу симметрий многочлена (2.53). Таким об-
разом, сделав подходящую замену переменной u3 (причём многочлен r(u3) не
меняется), можно принять, не теряя общности, что (α̃, Ã) = (α,A). После это-
го, многочлен h14 однозначно определяется по формуле (2.63), и оказывается,
что при этом автоматически выполнено равенство (β̃, B̃) = (β,B). Итак, за-
мена всего одной переменной позволяет достичь совпадения параметров на
противоположных сторонах квадрата. После этого, прямое вычисление с ис-
пользованием формулы (2.65) приводит к уравнению

αβγ(k2u1u2u3u4 + 1) + α(u1u2 + u3u4)

+ β(u1u4 + u2u3) + γ(u1u3 + u2u4) = 0,

где γ = (αB + βA)/(k2α2β2 − 1). Это и есть формула (2.66), после замены
α→ sn(α), A→ sn′(α) и аналогично для β.

По этой же схеме проводятся вычисления и в других случаях: сначала под-
ходящая дробно-линейная замена переменных u2, u3, u4 позволяет привести
многочлены h к виду h12 = h(u1, u2, α), h23 = h(u2, u3, β), h34 = h(u3, u4, α).
После этого, прямое вычисление по формуле (2.63) доказывает, что также
h14 = h(u1, u4, β). Наконец, ответ находится при помощи (2.65).

Подробнее, многочлены (2.54) приводят к уравнению (2.67). В этом случае
из уравнений (2.49) следует, что параметры α многочленов h12 и h34 отлича-
ются не более чем знаком. Это компенсируется заменой u3 → −u3, возможной
благодаря симметрии h(u, v, α) = −h(−u, v,−α).

В случаях (2.55), (2.56) подходящие растяжения и, если необходимо, ин-
версии переменных u2, u3, u4 позволяют привести h12, h23, h34 к виду (2.54)
без свободного члена; таким образом, мы приходим к тому же случаю при
δ = 0.

Многочлен (2.57) отвечает уравнению (2.68). Это наиболее простой случай,
так как параметры фиксируются уже условием (2.49).

В случае (2.58) подходящие сдвиги и, если необходимо, смена знаков u2,
u3, u4, позволяют привести h12, h23, h34 к виду 2h(u, v, α) = α−1(u− v)2 − δα
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при δ = 1. Аналогично, в случае (2.59) подходящее дробно-линейное преобра-
зование общего вида приводит h12, h23, h34 к тому же виду с δ = 0. В обоих
случаях, полуинварианты равны i2 = 3α−2, 4i3 = α−3, следовательно пара-
метры h12 и h34 совпадают и дальнейшие замены не нужны. В результате
получается уравнение (2.69).

На заключительном этапе нужно расположить вокруг куба найденные вы-
ше уравнения и выбрать параметры таким образом, чтобы выполнилось усло-
вие (2.17). Эффект от этого условия может привести к смене знака или ин-
версии одного из параметров. В следующей теореме мы возвращаемся к обо-
значениям переменных и параметров согласно сдвигам на решётке.

Теорема 2.25. Любая 3D-совместная невырожденная (2.2) приводится, дробно-
линейными преобразованиями (разными в разных вершинах), к системе из
уравнений (Qδ1), (Q2), (Qδ3) или (Q4) из списка 2.1.

Доказательство. Прежде всего, заметим, что уравнения разных типов (2.66)–
(2.69) совместны быть не могут, так как различны соответствующие сингуляр-
ные кривые. В частности, параметры k2 в случае (2.66) и δ в случаях (2.67),
(2.69) должны быть одни и те же на всех гранях куба. Более того, каждое
уравнение списка обладает симметрией квадрата, то есть, инвариантно отно-
сительно замен (u1 ↔ u2, u3 ↔ u4) and (u1 ↔ u3, α↔ β).

Таким образом, уравнения на всех гранях могут отличаться лишь зна-
чениями α и β. Рассмотрим уравнения на трёх гранях, сходящихся в одной
вершине, для определённости, u:

Q(u, u1, u2, u12, α, β̃) = 0, Q(u, u2, u3, u23, β, γ̃) = 0,

Q(u, u3, u1, u13, γ, α̃) = 0.

Пусть
δu2,u12Q(u, u1, u2, u12, α, β̃) = κ(α, β̃)h(u, u1, α).

Тогда, в силу симметрии,

δu1,u12Q(u, u1, u2, u12, α, β̃) = κ(β̃, α)h(u, u2, β̃)

и, согласно Теореме 2.15, параметры должны быть связаны следующим обра-
зом:

h(u, u1, α)

h(u, u1, α̃)
= m(α, α̃),

h(u, u2, β)

h(u, u2, β̃)
= m(β, β̃),

h(u, u3, γ)

h(u, u3, γ̃)
= m(γ, γ̃),

κ(α, β̃)κ(β, γ̃)κ(γ, α̃)

κ(β̃, α)κ(γ̃, β)κ(α̃, γ)
m(α, α̃)m(β, β̃)m(γ, γ̃) = −1.

В случае (2.66), прямое вычисление показывает, что κ(α, β) = 2 sn(α) sn(β) sn(α+
β) и

h(u, v, α) =
1

2 sn(α)
(k2 sn2(α)u2v2 + 2 sn′(α)uv − u2 − v2 + sn2(α)),
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следовательно α̃ может принимать значения ±α и аналогично для β, γ. Оче-
видно, с точностью до перенумерации, возможны два случая:

α̃ = −α, β̃ = −β, γ̃ = −γ или α̃ = α, β̃ = β, γ̃ = −γ.

Более того, это фактически один и тот же случай так как мы можем сделать
замену (α, β̃) → (−α,−β̃) не меняющую уравнение Q(u, u1, u2, u12, α, β̃) = 0,
как легко видно из (2.66). Нетрудно проверить, что расстановка знаков на
всём кубе всегда приводится к той, что указана в системе (Q4).

Для случая (2.67) имеем

κ(α, β) = −(1− α2β2)(1− α2)(1− β2)

α2β2
,

h(u, v, α) =
α

1− α2
(u2 + v2)− 1 + α2

1− α2
uv +

(1− α2)δ

4α

и α̃ = α или α̃ = 1/α. Учитывая инвариантность уравнения (2.67) относитель-
но одновременной инверсии α, β, можно положить, не теряя общности,

α̃ = 1/α, β̃ = 1/β, γ̃ = 1/γ

что приводит к системе (Qδ3). В случаях (2.68), (2.69) имеем соответственно

κ(α, β) = −4αβ(α+ β), h(u, v, α) =
1

4α
(u− v)2 − α

2
(u+ v) +

α3

4
,

κ(α, β) = −2αβ(α+ β), h(u, v, α) =
1

2α
(u− v)2 − αδ

2

и можно положить α̃ = −α, β̃ = −β, γ̃ = −γ в точности как и выше. Это даёт
системы (Q2), (Qδ1).

2.6 Примеры асимметричных систем

При доказательстве теорем 2.24 и 2.25 была описана некоторая процедура
восстановления системы квад-уравнений по биквадратичным многочленам.
Можно попробовать построить примеры вырожденных систем, применяя её
к вырожденным многочленам из списка 2.4. Оказывается, что она срабаты-
вает, хотя теперь для этого нет теоретических оснований. При этом получа-
ются системы, для которых свойства, указанные в теореме 2.15 выполняются,
несмотря на вырождение биквадратик.

Прежде всего, можно проверить, что стартуя с многочленов (2.55), (2.56)
при λµ = 0, (2.58) при λ = 0, и (2.59) при κν − λµ = 0, исключенных из
рассмотрения в предыдущем разделе, мы получим все системы типа H,A из
списка 2.1.
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Далее, рассмотрим асимметричные случаи (2.60), (2.61), (2.62) с разными
многочленами в вершинах. Согласно теореме 2.21, допустимы только следую-
щие варианты, с точностью до перестановок (ясно, что когда рассматривается
одно уравнение, диагонали и стороны равноправны):

(u2
1 − 1, u2

2, u
2
3, u

2
4), (u2

1 − 1, u2
2 − 1, u2

3, u
2
4), (u2

1 − 1, u2
2 − 1, u2

3 − 1, u2
4),

(u1, 1, 1, 1), (u1, u2, 1, 1), (u1, u2, u3, 1),

(1, 0, 0, 0), (1, 1, 0, 0), (1, 1, 1, 0).

Прямая проверка показывает, что на самом деле до аффинно-линейного мно-
гочлена поднимаются только варианты с двумя парами. Размещая их по диа-
гонально противоположным вершинам квадрата, получим следующие уравне-
ния:

α1(uu1 + u2u12)− α2(uu2 + u1u12) + (α2
1 − α2

2)
(
δ +

εu1u2

α1α2

)
= 0, (Hδ,ε

3 )

(u− u12)(u1 − u2) + (α2 − α1)(u+ u1 + u2 + u12) + α2
2 − α2

1

+ε(α2 − α1)(2u1 + α1 + α2)(2u2 + α1 + α2) + ε(α1 − α1)3 = 0, (Hε
2)

(u− u12)(u1 − u2) + (α2 − α1)(1 + εu1u2) = 0. (Hε
1)

Каждое из них обладает симметрией ромба

Q(u, u1, u2, u12, α1, α2) = −Q(u12, u1, u2, u, α2, α1) = −Q(u, u2, u1, u12, α2, α1).

Эти примеры можно рассматривать как ε-деформацию соответствующих урав-
нений типа H из списка 2.1. Отметим, что в (Hε

1) многочлен 1 + εu1u2 можно
заменить на многочлен κu1u2 +µ(u1 +u2)+ν с произвольными коэффициента-
ми. Соответствующие биквадратичные многочлены и их дискриминанты при-
ведены в следующей таблице (с точностью до нормировки Q→ µ(α1, α2)Q):

h(u, u1;α1) r(u) r̃(u1)

(Hδ,ε
3 ) uu1 + εu2

1/α1 + δα1 u2 − 4δε u2
1

(Hε
2) u+ u1 + α1 + 2ε(u1 + α1)2 1− 8εu 1

(Hε
1) 1 + εu2

1 −4ε 0

Для выполнения свойства 3D-совместности уравнения на решётке должны
чередоваться в шахматном порядке со своей симметричной копией, так чтобы
совпадали многочлены h, приходящие на ребро с соседних квадратов. Точнее,
вид уравнения на грани u, ui, uj , uij определяется чётностью базовой вершины
u = u(l,m, n):

Q(u, ui, uj , uij , αi, αj) = 0, l +m+ n = 0 (mod 2),

Q(ui, u, uij , uj , αi, αj) = 0, l +m+ n = 1 (mod 2).
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Отметим, что при этом уравнения на противоположных гранях куба разные.
Можно проверить, что при таком размещении уравнений система на 3-мерной
решётке будет совместной и удовлетворять свойству тетраэдральности.

В качестве последнего примера рассмотрим систему, в которой вершинам
отвечает многочлен r(u) = 1 на одной грани куба, и r(u) = 0 на противопо-
ложной. На этой паре граней зададим, соответственно, уравнения

Q1(u, u1, u2, u12;α1, α2; 1) = 0, Q1(u3, u13, u23, u123;α1, α2; 0) = 0,

с многочленом отвечающим уравнению (Qδ1):

Q1(u, v, w, z;α, β; δ) = α(u− w)(v − z)− β(u− v)(w − z) + δαβ(α− β).

Остальным граням припишем уравнения

Q(u, ui, u3, ui,3, αi, ε) = 0, Q(uj , uij , uj,3, u123, αi, ε) = 0, {i, j} = {1, 2},

где многочлен

Q(u, v, w, z, α, ε) = (u− v)(z − w) + α(ε−1 − εwz)

фактически тот же, что и в (Hε
1), с точностью до растяжения и перестанов-

ки v и z. Эта система оказывается 3D-совместной и обладает свойством тет-
раэдральности. Очевидно, её можно продолжить на решётку Z3, в которой
чередуются плоскости с уравнением (Qδ1) при δ = 1 и δ = 0.

Комментарии к главе 2

Глава основана на работах Адлера, Бобенко и Суриса [15, 17].
·B Список 2.1 3D-совместных квад-уравнений получен в [15]. В этой рабо-

те рассматривались уравнения, удовлетворяющие свойствам 1)–4) из раздела
2.1. В работе [17] рассматривались уравнения, удовлетворяющие свойству 1)
и условию невырожденности биквадратик.
·B В наиболее общей постановке задача классификации остаётся открытой.

Пример 2.17 без свойства тетраэдральности был найден Хиетаринтой [82],
позднее было показано, что он линеаризуется [146]. Геометрическая интер-
претация этого уравнения имеется в [12].
·B Интегрируемость общего симметричного уравнения (2.8) отмечалась в ра-

боте Виалле [186]. Использование этой общей калибровки вполне оправдано,
особенно в вопросах, не связанных со свойством 3D-совместности, то есть, по-
ка уравнение рассматривается само по себе, а не как член совместной тройки.
Расширения списка 2.1 при этом, однако, не происходит, как указано в заме-
чании 2.2.
·B Линейное уравнение (2.11) с минусами, u−ui−uj+uij = 0, играет гораздо

большую роль в нашем изложении, чем это может показаться. Действительно,
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построение всех рисунков с кубами использует решения именно этого скромно-
го уравнения. Отметим также, что 3D-совместность для линейных уравнений
с переменными коэффициентами играет роль представления нулевой кривиз-
ны для трёхмерных дискретных уравнений типа ∆BKP.

·B Многие уравнения из списка 2.1 уже были известны как формулы нели-
нейной суперпозиции преобразований Бэклунда для уравнений типа КдФ и
sin-Гордон. Вероятно, наиболее старыми являются (H1) и (H0

3 ), которые мож-
но найти в работах Хироты [85, 87]. Уравнения (Qδ1) и (Q0

3) восходят к работе
Куиспела, Найхофа, Капела и ван дер Линдена [143], см. также обзор Найхо-
фа и Капела [132]. Уравнения (Q2) и (Q1

3), являющиеся частными случаями
(Q4), а также (H2) и (H1

3 ) в явном виде появились, по-видимому, только в
[15]. Эквивалентные им отображения типа (1.19) приведены в кандидатской
диссертации автора.

·B Основное уравнение (Q4) и отвечающее ему преобразование Бэклунда
(2.38) для уравнения Кричевера-Новикова (2.39) впервые были выведены Ад-
лером [7]. В этой работе использовалась калибровка, отвечающая многочлену
r(u) в форме Вейерштрасса. Представленная в Теореме 2.3 существенно бо-
лее компактная версия (Q4), отвечающая якобиевой канонической форме r(u),
была предложена Хиетаринтой [83]. Представление Лакса для (Q4) найдено
Найхофом [131] методом, основанным на трёхмерной совместности.

·B Само уравнение (2.39), с многочленом r(u) без кратных корней, возникло
(с точностью до замены u = p(ũ), ṗ2 = r(p)) в работе Кричевера и Новико-
ва [101], в связи с изучением конечнозонных решений уравнения Кадомцева-
Петвиашвили. Утверждение о том, что не существует дифференциальных под-
становок, связывающих его с другими уравнениями типа КдФ, приведено в
работе Свинолупова, Соколова и Ямилова [171].

·B Связь биквадратичного многочлена (2.22) с формулой сложения для ℘-
функции отмечена, напр. в учебнике Гурвица и Куранта [89].

·B Биквадратичные многочлены возникают не только в теории квад-уравне-
ний, но и во многих других разделах теории интегрируемых систем. С ними
связаны также уравнения типа Ландау-Лифшица и их дискретизации, рас-
сматриваемые далее в главах 6, 5, 7. Впрочем, это неудивительно, если при-
нять во внимание связь этих уравнений с трёхногой формой квад-уравнений.
Вне рамок рассматриваемых в диссертации вопросов отметим роль биквадра-
тичных многочленов для отображений QRT (Куиспела-Робертса-Томпсона) и
моделей статистической механики.

·B Задача восстановления биквадратичного многочлена по паре дискрими-
нантов впервые была решена при классификации цепочек типа Тоды, в работе
Адлера и Шабата [20] (по сравнению с теоремой 2.21, в несколько более спе-
циальной постановке).

·B Понятие трёхногой формы уравнения появилось в работе Бобенко и Су-
риса [43]. Там же были указаны трёхногие формы для уравнений (Qδ1), (Q0

3),
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(H1), (H0
3 ), остальные появились в [15]. Дискретные уравнения Тоды, связан-

ные с трёхногой формой, рассматриваются в главах 5, 7.
·B Непрерывные пределы типа рассмотренного в конце раздела 2.4 изуча-

лись, для простейших примеров, в работах Леви, Бруски и Рагниско.
·B В настоящее время известны только следующие 3D-совместные аналоги

квад-уравнений с некоммутативными (например, матричными) переменными
u (параметры считаются коммутативными):

(Qδ
2

1 ) : α1(u− u2 − δα2)(u2 − u12 + δα1)−1

= α2(u− u1 − δα1)(u1 − u12 + δα2)−1,

(Q0
3) : (1− α2

1)(u1 − α2u12)(α1u− u1)−1

= (1− α2
2)(u2 − α1u12)(α2u− u2)−1.

Для этих уравнений имеются трёхногие формы, представления нулевой кри-
визны и некоммутативные аналоги преобразования Бэклунда (2.38) и уравне-
ния (2.39). Из этих примеров видно, что в некоммутативном случае требова-
ние, чтобы уравнение рационально разрешалось относительно любой перемен-
ной, не эквивалентно аффинной линейности. Аналог уравнения (Q0

1) появился
в статье Бобенко и Суриса [44], два других случая найдены Соколовым и Ад-
лером.
·B Квантовые системы со свойством совместности представлены в работах

Бажанова, Сергеева и Мангазеева [38, 37].
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Глава 3

Уравнения на квад-графах

Квад-уравнения, изучавшиеся в предыдущей главе с локальной точки зре-
ния, можно задавать не только на квадратной решётке, но и на более общих
графах. В данной главе обсуждаются некоторые глобальные свойства таких
систем. Преобразования Бэклунда и представления нулевой кривизны вво-
дятся при помощи свойства 3D-совместности. Это свойство позволяет также
решить проблему выбора начальных данных, являющуюся нетривиальной по
сравнению со случаем квадратной решётки.

3.1 Основные понятия

Напомним, что граф G называется вложенным в двумерную поверхность, если
все его рёбра E(G) лежат на ней и пересекаются только в вершинах V (G). При
этом возникает разбиение поверхности на области F (G), ограниченные рёбра-
ми, которые называются гранями, или ячейками. Допускаются также рёбра,
не принадлежащие границе какой-либо грани. Валентностью грани называет-
ся число рёбер, образующих её границу; аналогично, валентностью вершины
называется число рёбер, выходящих из неё. Граф называется квад-графом, ес-
ли все его грани имеют валентность 4, то есть являются (криволинейным)
четырёхугольником. Мы ограничимся рассмотрением плоских конечных од-
носвязных квад-графов.

Целью этой главы является получение критерия корректности задачи Ко-
ши для интегрируемых (то есть, 3D-совместных) уравнений, заданных на та-
ких квад-графах.

Относительно уравнений предполагается, что они удовлетворяют условиям
1) и 3) из раздела 2.1, то есть имеют вид

Q(u, u1, u2, u12;α1, α2) = 0 (3.1)

с аффинно-линейным многочленом Q, обладающей группой D4 симметрий

87
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Рис. 3.1. Полосы квад-графа

квадрата:
Q(u, u1, u2, u12;α1, α2) = εQ(u, u2, u1, u12;α2, α1)

= σQ(u1, u, u12, u2;α1, α2), ε2 = σ2 = 1.
(3.2)

Напомним, что список 2.1 состоит именно из таких уравнений. Свойство сим-
метрии снимает вопрос о том, как сопоставлять переменные в уравнении (3.1)
с переменными в вершинах квад-графа. Действительно, в силу этого свойства
уравнение на каждой грани однозначно определяется значениями параметров
αi, если считать, что эти параметры ассоциированы с рёбрами и параметры
на противоположных рёбрах грани совпадают. Отображение α : E(Γ) → C
удовлетворяющее этому правилу называется разметкой квад-графа.

В дальнейшем исключительно важную роль играет понятие полосы, то
есть последовательности граней, смежных по противоположным рёбрам. В
некоторых отношениях полосы играют роль характеристик гиперболического
уравнения второго порядка. В случае обычной квадратной решётки имеется
два семейства прямолинейных полос, параллельных координатным осям. В
общем случае полосы могут изгибаться и пересекаться сколь угодно сложным
образом (на рисунках в этой главе некоторые полосы выделены штриховкой
или продольной пунктирной линией). Действительно, квад-граф с предписан-
ными полосами можно получить, как дуальный граф клеточного разбиения
плоскости кривыми, пересекающимися попарно и трансверсально (см. рис.
3.1). Множество полос квад-графа будем обозначать S(Γ). При заданной раз-
метке всем поперечным рёбрам полосы отвечает один и тот же параметр, то
есть, фактически, параметр отвечает целой полосе. Иначе говоря, разметку
квад-графа можно определить, как отображение α : S(Γ)→ C.

Уточним теперь понятие решения уравнения на квад-графе. Напомним,
что в разделе 2.5.1 мы рассматривали сингулярные решения уравнения (3.1),
то есть такие специальные решения, для которых нарушается свойство разре-
шимости уравнения относительно какой-то из переменных (скажем, перемен-
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ная u может быть произвольна, за счёт того, что три остальные подчинены
определённой связи). Таких решений следует избегать, поскольку они портят
единственность задачи Коши. В простейшем случае квадратной решётки син-
гулярные решения возникают случайно за счёт неудачного выбора начальных
данных, чего можно избежать их малой деформацией. Однако, в следующем
разделе мы приведём примеры, показывающие, что для более сложных квад-
графов сингулярность может возникать и для общих начальных данных. Про-
контролировать такие решения, или сформулировать условия на квад-граф,
при которых их нет, довольно сложно. Мы снимем эту трудность наиболее ра-
дикальным способом, просто заложив отсутствие сингулярности в само опре-
деление решения.

Определение 3.1. Отображение u : Γ → CP1 называется неособым реше-
нием уравнения (3.1) на размеченном квад-графе Γ, если для каждой грани
(i, j, l, k) ∈ F (Γ) выполняются равенство Q(ui, uj , uk, ul;αij , αik) = 0 и нера-
венства ∂Q/∂us 6= 0, s = i, j, k, l.

Для неособого решения, любая переменная на каждой грани квад-графа
однозначно определяется значениями трёх остальных переменных.

Требование неособости решения приводит к некоторым дополнительным
ограничениям на разметку квад-графа и даже на сам квад-граф. Рассматри-
вая уравнения из списка 2.1, нетрудно установить, что при некоторых специ-
альных значениях параметров они становятся приводимыми. Прежде всего,
при αj = αi все уравнения, без исключения, сводятся к

(u− u12)(u1 − u2) = 0.

Все решения этого уравнения особые, следовательно для существования неосо-
бого решения на квад-графе нужно требовать, чтобы параметры на смежных
рёбрах каждой грани были различны. Это равносильно запрету пересечения
полос, несущих один параметр, и, в частности, самопересечений. Заметим, что
это условие можно выполнить, уничтожая преступные грани, как показано на
рис. 3.2. Два варианта отождествления противоположных вершин отвечают,
очевидно, выбору между двумя решениям u = u12 и u1 = u2 (подчеркнём,
этот выбор делается заранее, а не в процессе построения решения).

ΑΑ

Рис. 3.2. Исключение пересечения полос с одинаковым параметром
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Имеются и другие специальные значения, например, для уравнения (Qδ3)
имеем следующие приводимые случаи:

(ui ∓ uj)(u∓ ui,j) = 0 при αj = ±αi,
(u∓ uj)(ui ∓ ui,j) = 0 при αj = ±1,

uuiujui,j = 0 при αj = 0, δ 6= 0, после инверсии u→ 1/u.

Такие вырождения нетрудно указать для всех уравнений из списка. Мы не
будем этого делать, поскольку дальнейшие рассмотрения проводятся в общем
виде, без учёта специфики конкретных уравнений. Для краткости, будем го-
ворить, что разметка квад-графа неособая, если уравнение на каждой грани
неприводимо.

Следующая теорема, определяющая преобразование Бэклунда для квад-
уравнения, является прямым следствием свойства 3D-совместности.

Теорема 3.2. Пусть переменные ui, i ∈ V (Γ) задают неособое решение 3D-
совместного уравнения (3.1) на размеченном квад-графе Γ с параметрами αij ,
(i, j) ∈ E(Γ). Выберем произвольно вершину i0, произвольный дополнитель-
ный параметр α, и значение ūi0 в общем положении. Тогда формулы

Q(ui, uj , ūi, ūj ;αij , α) = 0, (i, j) ∈ E(Γ) (3.3)

однозначно определяют новое неособое решение ūi уравнения (3.1).

Доказательство. Рассмотрим какой-нибудь путь из i0 в заданную вершину
in. Вдоль него имеем последовательность уравнений вида

Q(uim , uim+1 , ūim , ūim+1 ;αim,im+1 , α) = 0, m = 0, . . . , n− 1.

Решения этих уравнений могут быть сингулярными (например, если α =
αim,im+1), но можно показать, что при ūi0 общего положения сингулярность мо-
жет возникнуть только относительно переменных uik , и переменные ūi1 , . . . , ūin

ui0

u
_

i0

uin

u
_

in

Α

G

G
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Рис. 3.3. Преобразование Бэклунда
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находятся рекуррентно и однозначно. Свойство 3D-совместности гарантирует,
что различные пути приводят к одному и тому же результату, и что постро-
енные переменные ūi также удовлетворяют уравнению (3.1).

Напомним (см. раздел 1.3), что преобразование Бэклунда тесно связано
с представлением нулевой кривизны. Положим α = λ и перепишем формулу
(3.3) в виде

ūj = Lji(ūi), (i, j) ∈ E(Γ),

где, в силу сделанных предположений, Lji дробно-линейная функция с ко-
эффициентами зависящими от ui, uj , αij и λ. Переходя к матрице дробно-
линейного преобразования, получим набор матриц Wji = W (uj , ui;αij , λ), ас-
социированных с направленными рёбрами

−−→
(i, j) и определяющих преобразо-

вания волновых функций, ассоциированных с вершинами, по формуле Ψj =
WjiΨi, причём Wij = c(αij , λ)W−1

ji . На односвязном квад-графе, произведение
этих матриц вдоль двух путей с общим началом и концом может отличаться
только скалярным множителем.

В локальной формулировке, представление нулевой кривизны определяет-
ся, как матричное соотношение

W (u12, u2;α1, λ)W (u2, u;α2, λ) = W (u12, u1;α2, λ)W (u1, u;α1, λ), (3.4)

эквивалентное уравнению (3.1) тождественно по спектральному параметру λ.
Это определение относится к одному элементарному четырёхугольнику, сле-
довательно, оно годится не только для квадратной решётки, но и для произ-
вольного квад-графа. Глобальное утверждение о независимости произведения
матриц W от пути является следствием тождества (3.4).

Замечание 3.3. Сделаем пояснения относительно линейного уравнения u ±
u1 ± u2 + u12 = 0. Это уравнение 3D-совместно и не имеет сингулярных ре-
шений, поэтому все дальнейшие рассуждения применимы и к нему. Понятие
разметки здесь, очевидно, является излишним. В частности, самопересекаю-
щиеся полосы допустимы, но, чтобы не рассматривать этот случай отдельно,
мы по прежнему будем их исключать. Преобразование Бэклунда корректно
определено, но соответствующая матрица (3.4)

Wj,i =

(
1 uj − ui
0 1

)
не содержит спектрального параметра и поэтому не представляет интереса.

3.2 Задача Коши

Простейший пример задачи Коши доставляет квадратная решётка с началь-
ными данными на “лесенке”, или один квадрант с начальными данными типа
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Рис. 3.4. Возможный выбор начальных данных на квадратной решётке

Гурса на полуосях (см. рис. 3.4; здесь и далее подграф с начальными данны-
ми помечен жирной линией). Нетрудно видеть, что в этом примере решение в
каждой вершине можно найти за конечное число шагов, состоящих в разреше-
нии одного квад-уравнения относительно одной переменной при трёх осталь-
ных уже известных. В таких случаях будем говорить, что имеется явная схема
вычислений. Если (как в данном примере) после вычисления всех переменных
все уравнения на квад-графе исчерпаны, то явная схема даёт доказательство
существования и единственности решения. Однако, может случиться ситуа-
ция, когда переменные кончаются быстрее, чем уравнения, и в таких случаях
требуется дополнительный анализ (см., в частности, пример 3.9 ниже). Кроме
того, явная схема существует далеко не всегда.

Таким образом, для систем на квад-графах возникает вопрос об описании
корректных постановок задачи Коши. Мы обратимся к чисто комбинаторной
стороне этого вопроса, ограничиваясь случаем конечных графов (в частности,
это позволяет пренебречь исследованием устойчивости решений). Примем сле-
дующее определение корректности задачи Коши.

Определение 3.4. Задача Коши для уравнения (3.1) на плоском конечном
односвязном квад-графе Γ с неособой разметкой и с начальными данными на
связном подграфе P называется корректно поставленной, если для начальных
данных общего положения неособое решение существует и единственно.

Для простоты, в последующих рассуждениях мы ограничимся случаем,
когда в качестве P выбирается простой путь, то есть связная последователь-
ность рёбер графа без самопересечений.

Подчеркнём, что существование и число особых решений не учитывается.
Например, задача считается некорректной, даже если решение существует и
единственно, но является особым для общих начальных данных. Наоборот,
если помимо единственного неособого решения имеется ещё несколько особых,
то задача считается корректной.

Прежде чем формулировать критерий корректности задачи Коши, рас-
смотрим несколько примеров. Имеются следующие логические возможности:
задача Коши может быть корректно поставленной, или она может быть пе-
реопределённой (не иметь неособых решений для произвольных начальных
данных) или недоопределённой (иметь более одного неособого решения); в
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Рис. 3.5. Корректная и переопределённая задачи Коши

каждом случае вычислительная схема может быть явной или неявной. Все
эти возможности легко обнаружить уже на очень простых квад-графах.

Пример 3.5. Нетрудно видеть, что задача Коши изображённая на рис. 3.5
слева корректна: для начальных данных общего положения все переменные
однозначно определяются по явной схеме. Другой выбор начальных данных
для того же графа, показанный на правом рисунке, приводит к неявной схеме
и некорректной задаче Коши. Значения u, u1, u2 находятся однозначно, а для
переменных w, u12 имеем систему из двух уравнений (с учётом симметрии
(3.2)):

Q(u, u1, w, u12;α, β) = 0, Q(u, u2, w, u12;α, β) = 0.

Вообще говоря, эта система имеет решения, но они особые. Действительно,
для неособого решения можно выразить u1 и u2 через u,w, u12, но это приво-
дит к равенству u1 = u2, что является связью на начальные данные. Таким
образом, в общем случае u1 6= u2 неособого решения нет (более того, даже
если начальные данные выбраны так, что u1 = u2, то решение неединственно,
поскольку на w и u12 остаётся лишь одно уравнение). Как устроено особое ре-
шение, легко понять на конкретном примере уравнения двойного отношения
(Q0

1)

Q(u, ui, uj , uij ;αi, αj) = αi(u− uj)(ui − uij)− αj(u− ui)(uj − uij) = 0,

для которого сингулярные решения характеризуются совпадением значений,
по крайней мере, трёх из четырёх переменных. Действительно, для этого урав-
нения решение выписанной системы при u1 6= u2 имеет вид w = u12 = u.

Пример 3.6. Обе задачи Коши на рис. 3.6 корректны. Для левого рисунка
это очевидно, поскольку имеется явная схема вычислений, для правого мы
приходим к следующей системе относительно переменных v, w, u12:

Q(u, u1, v, u12;α, β) = 0, Q(u,w, v, u12;α, β) = 0, Q(u,w, u2, u12;α, β) = 0.

В предположении неособости решения, находим v = u2, w = u1, после че-
го u12 находится из уравнения Q(u, u1, u2, u12;α, β) = 0. Отметим, что кроме
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Рис. 3.6. Корректные задачи Коши с явной и неявной схемой

этого решения могут быть и дополнительные особые решения, например, в
случае уравнения (Q0

1) находим ещё решение v = w = u12 = u, независимо от
значений u1, u2; такие решения отбрасываются.

Обратим внимание, что в данном примере порча квадратной решётки не
влияет на динамику, поскольку u12 находится из того же самого уравнения,
что и на решётке без вершин v, w. В таких случаях можно говорить о прозрач-
ных дефектах на решётке.

Пример 3.7. На рис. 3.7 показаны три варианта постановки задачи Коши для
одного и того же квад-графа. Во всех случаях вычисления проводятся по яв-
ной схеме. Рассмотрим квадрат в левом нижнем углу, ограниченный отмечен-
ной полосой. В случае a) решение внутри этого квадрата успешно находится,
но уравнения на самой полосе несовместны, так как одно начальное данное
лишнее; наоборот, в случае b) для определения значений внутри квадрата од-
ного данного не хватает; в случае c) задачи Коши корректна.

a b c

Рис. 3.7. Переопределённая, недоопределённая и корректная задачи Коши

Рассмотрение этих и других примеров, а также аналогия с непрерывным
случаем (характеристики, пересекающие кривую с начальными данными) под-
водят к следующей гипотезе:

задача Коши с начальными данными на простом пути P корректна
если и только если P содержит в точности по одному поперечному
ребру из каждой полосы в Γ.
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Рис. 3.8. Эта задача Коши корректна для общих квад-уравнений и
некорректна для 3D-совместных

Следующие два примера показывают, что справедливость этого утвержде-
ния может зависеть от интегрируемости уравнения. Отметим, что при ана-
лизе предыдущих примеров использовались только свойства симметрии квад-
уравнения, но не свойство 3D-совместности.

Пример 3.8. На квад-графе, изображённом на рис. 3.8, вертикальные полосы
разворачиваются и пересекают начальные данные дважды, тогда как гори-
зонтальные полосы их вовсе не пересекают. Решение можно строить по следу-
ющей неявной схеме:

1) неявный шаг: при заданных u1, u2, u3, u4 неизвестные u5, u6, u7, u8

находятся из системы

Q(u1, u2, u5, u6;α, γ) = 0, Q(u2, u3, u6, u7;β, γ) = 0,

Q(u3, u4, u7, u8;α, γ) = 0, Q(u6, u7, u5, u8;β, α) = 0;
(3.5)

2) далее, остальные переменные на нижней полосе вычисляются явно;
3) процедура повторяется для следующей полосы.
Естественно, возникает вопрос о разрешимости выписанной системы. В

случае произвольного аффинно-линейного уравнения (3.1) с симметриями (3.2)
не видно причин, почему бы эта система была вырождена. Ясно, что перемен-
ные u6, u7, u8 можно рациональным образом выразить через остальные из трёх
первых уравнений, и тогда оставшееся превратится в уравнение четвёртой
степени относительно u5. Таким образом, для уравнения общего вида мож-
но считать эту задачу Коши корректной, с той оговоркой, что решение её не
единственно, а содержит произвол в выборе корня на каждом шаге неявной
схемы.

Ситуация меняется для 3D-совместного уравнения. Используем опять, в
качестве примера, уравнение (Q0

1). Оказывается, что при общих начальных
данных u1, u2, u3, u4 система (3.5) действительно имеет два решения кратности
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два, но оба они особые. Одно из них имеет вид

u5 = u6 = u7 = u2, u8 =
γu2(u3 − u4) + αu4(u2 − u3)

γ(u3 − u4) + α(u2 − u3)
,

второе получается при очевидной симметрии системы относительно полосы β.
Причину вырождения легко понять. Отождествим грани, отвечающие си-

стеме (3.5), с четырьмя гранями куба. Допустим, что эта система имеет неосо-
бое решение, тогда все переменные можно выразить, например, через u6, u2, u5

и u7, причём в силу свойства 3D-совместности будут выполняться аналогич-
ные уравнения на двух оставшихся гранях, то есть Q(u1, u2, u4, u3;α, β) = 0 и
Q(u1, u4, u5, u8;β, γ) = 0. Но первое из этих уравнений является связью на на-
чальные данные задачи Коши, следовательно, для начальных данных общего
положения система неособого решения не имеет. Более того, ясно, что если эту
связь наложить, то решение, хотя и станет неособым, но зато потеряет един-
ственность (ср. с примером 3.5). Действительно, тогда одну из переменных
u5, u6, u7, u8 можно выбрать произвольно, остальные найдутся из трёх уравне-
ний системы, а четвёртое выполнится автоматически в силу 3D-совместности.
Итак, для 3D-совместного уравнения рассмотренная задача Коши плохо по-
ставлена.

Пример 3.9. Квад-граф на рис. 3.9 даёт пример противоположной ситуации:
задача Коши корректна для интегрируемого уравнения и переопределена в
общем случае. Здесь имеется три полосы, каждая из которых пересекает путь
с начальными данными u2, u3, u4, u5 по одному ребру. Четыре переменные
u1, u6, u7, u8 должны удовлетворить пяти уравнениям. Значение u8 можно вы-
числить двумя способами: непосредственно по данным u3, u4, u5 или за несколь-
ко шагов, после вычисления u1, u6 и u7. Вообще говоря, эти значения будут
различными, то есть задача является переопределённой. Однако, для 3D-
совместного уравнения оба значения совпадут, поскольку рассматриваемый
граф есть не что иное, как проекция куба на плоскость.

Докажем теперь нашу гипотезу в предположении о 3D-совместности урав-
нения.
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Рис. 3.9. Эта задача Коши корректна для 3D-совместного уравнения
и переопределена в общем случае
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Теорема 3.10. Рассмотрим задачу Коши для 3D-совместного уравнения (3.1)
на плоском конечном односвязном квад-графе Γ с неособой разметкой и с
начальными данными общего положения на простом пути P . Тогда:

1) если каждая полоса в Γ пересекает P в точности по одному ребру, то
неособое решение задачи Коши существует и единственно;

2) если некоторая полоса пересекает P более одного раза, то неособого
решения не существует;

3) если некоторая полоса не пересекает P , то если неособое решение суще-
ствует, то оно неединственно.

Доказательство. 1) Существование. Построим погружение Γ в N -мерный
единичный куб, где N длина P . Для этого припишем рёбрам P операторы
τn, n = 1, . . . , N . Действие τn на N -мерный вектор x определим формулой
τn(x) = x + en (mod 2), где en обозначает n-й координатный вектор. Далее,
разнесём эти операторы на все рёбра Γ по правилу разметки, то есть, сопо-
ставляя оператор целой полосе. Благодаря условию 1), это делается однознач-
но. Сопоставим первой вершине i0 пути P = (i0, i1, . . . , iN ) начало координат
(0, . . . , 0) и определим координаты образов всех остальных вершин i ∈ V (Γ)
при помощи операторов τ вдоль любого пути Pi из i0 в i. Результат не зависит
от выбора Pi. Действительно, любой замкнутый путь пересекает любую поло-
су чётное число раз и следовательно эквивалентен тождественному оператору.
Вообще говоря, при таком отображении разным вершинам Γ может отвечать
одна и та же вершина N -мерного куба, но единственность прообраза для нас
не важна. Важно, что образом каждой грани Γ является некоторая 2-мерная
грань этого куба. Путь P с начальными данными отображается в путь

((0, 0, . . . , 0), (1, 0, . . . , 0), (1, 1, . . . , 0), . . . , (1, 1, . . . , 1)),

что, очевидно, позволяет вычислить значения u в каждой вершине куба (ср. с
обсуждением выбора начальных данных перед теоремой 1.6). Однозначность
обеспечивается свойством 3D-совместности. Общим начальным данным отве-
чает решение, несингулярное на всех двумерных гранях куба. Ограничивая
его на образ графа, получаем некоторое решение исходной задачи Коши.

Единственность. Рассмотрим операцию стягивания в точку поперечных
рёбер одной из полос квад-графа. На рис. 3.10 показан, для простоты, случай
простой полосы, но допускаются также замкнутые полосы и полосы, касающи-
еся сами себя. Легко убедиться, что данная операция не нарушает неособость
разметки, не порождает новых полос и не влияет на пересечение остальных
полос с P . Остальные полосы могут лишь укоротиться на несколько ячеек, в
зависимости от числа пересечений с удаляемой полосой, в частности, допус-
кается их вырождение в одно ребро.

Рассмотрим полосу C, проходящую через крайнее ребро (i, j) пути P =
(i, j, . . . ). Пусть она разделяет Γ на подграф Γ1, содержащий P , и Γ2, не со-
держащий P . К ограничению решения на Γ2 применим преобразование Бэк-
лунда из теоремы 3.2, с параметром полосы и начальным данным uj . Сшивая
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Рис. 3.10. Удаление и вставка полосы

его с ограничением решения на Γ1, получим неособое (для общих начальных
данных) решение задачи Коши на квад-графе G′, полученном из G стягива-
нием полосы C и, следовательно, с укороченным путём P ′. Если на Γ имеется
два различных неособых решения с одинаковыми начальными данными, то
эта операция приведёт к различным неособым решениям на G′, и повторяя
процедуру, мы придём за конечное число шагов к противоречию.

2) Пусть некоторая полоса C пересекает путь P с начальными данными
дважды, по рёбрам (i, j) и (k, l). Допустим, что неособое решение задачи Ко-
ши существует. Рассмотрим его на подграфе Γ1, ограниченном C и P (см.
рис. 3.11; отметим, что если полоса подходит к (k, l) с другой стороны, то
она входит в Γ1, и так как самопересечения запрещены, то она пересекает
P ещё раз; тем самым мы возвращаемся к ситуации, показанной на рисун-
ке). Саму полосу вложим в трёхмерное пространство, так чтобы её внешняя
граница лежала над внутренней, с вершиной i над j и l над k. Замкнём по-
лосу, рассматривая последовательность уравнений (3.3) вдоль пути P . В силу
свойства 3D-совместности, эта последовательность должна привести к тому
же значению, что и путь по полосе C, то есть к ul. Таким образом, ul явля-
ется функцией от остальных переменных на P , то есть начальные данные не
являются общими.

3) Можно считать, что Γ не содержит полос пересекающих P более одного
раза, так как тогда, согласно доказанному, решения нет. Рассмотрим после-
довательность квад-графов, полученных друг из друга операцией стягивания
в точку поперечных рёбер одной из полос, не пересекающих P , пока все та-
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Рис. 3.11. Связь на начальные данные
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кие полосы не будут удалены. Для последнего квад-графа существует неосо-
бое решение, согласно утверждению 1). Далее, применим в обратном порядке
операции вставки полос, при помощи преобразования Бэклунда с парамет-
ром, отвечающим вставляемой полосе. Именно, пусть квад-граф Γ′′ получен
из квад-графа Γ′ стягиванием полосы C, разделяющей Γ′ на подграф Γ′1, со-
держащий P , и Γ′2, не содержащий P . Преобразование Бэклунда для неособого
решения на Γ′2 содержит однопараметрический произвол в выборе дополни-
тельного начального данного и для его общих значений приводит к неособому
решению на Γ′2 и на самой полосе C. Сшив их со старым решением на Γ′1,
получаем неособое решение на всём Γ′. Повторение этой операции приводит к
неособому решению на исходном квад-графе Γ и доказывает его неединствен-
ность.

Замечание 3.11. Если задача Коши для 3D-совместного уравнения корректна,
то её решение в любой вершине квад-графа является рациональной функци-
ей от начальных данных. Действительно, если даже на самом квад-графе нет
явной схемы вычислений, из доказательства следует, что её можно получить
за счёт добавления некоторых виртуальных точек. При доказательстве суще-
ствования решения использовались вершины N -мерного куба. Ясно, что для
больших систем этот алгоритм неэффективен, так как число этих вершин 2N ,
а число вершин в плоском квад-графе растёт как N2. Поэтому с практической
точки зрения представляет интерес поиск погружений квад-графа в решётку
Zd как можно меньшей размерности.

Другая явная схема основана на операциях удаления и вставки полос из
доказательств единственности и части 3). Построим последовательность квад-
графов, удаляя на каждом шаге полосу, проходящую через последнее ребро
пути P , и тем самым укорачивая его. Вообще говоря, при этом могут появ-
ляться “холостые” рёбра, не принадлежащие какой-либо грани; они считаются
за целую полосу. На последнем шаге получается “квад-граф” состоящий все-
го из одной точки — начала пути P . Далее проведём обратную процедуру,
строя решение при помощи преобразований Бэклунда, с заданными началь-
ными условиями.

Нетрудно видеть, что оба алгоритма существенно используют свойство 3D-
совместности и непригодны для уравнений, им не обладающих. Для последних
построение решения (если оно существует) по неявной схеме сводится к систе-
ме нелинейных уравнений и может быть достаточно трудоёмким. При этом,
вообще говоря, оно не выражается рациональной функцией от начальных дан-
ных.

Относительно применимости доказанного критерия, необходимо отметить,
что путь, пересекающий каждую полосу ровно один раз, существует далеко
не для всякого квад-графа (например, нетрудно убедиться, что такого пути
нет для квад-графов на рис. 3.1 и на рис. 3.8). Таким образом, корректная
постановка задачи Коши с начальными данными на простом пути возможна
не всегда.
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Рис. 3.12. Квад-граф, у которого все полосы замкнуты

Для многих квад-графов положение можно поправить, рассматривая в ка-
честве носителей начальных данных, вместо простых путей, произвольные
связные подграфы P . Доказательство теоремы без особого труда переносится
и на этот случай, причём условие на P по прежнему заключается в том, что
каждая полоса в Γ пересекает его ровно один раз (например, для рис. 3.8 в
качестве P годится наклонная прямая, ограничивающая квад-граф слева, вме-
сте с торчащими из неё горизонтальными рёбрами). Мы не будем выяснять,
при каких условиях на квад-граф существуют связные подграфы P с таким
свойством, и как их искать. Отметим только, что такие подграфы существуют
не всегда. На рис. 3.12 показана решётка, у которой все полосы замкнуты (она
получается из решётки кагоме при помощи операции дубля, см. определение в
разделе 5.2). Нетрудно видеть, что для неё любой путь, соединяющий две до-
статочно далёкие вершины, пересекает какую-то из полос более одного раза.
Следовательно, на этой решётке нельзя поставить корректную задачу Коши
с начальными данными на связном подграфе.

3.3 Квадратная решётка с локальным дефектом

Как уже отмечалось, простейшим примером корректной задачи Коши служит
задача на одном квадранте регулярной решётки, с начальными данными на
координатных полуосях:

Q(um,n, um+1,n, um,n+1, um+1,n+1;αm, βn) = 0, m, n ≥ 0,

um,0 = pm, u0,n = qn, p0 = q0.
(3.6)

Предполагается, что уравнение 3D-совместно, параметры подчиняются огра-
ничениям неособой разметки, в частности, αm 6= βn для всех m,n. В этом
разделе мы рассмотрим один достаточно специальный класс задач Коши, воз-
никающий из такой задачи при замене прямоугольника размера M × N на
конечный квад-граф D с теми же вершинами на границе, причём и начальные
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Рис. 3.13. Нумерация полос и границы дефекта

условия, и разметка для нового квад-графа определяются старыми значения-
ми вдоль координатных осей.

Согласно теореме 3.10, для того, чтобы новая задача Коши была коррект-
ной, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись следующие условия:

— новая разметка должна быть неособой;
— полосы, вошедшие в D со стороны начальных условий должны выйти с

противоположной стороны;
— квад-граф D не должен содержать замкнутых полос.

В случае, когда эти условия выполняются, будем говорить о задаче Коши
на решётке с локальным дефектом D. Следует подчеркнуть, что в этом опре-
делении важна не только структура самого дефекта, но и то, что мы фик-
сируем его расположение в квадранте m,n ≥ 0. Действительно, пример 3.5
показывает, что задача Коши с дефектом может быть корректна при одном
выборе носителя начальных данных и некорректна при другом.

Легко видеть, что в вершинах, лежащих на полосах между дефектом и ко-
ординатными осями (в том числе, и в вершинах на границе дефекта) решения
старой и новой задач Коши совпадают. Решением на самом дефекте мы инте-
ресоваться не будем и выясним лишь, как он влияет на решение в оставшейся
части плоскости. Заметим, что при этом можно даже отказаться от условия,
что D не содержит замкнутых полос, так как из доказательства утверждения
3) теоремы 3.10 следует, что замкнутые полосы удаляются (или вставляются),
не затрагивая решения во внешней части квад-графа.

Оказывается, что для ответа на поставленный вопрос внутреннее строение
дефекта совершенно не важно и значение имеет лишь вызванная им переста-
новка полос квадратной решётки. Чтобы определить её, рассмотрим полосы,
входящие в D со стороны начальных условий, и занумеруем вертикальные че-
рез 1, . . . ,M , считая слева направо, и горизонтальные через M + 1, . . . ,M +
N , считая сверху вниз (см. рис. 3.13). Затем рассмотрим последовательность
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Рис. 3.14. Область влияния на решение задачи Коши: a) общий локальный
дефект; b) вертикальные и горизонтальные полосы переставляются отдельно;

c) переставляются только вертикальные полосы; d) прозрачный дефект

(σ1, σ2, . . . , σM+N ) полос, выходящих из D через противоположные стороны
рассматриваемого прямоугольника, начиная с верхнего левого угла. На обыч-
ной квадратной решётке эти полосы образуют тождественную перестановку
(1, 2, . . . ,M +N). Все дефекты с такой же перестановкой будем называть про-
зрачными.

Теорема 3.12. 1) Если два локальных дефекта, с одной и той же границей,
приводят к одинаковым перестановкам полос, то вне дефекта и на его границе
решения соответствующих задач Коши совпадают. В частности, прозрачные
дефекты не влияют на решение задачи (3.6) (см. рис. 3.14).

2) Если дефект переставляет лишь полосы одного типа, скажем, верти-
кальные, то решение меняется лишь вдоль этих полос.

3) Если вертикальные полосы не переставляются с горизонтальными, то
есть σi ≤M , i = 1, . . . ,M , то вне объединения полос, выходящих из дефекта,
решение не меняется.

Доказательство. 1) Рассмотрим достаточно большой прямоугольник с вер-
шинами (0, 0), (m, 0), (m,n), (0, n), полностью накрывающий дефект. Погрузим
квад-графы, отвечающие обоим дефектам, в m+n-мерный куб, как описано в
доказательстве теоремы 3.10. Напомним, что образ любой вершины при таком
погружении определяется множеством полос, которые приходится пересечь на
пути к началу координат, причём выбор пути не важен, поскольку учитыва-
ется лишь чётность числа пересечений с каждой полосой. Пусть два дефекта
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приводят к одной и той же перестановке полос. Тогда любой путь к началу ко-
ординат, не проходящий через дефект, проходит через одни и те же полосы на
обоих квад-графах, и следовательно любая вершина вне дефекта отобража-
ется в одну и ту же вершину на кубе. Так как начальные условия совпадают,
то совпадают и решения в этой вершине.

2) В этом случае, в вершину, лежащую вне рассматриваемых полос, всё
ещё можно попасть из начала координат по пути, проходящему через те же
полосы, что и на решётке без дефекта.

3) В этом случае, путь к вершине, лежащей вне полос, выходящих из де-
фекта, лишь перестановкой отличается от пути на решётке без дефекта. Так
как порядок пересечения полос неважен, то эта вершина отображается в ту
же вершину куба, что и в отсутствие дефекта.

Ещё одно доказательство, дающее, кроме того, эффективную вычисли-
тельную схему для прохождения через дефект, можно получить на основе
факторизации произведения матриц из представления нулевой кривизны (3.4)
(правда, для линейного волнового уравнения это доказательство не срабаты-
вает). Переобозначим через γi параметр, отвечающий i-й полосе, проходящей
через дефект, согласно нумерации на рис. 3.14. Рассмотрим два пути по гра-
нице дефекта из верхнего левого угла в правый нижний, и переобозначим
переменные вдоль нижнего пути через u0, . . . , uM+N , и вдоль верхнего через
u0, ũ1, . . . , ũM+N−1, uM+N . Тогда из представления нулевой кривизны вытека-
ет равенство вида

W (uM+N , ũM+N−1; γσM+N , λ)W (ũM+N−1, ũM+N−2; γσM+N−1 , λ)

· · ·W (ũ2, ũ1; γσ2 , λ)W (ũ1, u0; γσ1 , λ)

= W (uM+N , uM+N−1; γM , λ) · · ·W (uN+1, uN ; γ1, λ)

W (uN , uN−1; γM+N , λ) · · ·W (u1, u0; γM+1, λ),

независимо от устройства дефекта (даже если внутри имеются замкнутые по-
лосы). Утверждение 1) теоремы вытекает из единственности разложения в
левой части при заданной перестановке σ, так как после прохождения де-
фекта решение в оставшейся части решётки находится по явной схеме. Для
дискретного уравнения КдФ свойство единственности разложения было дока-
зано в разделе 1.3, и его можно установить также для всех уравнений из спис-
ка 2.1. Разумеется, вместо произведения матриц по границе дефекта можно
сразу рассматривать произведения по границе прямоугольника с вершинами
(0, 0), (m, 0), (m,n), (0, n). При этом решение на квад-графе с дефектом полу-
чается из решения на квадратной решётке после дополнительного переразло-
жения произведения матриц на верхней и правой сторонах в соответствии с
перестановкой σ. Доказательство утверждений 2) и 3) следует из того, что в
этом переразложении участвует только часть матриц. Напомним, что действие
перестановок на решениях описывается преобразованиями типа (1.19), то есть
тем же самым квад-уравнением (3.6), интерпретируемым, как преобразование
цепочки переменных.
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3.4 Солитоны на квад-графах

В качестве простейшего примера построим некоторые явные решения дискрет-
ного уравнения КдФ (1.25)

(v − vij)(vi − vj) = αi − αj .

При этом полезно учитывать также непрерывную динамику, определяемую
преобразованием Бэклунда (1.6)

vi,x + vx = (vi − v)2 − αi.

Решая уравнение Риккати, нетрудно получить профиль решения в форме кин-
ка, после чего разностное уравнения сводится к определению зависимости фа-
зы от дискретных переменных (можно также определить зависимость фазы от
времени t в силу уравнения pot-КдФ vt = vxxx−6v2

x и его высших симметрий).
Начнём с регулярной квадратной решётки с постоянными параметрами

α1 = α, α2 = β. Здесь мы имеем очевидное затравочное решение

v(m,n) = am+ bn+ px+ q, a2 − b2 = α− β (3.7)

и применяя преобразование Бэклунда с параметром λ = 2p− k2
i , получаем

vi(m,n) = am+ bn+ px+ q − ki tanh(kix+ φi(m,n)).

Будем искать фазу в виде φi(m,n) = µim+ νin+ ξi. Подстановка в уравнение
даёт тождество если и только если параметры связаны соотношениями

a tanhµi = b tanh νi = ki.

Таким образом, кинкообразное решение имеет вид

vi(m,n) = am+ bn+ px+ q − ki tanh(kix+ µim+ νin+ ξi), (3.8)

где

a2 − b2 = α− β, µi =
1

2
log

a+ ki
a− ki

, νi =
1

2
log

b+ ki
b− ki

,

причём должно быть |ki| < max{|a|, |b|}, чтобы µi, νi были вещественными.
Зависимостью от параметра x можно пренебречь, но её можно использовать
также для того, чтобы перейти от кинка к солитону um,n = −2∂x(vm,n), отвеча-
ющему обычному уравнению КдФ ut = uxxx+6uux. Напомним, что дискретная
динамика в этом случае описывается более сложным уравнением (1.18).

Двух-кинковое решение получается при помощи формулы нелинейной су-
перпозиции, и имеет вид

v12 = v − k2
2 − k2

1

k2 tanh(k2x+ φ2)− k1 tanh(k1x+ φ1)
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Рис. 3.15. Солитон неавтономного уравнения

где затравочное решение v и фазы φ1, φ2 определены выше. Чтобы решения
не было сингулярно по x, следует положить k2 > k1 > 0 и сделать сдвиг φ2 →
φ2 + πi

2 . Таким способом можно построить общее мультисолитонное решение.
Затравочное решение (3.7) легко обобщается на случай переменных пара-

метров α1 = α(m), α2 = β(n):

v(m,n) = a(m) + b(n) + px+ q,

(a(m+ 1)− a(m))2 − α(m) = (b(n+ 1)− b(n))2 − β(n) = δ.

Вычисляя по прежней схеме, получаем кинк, движущийся с переменной ско-
ростью (на рис. 3.15 изображён график соответствующего солитона u = −2vx):

v(m,n) = a(m) + b(n) + px+ q − k tanh(kx+ µ(m) + ν(n) + ξ), (3.9)

где

µ(m+ 1)− µ(m) =
1

2
log

a(m+ 1)− a(m) + k

a(m+ 1)− a(m)− k

и аналогично для ν(n), b(n).
Решения на квад-графах можно строить, вкладывая их в многомерную

решётку, порождаемую 3D-совместным квад-уравнением. Для этого важно
заметить, что хотя в этой решётке все направления равноправны, для рас-
смотренных выше решений исходная двумерная решётка играла выделенную
роль: сдвиги по ней не приводили к одеванию решения, но лишь к сдвигу
фазы. Таких “пассивных” или “пространственных” направлений может быть
сколько угодно. Например, формула (3.9) легко обобщается на случай решёт-
ки Zd, в которой каждая двумерная подрешётка удовлетворяет дискретному
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уравнению КдФ:

v(n1, . . . , nd) = a1(n1) + · · ·+ ad(nd) + px+ q

− k tanh(kx+ ν1(n1) + · · ·+ νd(nd) + ξ), (3.10)

где

(as(n+ 1)− as(n))2 − αs(n) = δ,

νs(n+ 1)− νs(n) =
1

2
log

as(n+ 1)− as(n) + k

as(n+ 1)− as(n)− k
, s = 1, . . . , d.

Это наблюдение немедленно даёт нам решения типа кинков для квад-графов,
вложимых в Zd. Например, первый график на рис. 3.16 получается, если в ку-
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Рис. 3.16. Солитон на регулярной и квази-регулярной решётках
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Рис. 3.17. Солитон на трёх и на шести квадрантах

бической решётке взять все грани, пересекающие плоскость n1 + n2 + n3 = 0.
Соответственно, кинк для этого графа задаётся формулой (3.10) при d = 3,
ограниченной на значения n1 + n2 + n3 ∈ {−1, 0, 1}. В случае линейной фа-
зы νs(ns) = νsns соответствующий солитон распространяется в направлении
(ν3 − ν2, ν1 − ν3, ν2 − ν1). Таким образом можно получить и некоторые ква-
зипериодические замощения, выбирая другие секущие плоскости и используя
проекцию де Брюна (определение см. напр. в [154]). Формула (3.10) работает
и на таких квад-графах. Второй график на рис. 3.16 представляет то же самое
трёхмерное решение, но ограниченное на другую двумерную плоскость.

Два графика на рис. 3.17 демонстрируют 3-мерные решения, ограниченные
на координатные квадранты.
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Комментарии к главе 3

Глава основана на работе Адлера и Веселова [29].
·B Для простоты, изложение в этой главе ограничивается плоскими графа-

ми. В литературе пока что нет результатов, связанных с нелинейными уравне-
ниями на более сложных квад-графах (например, вложенных на поверхность
рода g). В линейном случае некоторые интересные результаты имеются в ста-
тьях Новикова и Дынникова [137, 65, 138].
·B Понятие представления нулевой кривизны на произвольном плоском гра-

фе было введено в статьях Адлера [11] и Бобенко, Суриса [43].
·B Отсутствие полос с самопересечением играет важную роль в задаче вло-

жения квад-графа в кубическую решётку, подробно изучавшуюся в работе
Долбилина, Седракяна, Штанько и Штогрина [56]. Фактически наше доказа-
тельство существования решения использует сходный приём, но вместо куби-
ческой решётки используется единичный многомерный куб.
·B Задача Коши на квадратной решётке с начальными данными на “лесен-

ке” подробно изучалась в работах Капела, Найхофа, Папагеоргиу [140, 54]
и др.. Этот случай важен тем, что его можно интерпретировать, как дис-
кретную эволюционную систему (шаг по времени отвечает параллельному
переносу на решётке и задаётся явным отображением). Наложение дополни-
тельных граничных условий (например, периодических) приводит к весьма
общим конструкциям конечномерных интегрируемых отображений и отобра-
жений Пенлеве-типа, чему также посвящена богатая литература.
·B Основным результатом этой главы является критерий корректности зада-

чи Коши для интегрируемых квад-уравнений. Возникает вопрос, существует
ли такой критерий для уравнений общего вида. Нетрудно предъявить приме-
ры квад-графов, для которых вопрос о корректности задачи Коши зависит
лишь от выбора носителя начальных данных, но не от вида уравнения. Тем
не менее, полное описание такой ситуации остаётся открытой и, вероятно, до-
вольно трудной комбинаторной задачей.
·B В частности, примеры типа 3.9 (задача Коши корректна для 3D-совмест-

ного уравнения и переопределена в общем случае) возможны, по-видимому,
только при наличии замкнутых полос. Это нуждается в обосновании, но наво-
дящие соображения следуют из простого подсчёта числа неизвестных и урав-
нений. Для незамкнутых кривых на плоскости, пересекающихся лишь попарно
и трансверсально, нетрудно доказать формулу типа Эйлера

V = F + S + 1,

где V число областей, на которые разбивается плоскость, F число точек пере-
сечения, S число кривых. При переходе к дуальному графу возникает плос-
кий односвязный квад-граф без замкнутых полос, для которого эта формула
устанавливает связь, соответственно, между числом вершин, граней и полос
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(причём “холостые” рёбра, не принадлежащие какой-либо грани, считаются
за целую полосу; они отвечают кривым, не имеющим пересечений с другими).
Отсюда видно, что если число начальных данных равно S+ 1 (в соответствии
с условием, что каждая полоса пересекает подграф P с начальными данными
ровно один раз), то число неизвестных и уравнений совпадает, поэтому есте-
ственно ожидать, что система квад-уравнений общего вида имеет решение.

Нетрудно убедиться, что добавление замкнутой кривой нарушает баланс
числа областей и точек пересечения только в том случае, если эта кривая не
пересекает другие. Отсюда следует, что если среди кривых есть замкнутые,
то выполняется соотношение

V = F + S +Q+ 1,

где S по прежнему обозначает число незамкнутых кривых, а Q число ограни-
ченных компонент связности объединения всех кривых. Вообще говоря, S+Q
меньше общего числа кривых; в терминах квад-графа это означает, что число
“свободных” переменных V − F меньше чем длина подграфа с начальными
условиями, то есть задача Коши в общем случае переопределена.
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Глава 4

Квадрирациональные
отображения

В этой главе рассматриваются 3D-совместные отображения F : (u, v)→ (ū, v̄)
со скалярными переменными на рёбрах решётки. Такие отображения возника-
ют при редукции из квад-уравнений, допускающих непрерывную группу то-
чечных симметрий. Для них имеется также красивая геометрическая интер-
претация, в которой свойство 3D-совместности эквивалентно одной теореме
инцидентности для линейного пучка коник. Все эти примеры квадрирацио-
нальны, то есть отображение F бирационально и его график служит одновре-
менно графиком некоторого бирационального отображения F̂ : (ū, v)→ (u, v̄).
Это свойство заменяет в данном случае свойство аффинно-линейности для
квад-уравнений. Все квадрирациональные отображения на CP1 × CP1 можно
явно описать.

4.1 Основные определения

4.1.1 3D-совместность и отображения Янга-Бакстера

Напомним обозначения для переменных, ассоциированных с рёбрами решёт-
ки: верхний индекс обозначает направление соответствующего ребра, нижний
обозначает сдвиги на решётке. Простейшим типом уравнений с переменными
на рёбрах служат отображения

F : (u1, u2)→ (u1
2, u

2
1),

переводящие поля на двух соседних рёбрах квадрата в поля на противополож-
ных рёбрах. Понятие 3D-совместности для таких уравнений формулируется
следующим образом (см. рис. 4.1). Рассмотрим начальные данные u1, u2, u3

на рёбрах куба, выходящих из одной вершины и отображения Fij , ассоции-
рованные с гранями куба. Первое применение отображений порождает шесть
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1
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Рис. 4.1. 3D-совместность

новых значений переменных:

Fij : (ui, uj) 7→ (uij , u
j
i ) = (f ij(u

i, uj), f ji (uj , ui)), i, j = 1, 2, 3, i 6= j,

а на втором шаге для переменных u1
23, u2

13, u3
12 получаются по два значения:

uijk = f ij(u
i
k, u

j
k) и uijk = f ik(u

i
j , u

k
j ).

Отображения Fij называются 3D-совместными, если эти значения совпадают
тождественно по начальным данным, то есть

f ij(f
i
k(u

i, uk), f jk(uj , uk)) ≡ f ik(f ij(ui, uj), fkj (uk, uj)), i 6= j 6= k 6= i. (4.1)

Простейшим нетривиальным примером 3D-совместного отображения служит
отображение (1.27)

uij = f ij(u
i, uj) = −uj − αi − αj

ui − uj
.

Альтернативой 3D-совместности является понятие отображений Янга-Бак-
стера. Пусть X множество значений полевых переменных и отображения Rij :
X3 → X3 действуют на i-м и j-м множителях в прямом произведении, а
на оставшемся тождественно. Отображения Rij называются отображениями
Янга-Бакстера, если они удовлетворяют тождеству

R23R13R12 = R12R13R23. (4.2)

Если начальные условия (u1, u2, u3) ∈ X3 сопоставить с цепочкой рёбер, со-
единяющих противоположные вершины куба, то уравнение (4.2) означает, что
оба возможных способа определения переменных на противоположных рёбрах
дают один результат. Это иллюстрируется рис. 4.2, где левой и правой частям
уравнения отвечают последовательности отображений на задних и передних
гранях куба.
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1 2

3

1 2

3

Рис. 4.2. Уравнение Янга-Бакстера R23R13R12 = R12R13R23

Таким образом, различие между 3D-совместностью и уравнением Янга-
Бакстера заключается в разном выборе начальных условий, что обусловлива-
ет и разное “направление” отображений. Нетрудно видеть, что эти два понятия
сводятся друг к другу при условии, что уравнения, определяющие рассматри-
ваемые отображения, можно разрешить относительно каждой из следующих
пар переменных:

F : (u, v) 7→ (ū, v̄), F̂−1 : (u, v̄) 7→ (ū, v),

F̂ : (ū, v) 7→ (u, v̄), F−1 : (ū, v̄) 7→ (u, v).

Будем называть отображения F̂ , F̂−1 сопутствующими для F, F−1. Если изоб-
ражать отображение, как на предыдущих рисунках, парой стрелок, ведущих
от смежных рёбер к противоположным, то сопутствующим отображениям от-
вечает обращение одной из стрелок, а обратному обращение обеих стрелок
(см. рис. 4.3). В этом случае 3D-совместность эквивалентна уравнению Янга-
Бакстера, причём Fij = R̂ij , то есть в качестве отображений F берутся со-
путствующие к R. С точки зрения логической простоты, некоторым недостат-
ком понятия 3D-совместности можно считать то, что его нельзя записать в
виде равенства отображений, как в уравнении Янга-Бакстера, а приходится
использовать покомпонентную запись (4.1). Преимущество же заключается в
том, что вложенность отображений равна двум, а не трём.

u
1

u2
1

u
2

u1
2

Рис. 4.3. Отображение F , его обратное и сопутствующие
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4.1.2 Квадрирациональные отображения

Особенный интерес представляет случай, когда все четыре отображения F±1,
F̂±1 оказываются рациональными. Примем следующее определение.

Определение 4.1. Пусть U, V, Ū , V̄ неприводимые алгебраические многооб-
разия над C. Отображение F : U × V → Ū × V̄ называется квадрирацио-
нальным, если оно рационально и его график Γ ⊂ U × V × Ū × V̄ является
одновременно графиком рациональных отображений

F̂ : Ū × V → U × V̄ , F̂−1 : U × V̄ → Ū × V и F−1 : Ū × V̄ → U × V.

Не считая пары примеров с X = CPd в разделе 4.5, далее мы ограничимся
простейшим скалярным случаем X = CP1.

Напомним, что для квад-уравнений из главы 2 свойство разрешимости от-
носительно любой из переменных в рациональном виде обеспечивалось аффин-
но-линейной структурой уравнения. Квадрирациональность служит аналогом
этого свойства для отображений с полями на рёбрах, но какая структура его
обеспечивает, сразу не очевидно. Сложность заключается в том, что в данном
случае отображение задаётся системой из двух полиномиальных уравнений
A = 0, B = 0, и их выбор не является однозначным. Тем не менее, будет пока-
зано, что такие системы всё же допускают достаточно простое явное описание.

Теорема 4.2. Неприводимое отображение F квадрирационально если и толь-
ко если его можно задать системой из двух полиномиальных уравнений одного
из следующих двух типов:

A(u, ū, v) = 0, B(u, ū, v̄) = (γv̄ + δ)2A
(
u, ū,

αv̄ + β

γv̄ + δ

)
= 0, (4.3)

где αδ − βγ 6= 0 и многочлен A имеет первую степень по двум первым аргу-
ментам и вторую по последнему; или же

A(u, ū, v) = 0, B(u, ū, v̄) = 0. (4.4)

где A,B аффинно-линейные многочлены.

Эта теорема сводит классификацию квадрирациональных отображений к
чисто алгебраической и не очень сложной задаче перечисления орбит дей-
ствия группы (PSL2(C))4 на множестве полиномиальных систем указанного
вида. Само по себе это не представляет особенного интереса, так как при рас-
смотрении 3D-совместных отображений классификация должна проводиться
одновременно для шести систем, отвечающих граням куба, по модулю груп-
пы (PSL2(C))12. Полное решение этой классификационной задачи в настоящее
время неизвестно. Тем не менее, будет доказан следующий частный результат.
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uij =
αiu

j
(
(αi − 1)uj − (αj − 1)ui + αj − αi

)
αi(αj − 1)uj − αj(αi − 1)ui + (αi − αj)ujui

(FI)

uij =
αi(αj − 1)uj − αj(αi − 1)ui + (αi − αj)ujui

uj ((αi − 1)uj − (αj − 1)ui + αj − αi)
(F̃I)

uij =
uj(αiu

i − αjuj + αj − αi)
αi(ui − uj)

(FII)

uij =
(1− uj)(αiui − αjuj)

αi(ui − uj)
(F̃II)

uij =
uj(αiu

i − αjuj)
αi(ui − uj)

(FIII)

uij =
ui − uj

uj(αiui − αjuj)
(F̃III)

uij = uj
(

1− αi − αj
ui − uj

)
(FIV)

uij = uj +
αi − αj
ui − uj

(FV)

uij = −uj − αi − αj
ui − uj

(F̃V)

Список 4.1. Некоторые 3D-совместные квадрирациональные отображения

Теорема 4.3. Отображения из списка 4.1 являются 3D-совместными и квад-
рирациональными типа (4.3). Любое отображение типа (4.3), не сводящееся к
(4.4) после переобозначения (u, ū) ↔ (v, v̄), эквивалентно, по модулю группы
(PSL2(C))4, одному из отображений (Fω).

То, что список содержит, кроме (Fω), ещё и другие отображения, как раз
объясняется различием в действии групп дробно-линейных замен на квадрате
и на кубе. Происхождение всех перечисленных отображений поясняется в двух
следующих разделах. Раздел 4.2 содержит геометрическую конструкцию, свя-
занную с кониками в CP2, причём переменные из X = CP1 интерпретируются,
как рациональные параметры на кониках, и каждой конике отвечает свой эк-
земпляр X. Отображения, определяемые этой конструкцией, 3D-совместны в
силу одной теоремы инцидентности для линейного пучка коник. Вторая кон-
струкция, из раздела 4.3, связана с редукциями в квад-уравнениях из списка
2.1, допускающих непрерывную группу точечных симметрий. При этом 3D-
совместность наследуется автоматически.

В разделе 4.4 приводится доказательство теоремы 4.2, а также доказатель-
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ство того, что отображения (Fω) покрывают все квадрирациональные отоб-
ражения вида (4.3). Вместе с результатами предыдущих разделов это даёт
доказательство теоремы 4.3. Менее интересные отображения вида (4.4) рас-
смотрены только вкратце.

4.2 ЗD-совместные отображения на кониках

Рассмотрим пару невырожденных различных коник P , Q на плоскости CP2.
Для точек p ∈ P и q ∈ Q определим p̄ ∈ P и q̄ ∈ Q как дополнительные точки
пересечения прямой pq с кониками. Тем самым задано отображение

Φ : (p, q) 7→ (p̄, q̄), p̄ = (P ∩ pq) \ p, q̄ = (Q ∩ pq) \ q. (4.5)

R2-часть этого отображения иллюстрируется рис. 4.4. Касание прямой и ко-
ники интерпретируется, как пересечение кратности два, поэтому допускается
совпадение p с p̄ или q с q̄.

pq

p
�

q
�

Рис. 4.4. Квадрирациональное отображение на паре коник

Отображение не определено только при p = q, то есть пары (p, p) являются
сингулярными точками отображения Φ. Они отвечает четырём, с учётом крат-
ности, точкам пересечения коник P ∩ Q, которые называются локусом. Эти
точки очень важны, так как их кратность определяет взаимное расположение
коник с точностью до проективных преобразований плоскости, и тем самым
вид самого отображения. Всего имеется пять проективных типов пересечения
двух коник:

I четыре простых точки пересечения;
II две простых точки и одна точка касания;
III две точки касания;
IV одна простая точка и одна точка касания второго порядка;
V одна точка касания третьего порядка.

Любые пары коник одного типа переводятся друг в друга проективным преоб-
разованием. Чуть позже мы проследим эту геометрическую классификацию
на уровне формул, однако следующие два утверждения, описывающие основ-
ные свойства отображения, выполняются независимо от типа локуса.
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Утверждение 4.4. Отображение Φ : P × Q 7→ P × Q квадрирационально,
инволютивно и совпадает с сопутствующими.

Доказательство. Рассмотрим некоторые (произвольные, не связанные друг
с другом) рациональные параметризации коник

CP1 3 u 7→ p(u) ∈ P ⊂ CP2, CP1 3 v 7→ q(v) ∈ Q ⊂ CP2.

При этом отображение Φ записывается как отображение F : (u, v) 7→ (ū, v̄)
на CP1 × CP1. Пересечение коники с любой прямой описывается квадратным
уравнением относительно параметра, и если один корень известен, то второй
определяется рациональным образом. Следовательно, отображение F рацио-
нально, и утверждение следует из того, что роли всех точек равноправны.

Свойство 3D-совместности формулируется для коник из линейного пучка,
то есть однопараметрического семейства коник с общим локусом. При доказа-
тельстве следующей теоремы мы будем отождествлять кривые и их уравнения
в однородных координатах на CP2; при этом линейный пучок, содержащий ко-
ники P и Q, записывается как λP + µQ = 0.

Теорема 4.5. Пусть Q1, Q2, Q3 невырожденные коники из линейного пучка,
и Φij отображения, действующие на Qi ×Qj , как описано выше. Эти отобра-
жения 3D-совместны.

Доказательство. Пусть qi ∈ Qi произвольные начальные точки на кониках.
По определению отображения Φij , на первом шаге проводятся прямые `ij =
qiqj и определяются точки

qij = (`ij ∩Qi) \ qi.

На следующем шаге проводятся прямые Lij = qikq
j
k. Согласно одному из спо-

собов построения, определим точки

q1
23 = (L12 ∩Q1) \ q1

3, q2
13 = (L12 ∩Q2) \ q2

3.
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u
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Рис. 4.5. 3D-совместность на линейном пучке коник
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Для проверки свойства 3D-совместности достаточно показать, что q1
23 ∈ L13.

Если исходные точки q1, q2, q3 коллинеарны, то все рассматриваемые пря-
мые совпадают и утверждение тривиально. Будем далее считать, что q1, q2, q3

неколлинеарны.
Определим прямые

L̃13 = q1
2q

1
23, L̃23 = q2

1q
2
13.

По построению, точки q1, q1
2, q1

3 и q1
23 лежат на Q1, и каждая из вырожден-

ных коник L12`12 = 0 и L̃13`13 = 0 также проходит через эти четыре точки.
Следовательно, коника Q1 имеет уравнение вида

Q1 = µ1L̃
13`13 + L12`12 = 0

с некоторым µ1 ∈ CP1. Аналогично, коника Q2 имеет уравнение

Q2 = µ2L̃
23`23 + L12`12 = 0.

Коника
Q1 −Q2 = µ1L̃

13`13 − µ2L̃
23`23 = 0

принадлежит линейному пучку, определяемому Q1 и Q2, и содержит точку
q3 = `23 ∩ `13. Следовательно, она совпадает с Q3. Точка q3

2 ∈ Q3 лежит на
прямой `23 и не лежит на `13 (иначе q1, q2, q3 коллинеарны), следовательно,
она лежит на L̃13. Но это означает, что L̃13 = q1

2q
3
2 = L13, что и требуется.

Обращаясь теперь к приведённой выше классификации линейных пучков
коник, докажем следующее утверждение.

Теорема 4.6. Отображения (Fω) из списка 4.1 эквивалентны отображению
Φ для линейного пучка коник соответствующего типа, при подходящей пара-
метризации. Эти отображения инволютивны, совпадают с сопутствующими и
3D-совместны.

Доказательство. Вычисления существенно упрощаются при помощи подхо-
дящих проективных преобразований плоскости CP2. Напомним, что они поз-
воляют перевести любую четвёрку точек общего положения (никакие три не
коллинеарны) в любую другую. При этом всегда можно добиться, чтобы раци-
ональным параметром u на конике служила просто декартова координата x.
В качестве такой нормировки можно принять следующие пучки коник (локус
дан в однородных, а уравнения в неоднородных координатах):

I (0 :0 :1), (1 :1 :1), (1 :0 :0), (0 :1 :0) y(x− α) = (1− α)x,

II (0 :0 :1), (1 :0 :1), (0 :1 :0)2 y = αx(x− 1),

III (0 :0 :1)2, (0 :1 :0)2 y = αx2,

IV (0 :0 :1), (0 :1 :0)3 y = x(x− α),

V (0 :1 :0)4 y = x2 + α.
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Условие коллинеарности точек P,Q, P̄ , отвечающих значениям параметра u, v, ū,
имеет вид

det

u y(u, α) 1
v y(v, β) 1
ū y(ū, α) 1

 /(u− ū) = 0.

Вывод отображения сводится к решению этого уравнения относительно ū, что
представляет собой несложную выкладку. Свойства отображений Fω вытека-
ют из свойств отображения Φ.

Что касается отображений (F̃ω), то они отвечают той же самой геомет-
рической картине, отличие же заключается в том, что переменные ui и uij
отвечают теперь двум разным параметризациям одной и той же коники Qi
(например, (x, y) = (t, t2 + α) и (x, y) = (−t, t2 + α)). Происхождение этих,
менее симметричных, отображений удобнее проследить при помощи связи с
квад-уравнениями.

4.3 Редукция квад-уравнений

В качестве первого примера рассмотрим дискретное волновое уравнение

q12 − q1 − q2 + q = 0. (4.6)

Оно инвариантно относительно однопараметрической группы трансляций
qm,n → qm,n +a и допускает редукцию на инварианты этой группы ui = qi− q,
которые естественно ассоциировать с рёбрами решётки. При этом возникает
отображение

uij = ui. (4.7)

Этот тривиальный пример заслуживает упоминания, поскольку показывает,
что при рассмотрении квад-уравнений можно, в принципе, обойтись без поня-
тия разметки рёбер: параметры α, подчиняющиеся уравнениям (4.7), можно
заменить на дополнительные поля в вершинах, подчиняющиеся уравнению
(4.6).

Уравнение (4.6) инвариантно также относительно растяжения, что позво-
ляет перейти к инвариантам ui = qi/q. При этом возникает 3D-совместное
отображение

uij =
ui + uj − 1

uj
. (4.8)

Оно квадрирационально, но не совпадает с обратным и сопутствующими, так
как симметрия нарушается при замене.

Аналогичные точечные симметрии имеются и для некоторых квад-уравне-
ний из списка 2.1, что можно установить стандартным групповым анализом.
Для удобства, эти уравнения выписаны ещё раз в таблице 4.2, причём пере-
менные и параметры переобозначены через q и γ (в уравнении (Qδ1) изменён
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(Q0
3) :

(
γi −

1

γi

)
(qqi + qjqij)−

(
γj −

1

γj

)
(qqj + qiqij)

=
( γi
γj
− γj
γi

)
(qqij + qiqj)

(A2) :
(
γi −

1

γi

)
(qqj + qiqij)−

(
γj −

1

γj

)
(qqi + qjqij)

=
( γi
γj
− γj
γi

)
(qqiqjqij + 1)

(Qδ1) : γi(q − qj)(qi − qij)− γj(q − qi)(qj − qij) = δ2γiγj(γj − γi)

(Aδ1) : γi(q + qj)(qi + qij)− γj(q + qi)(qj + qij) = δ2γiγj(γi − γj)

(Hδ
3) : γi(qqi + qjqij)− γj(qqj + qiqij) = δ(γ2

j − γ2
i )

(H2) : (q − qij)(qi − qj) + (γj − γi)(q + qi + qj + qij) = γ2
i − γ2

j

(H1) : (q − qij)(qi − qj) = γi − γj

Таблица 4.2. 3D-совместные квад-уравнения, допускающие редукцию на рёбра

также параметр δ). При этом группы точечных симметрий исчерпываются
трансляцией, растяжением и их знакопеременными версиями:

qm,n → qm,n + εm+na, qm,n → qm,n exp(εm+na), ε = ±1.

Им отвечают инварианты I(qi, q), равные

qi − q, qi/q, qi + q, qiq.

Некоторые квад-уравнения допускают несколько подстановок, приводящих к
разным отображениям, и наоборот, разные уравнения могут приводить к од-
ному и тому же отображению. Перебор приводит к следующему утверждению.

Теорема 4.7. Отображения из списка 4.1 и квад-уравнения из таблицы 4.2
связаны заменами, указанными в таблице 4.3.

Отсюда, прежде всего, следует 3D-совместность всех отображений из спис-
ка 4.1. Далее, свойства симметрии отображений определяются видом замен,
с учётом симметрий (2.6), (2.7) квад-уравнений. Для отображений Fω заме-
ны инвариантны относительно перестановки q ↔ qi. Отсюда следует, что эти
отображения совпадают со своими сопутствующими и обратным, как это уже
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(Q0
3) → (F̃I) : ui = γiqi/q, αi = γ2

i

(A2) → (FI) : ui = γiqqi, αi = γ2
i

(Qδ1) → (F̃II) : ui =
q − qi
2δγi

+
1

2
, αi = γi

(Aδ1) → (FII) : ui =
q + qi
2δγi

+
1

2
, αi = γi

(Q0
1) → (F̃II) : ui =

q

q − qi
, αi = γi

(A0
1) → (F̃II) : ui =

q

q + qi
, αi = γi

(Hδ
3) → (FII) : ui = − qqi

δγi
, αi = γ2

i

(H0
3 ) → (FIII) : ui = qqi/γi, αi = γ2

i

(H0
3 ) → (F̃III) : ui = γiqi/q, αi = γ−2

i

(H2) → (FIV) : ui = qi + q + γi, αi = 2γi

(H1) → (FV) : ui = qi + q, αi = −γi

(H1) → (F̃V) : ui = qi − q, αi = γi

Таблица 4.3. Редукции в квад-уравнениях

было установлено в предыдущем разделе. Что касается отображений F̃ω, то
они представляются в виде композиции коммутирующих инволюций

F̃ω = JωFω = FωJω, F 2
ω = J2

ω = id

и, следовательно, также инволютивны, но с сопутствующими не совпадают.
Инволюции Jω имеют вид

JI : ui → αi/u
i, JII : ui → 1− ui,

JIII : ui → 1/(αiu
i), JV : ui → −ui.

4.4 Структура квадрирациональных отображений

Рассмотрим квадрирациональное отображение на CP1 × CP1,

F : (u, v) 7→ (ū, v̄), ū = f(u, v), v̄ = g(u, v). (4.9)

В дальнейшем будем предполагать выполненными следующие условия невы-
рожденности:

(i) fugv − fvgu 6≡ 0, (ii) fu 6≡ 0, gv 6≡ 0, (iii) fv 6≡ 0, gu 6≡ 0.
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Условия (i,ii) следуют из существования обратного и сопутствующих отоб-
ражений; условия (iii) накладываются искусственно, чтобы исключить при-
водимые отображения: если одно из них нарушено, то подходящая дробно-
линейная замена приводит к отображению с ū = u или v̄ = v, по существу,
одномерному.

При фиксированном v, возможно, за исключением конечного числа сингу-
лярных значений, первая компонента отображения F задаёт бирациональное
отображение u ↔ ū. Точно так же, при фиксированном u, вторая компонен-
та отображения задаёт бирациональное отображение v ↔ v̄. Бирациональные
отображения на CP1 исчерпываются дробно-линейными, следовательно отоб-
ражение F должно иметь вид

F : ū =
a(v)u+ b(v)

c(v)u+ d(v)
, v̄ =

p(u)v + q(u)

r(u)v + s(u)
, (4.10)

с полиномиальными a, b, c, d и p, q, r, s. Будем называть такие отображения
дважды дробно-линейными.

Обратное утверждение неверно: не любое отображение вида (4.10) квад-
рирационально. Для него можно утверждать лишь, что рациональны сопут-
ствующие отображения. Например, если разрешить второе уравнение (4.10)
относительно v и результат подставить в первое, то получится рациональное
отображение F̂−1 : (u, v̄)→ (ū, v):

F̂−1 : v = h(u, v̄) =
s(u)v̄ − q(u)

p(u)− r(u)v̄
, ū =

a(h(u, v̄))u+ b(h(u, v̄))

c(h(u, v̄))u+ d(h(u, v̄))
. (4.11)

Ясно, что выражение для ū дробно-линейно относительно u только для каких-
то специальных многочленов a, b, c, d, p, q, r, s. Повторяя те же рассуждения
для сопутствующих отображений, приходим к следующему выводу: дважды
дробно-линейное отображение (4.10) квадрирационально, если и только если
оба сопутствующих дважды дробно-линейны. При этом и обратное отображе-
ние также дважды дробно-линейно.

Лемма 4.8. Для графика Γ квадрирационального отображения (4.9) суще-
ствуют четыре представления множествами решений полиномиальных систем
следующего вида:

(Γ = ΓF ) : A(u, ū, v) = 0, P (v, v̄, u) = 0, (4.12)
(Γ = ΓF̂ ) : A(u, ū, v) = 0, Q(v, v̄, ū) = 0, (4.13)
(Γ = ΓF̂−1) : B(u, ū, v̄) = 0, P (v, v̄, u) = 0, (4.14)
(Γ = ΓF−1) : B(u, ū, v̄) = 0, Q(v, v̄, ū) = 0, (4.15)

где A,B, P,Q многочлены первой степени по двум первым аргументам, и пер-
вой либо второй по последнему, причём

degv A = degv̄ B, degu P = degūQ. (4.16)



4.4. Структура квадрирациональных отображений 123

Доказательство. Из формул (4.10) следует первое представление с аффинно-
линейными многочленами по двум первым аргументам. Остальные представ-
ления следуют из аналогичных формул для сопутствующих и обратного отоб-
ражений. Остаётся уточнить степень многочленов по третьему аргументу.

Исключая переменную ū из уравнений A(u, ū, v) = 0, B(u, ū, v̄) = 0, полу-
чаем уравнение

AūB −ABū = 0.

Многочлен в левой части не равен нулю тождественно (это противоречит усло-
виям невырожденности). Следовательно, это уравнение является следствием
второго уравнения (4.12) (или (4.14)), то есть

AūB −ABū = µ(v, v̄, u)P (v, v̄, u) (4.17)

с некоторым многочленом µ 6≡ 0. Так как левая часть не более чем квадра-
тична по u, то это же верно и для P . Случай, когда P вовсе не зависит от u,
исключается условиями невырожденности, следовательно degu P = 1 или 2.
Аналогично рассматриваются остальные многочлены.

Наконец, если degv A = 1, то многочлены a, b, c, d в формуле (4.10) име-
ют степень не выше первой, и тогда из (4.11) следует, что выражение для ū
дробно-линейно по v̄, то есть также degv̄ B = 1. С учётом равноправия всех
переменных, это рассуждение доказывает (4.16).

В силу доказанной леммы, можно разбить все квадрирациональные отоб-
ражения на три класса:

[2:2] degv A = degv̄ B = degu P = degūQ = 2;

[1:2] degv A = degv̄ B = 1, degu P = degūQ = 2, или наоборот;

[1:1] degv A = degv̄ B = degu P = degūQ = 1.

При этом степени совпадают с максимальными степенями коэффициентов в
обеих дробях (4.10). Наиболее богатым и интересным является класс [2:2], к
которому относятся все примеры из разделов 4.2, 4.3.

Доказательство теоремы 4.2. Достаточность) Проверим, что решение си-
стемы A = 0, B = 0 относительно любой из пар (ū, v̄), (ū, v), (u, v̄), (u, v) зада-
ётся рациональными функциями от двух оставшихся переменных. Это доста-
точно сделать для первой пары, в силу симметрии вида систем относительно
замен u ↔ ū, v ↔ v̄. В случае (4.4), решая первое уравнение относительно ū,
второе относительно v̄, получаем

ū = f(u, v), v̄ = h(u, ū) = h(u, f(u, v)) = g(u, v),

с рациональными f, g, h.
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В случае (4.3) сделаем замену одной из переменных
αv̄ + β

γv̄ + δ
→ v̄, что,

очевидно, не влияет на квадрирациональность. Это приводит систему к более
удобному виду

A(u, ū, v) = 0, A(u, ū, v̄) = 0. (4.18)

Как и в предыдущем случае, из первого уравнения имеем рациональное ре-
шение ū = f(u, v). Второе уравнение квадратично по v̄, но один из кор-
ней, очевидно, совпадает с v, поэтому второй находится в рациональном виде
v̄ = g(u, v). Более строго, второе уравнение системы можно заменить на

Aū(u, ū, v)A(u, ū, v̄)−A(u, ū, v)Aū(u, ū, v̄) = (v̄ − v)P (v, v̄, u), (4.19)

где P многочлен первой степени по v̄ (фактически, это формула (4.17), но
теперь мы выводим из неё существование P ). Таким образом, множество ре-
шений системы (4.18) состоит из объединения графика Γ некоторого квадрира-
ционального отображения F и “лишней” ветви v̄ = v. Эта ветвь отбрасывается
в силу предположения невырожденности (iii). Если degu P = 2, то отображе-
ние F относится к классу [2:2], если же degu P = 1, то к классу [1:2]. Отметим,
что в последнем случае, переобозначая переменные (u, ū) ↔ (v, v̄) можно за-
менить систему (4.3) на более простую систему вида (4.4). Поэтому, во второй
части теоремы 4.3 речь идёт фактически об отображениях класса [2:2].

Необходимость) Случай (4.4) для отображений классов [1:1] и [1:2] следует
непосредственно из Леммы 4.8. Остаётся доказать, что квадрирациональные
отображения класса [2:2] задаются уравнениями вида (4.3).

Для отображений из этого класса множитель µ в (4.17) не зависит от u, то
есть является аффинно-линейным относительно v, v̄. Кроме того, он непри-
водим. Действительно, допустим, что µ(v0, v̄) ≡ 0. Если v0 = ∞ (то есть,
µ = µ(v̄)), то определим K(u, ū) как коэффициент при v2 в A, если же v0 6=∞,
то положим K(u, ū) = A(u, ū, v0). Тогда из (4.17) следует KūB −KBū ≡ 0, от-
куда дифференцированием получаемKūBv̄−KBūv̄ ≡ 0. Из этих двух равенств
следует BBūv̄−BūBv̄ ≡ 0, что противоречит условию невырожденности. Итак,
µ имеет вид

µ = γvv̄ + δv − αv̄ − β, αδ − βγ 6= 0.

Рассмотрим многочлен

C(u, ū, v̄) = (γv̄ + δ)2A
(
u, ū,

αv̄ + β

γv̄ + δ

)
.

Из (4.17) следует CūB − CBū = 0, следовательно B = ν(u, v̄)C, и так как B и
C оба линейны по u и квадратичны по v̄, то B = constC.

Для завершения доказательства теоремы 4.3 остаётся доказать следующее
утверждение.

Утверждение 4.9. Любое отображение класса [2:2] эквивалентно одному из
отображений (Fω), по модулю дробно-линейных замен из (PSL2(C))4.
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Доказательство. Можно считать, что рассматриваемое отображение задано
системой (4.18), причём многочлен P из формулы (4.19) имеет вторую степень
по u. Этот многочлен тоже задаёт наше отображение, при помощи системы
типа (4.3)

P (v, v̄, u) = 0, P
(
v, v̄,

αū+ β

γū+ δ

)
= 0.

Делая замену ū, её можно привести к виду, аналогичному (4.18):

P (v, v̄, u) = 0, P (v, v̄, ū) = 0.

Отличие от (4.18) заключается в том, что многочлен P по построению сим-
метричен относительно v, v̄. Итак, мы показали, что отображение класса [2:2]
приводится, дробно-линейными заменами двух из четырёх переменных, к ви-
ду, симметричному относительно перестановок u↔ ū и v ↔ v̄.

Задача при этом сводится к классификации многочленов A(u, ū, v), сим-
метричных по u, ū, но это то же самое, что классификация биквадратичных
многочленов a(u, v) = A(u, u, v). Остаётся лишь перебрать ответы, указанные
в теореме 2.21. Следует учесть, что таблица 2.4 для рассматриваемой сейчас
задачи является избыточной. Напомним, что при её выводе дробно-линейные
замены использовались лишь для приведения к каноническому виду много-
членов r1(u), r2(v), но не для упрощения самих биквадратичных многочленов;
кроме того, сейчас нас интересует ответ лишь с точностью до произвольного
множителя, и следует отсеивать многочлены степени ниже второй по любой
из переменных. В результате, вся таблица 2.4 сводится к многочленам a(u, v)
вида

u2v2 + u2 + v2 + γuv + δ, u2 + v2 + γuv + δ, (u− v)2 + u+ v.

Прямая проверка показывает, что отображения, отвечающие системе (4.18) с
A(u, ū, v) = 2a(u+ū

2 , v)− 1
2a(u, v)− 1

2a(ū, v) принадлежат орбитам отображений
(Fω), при любом выборе констант γ, δ.

В заключение, обсудим коротко отображения, отвечающие системам типа
(4.4). Рассмотрим нули квадратичных многочленов a(v) = δu,ūA = AuAū −
AAu,ū и b(v̄) = δu,ūB. Они отвечают тем значениям v и v̄, при которых много-
члены A и B становятся приводимыми. В случае общего положения эти нули
простые и дробно-линейные замены позволяют перевести их в 0 и∞, при этом
система (4.4) приводится к виду

v(u− µ1)(ū− ν1) + (u− µ2)(ū− ν2) = 0,

v̄(u− µ3)(ū− ν3) + (u− µ4)(ū− ν4) = 0

с некоторыми µi, νi ∈ CP1. Опять, в случае общего положения, каждая четвёр-
ка µi и νi состоит из простых точек, три из которых можно перевести в 0, 1,∞
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подходящими дробно-линейными преобразования по u и ū. В результате, вид
системы можно упростить до

v(ū− ν) = u(ū− 1), v̄(u− µ) = (u− 1)ū,

что приводит к отображению

ū =
u− νv
u− v

, v̄ =
(u− νv)(u− 1)

(u− v)(u− µ)
. (4.20)

Это и есть представитель двухпараметрической орбиты общего положения из
класса [1:2]. Можно перечислить и вырождения, получающиеся при совпаде-
нии некоторых из точек µi или νi, а также при кратных нулях многочленов
a(v) или b(v̄). Все эти случаи приводят к орбитам меньшей размерности. В
частности, линеаризуемое отображение (4.8), не содержащее параметров, яв-
ляется представителем общей орбиты из класса [1:1]. Этот пример показывает,
что отображения вида (4.4) также могут быть 3D-совместными, однако клас-
сификация 3D-совместных троек отсутствует. Судя по всему, такие тройки,
вообще говоря, состоят из отображений, принадлежащих разным орбитам и
даже разным классам (ср. с примерами смешанных троек квад-уравнений из
раздела 2.6). Ограничимся лишь одним примером.

Пример 4.10. Рассмотрим отображение

Gα,β(u, v) 7→ (ū, v̄), ū =
(βu− αv)(v − 1)

(u− v)(v − β)
, v̄ =

βu− αv
α(u− v)

,

эквивалентное (4.20), и отображение

Fα,β(u, v) 7→ (ū, v̄), ū =
(βu− αv)(v − 1)

(u− v)(v − β)
, v̄ =

(βu− αv)(u− 1)

(u− v)(u− α)
,

эквивалентное (FI) (при инволюции ui 7→ αi(u
i−1)/(ui−αi)). Тогда следующие

отображения совместны на кубе:

(u1
2, u

2
1) = Gα,β(u1, u2), (u1

3, u
3
1) = Gα,γ(u1, u3), (u2

3, u
3
2) = Fβ,γ(u2, u3),

(u1
23, u

2
13) = Gα,β(u1

3, u
2
3), (u1

23, u
3
12) = Gα,γ(u1

2, u
3
2), (u2

13, u
3
12) = F β

α
, γ
α

(u2
1, u

3
1).

4.5 Многополевые обобщения

Легко видеть, что в конструкции из раздела 4.2 коники могут быть замене-
ны на квадрики произвольной размерности. Действительно, все точки qij , q

i
jk,

участвующие в определении 3D-совместности, лежат в двумерной плоскости,
проходящей через начальные точки q1, q2, q3, и рассматривая сечение квадрик
этой плоскостью, мы возвращаемся к теореме 4.5. При таком обобщении мы
получаем квадрирациональные отображения на CPd × CPd, пользуясь пара-
метризацией квадрик при помощи стереографической проекции.
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Другая возможность заключается в том, чтобы поднять рассматриваемое
отображение Φ до отображения на объемлющем пространстве. Отображение
(4.5) задано на многообразии CP1 × CP1, реализованном как пара коник из
линейного пучка, отвечающих двум заранее выбранным параметрам α, β. Од-
нако, можно не фиксировать эти параметры заранее, а определять по началь-
ным точкам p, q ∈ CP2. Поскольку через каждую точку плоскости (не при-
надлежащую локусу) проходит единственная коника из пучка, это поднимает
отображение Φ до квадрирационального отображения на CP2 × CP2. Нетруд-
но видеть, что это отображение 3D-совместно, так как при любых неособых
начальных данных q1, q2, q3 ∈ CP2 мы возвращаемся к ситуации, описанной
в теореме 4.5; отличие только в том, что теперь не точки qi выбираются на
кониках Qi, а коники проводятся через заданные точки.

Ещё один, более интересный способ поднятия заключается в том, чтобы
сохранить параметры α, β, но ослабить требование, что коники принадлежат
линейному пучку. В данном случае удобно перейти к аффинным координатам.
Пусть 〈, 〉 обозначает евклидово скалярное произведение, тогда линейный пу-
чок коник на C2 или R2 записывается в виде

Qλ : Q(x, λ) = 〈x, (λS + T )x〉+ 〈λs+ t, x〉+ λσ + τ = 0, (4.21)

где S, T симметричные матрицы, s, t векторы, σ, τ скаляры. Пусть p ∈ Qα и q ∈
Qβ . В результате несложных вычислений для двух других точек пересечения
коник с прямой pq получаются формулы

p̄ = q +
(α− β)(〈q, Sq〉+ 〈s, q〉+ σ)

〈p− q, (αS + T )(p− q)〉
(p− q),

q̄ = p+
(α− β)(〈p, Sp〉+ 〈s, p〉+ σ)

〈p− q, (βS + T )(p− q)〉
(p− q).

(4.22)

Это не единственная форма записи, поскольку её можно менять в силу соот-
ношений Q(p, α) = Q(q, β) = 0. Например, если исключить отсюда α, β, то мы
придём к поднятию, описанному выше. Формулы (4.22) замечательны тем, что
в них исключены другие параметры, а именно, не участвуют вектор t и скаляр
τ . Оказывается, что это тоже позволяет интерпретировать начальные точки
p, q как свободные точки на плоскости, или в пространстве, если перейти от
коник к квадрикам.

Утверждение 4.11. Формулы (4.22) определяют 3D-совместное отображение
Cd × Cd → Cd × Cd для любой размерности d.

Доказательство. Достаточно рассмотреть случай d = 2. В этом случае век-
тор t и скаляр τ содержат три параметра, и их можно определить из урав-
нений Q(q1, α1) = Q(q2, α2) = Q(q3, α3) = 0. Действительно, нетрудно видеть,
что эти уравнения представляют собой линейную систему относительно t, τ ,
невырожденную в случае общего положения (определитель равен нулю, если
и только если точки qi коллинеарны). Вычислив t, τ , мы получаем линейный
пучок коник (4.21) и можем применить теорему 4.5.
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Отметим, что отображение (4.22) сохраняет смысл и для скалярного слу-
чая d = 1, и при различном выборе параметров приводит к отображениям
(FII)–(FV).

Комментарии к главе 4

Глава основана на работе Адлера, Бобенко и Суриса [16].
·B Абстрактное определение отображений Янга-Бакстера было введено Дрин-

фельдом [63], под именем теоретико-множественных решений уравнения Янга-
Бакстера. Ряд примеров для случая, когдаX конечное множество, был найден
Хиетаринтой [81], классификационные результаты для этого случая получены
Этингофом, Шедлером и Соловьёвым [67], см. также работу Лу, Яна и Жу
[111].
·B В этой главе нас интересует случай, когда X алгебраическое многооб-

разие, а R бирациональный изоморфизм на X × X. В работе Этингофа [66]
такие отображения называются “рациональной теоретико-множественной R-
матрицей”. Термин “отображения Янга-Бакстера”, которого мы придержива-
емся, предложен Веселовым в статьях [183, 184]. В этих работах исследовалась
связь таких отображений с понятием интегрируемости, в частности, были вве-
дены коммутирующие отображения монодромии и представления Лакса. Об-
щая конструкция представлений Лакса дана Сурисом и Веселовым [169].
·B Термин “квадрирациональное отображение” введён в [16], вместо “невы-

рожденного отображения” из [66].
·B В [63] рассматривался следующий пример отображения Янга-Бакстера:

ũi = 1− ui + uiui+1, ũi+1 =
uiui+1

1− ui + uiui+1
, ũj = uj , j 6= i, i+ 1.

Это отображение совпадает с сопутствующим для отображения (4.8) и явля-
ется линеаризуемым.
·B Пять проективных типов линейных пучков коник подробно рассматрива-

ются в книге Берже [39].
·B Вывод отображений Янга-Бакстера из квад-уравнений, близкий к пред-

ставленному в разделе 4.3, рассматривался в работе Папагеоргиу, Тонгаса и
Веселова [141]. В ней отмечено, что использование многомерной решётки (воз-
можное в силу 3D-совместности) позволяет построить башню замен, связыва-
ющую все рассматриваемые отображения. Следует отметить также, что заме-
ны указанные в теореме 4.7 согласованы с непрерывной динамикой, опреде-
ляемой соответствующими одевающими цепочками и уравнениями типа КдФ.
Это позволяет интерпретировать данные замены как дифференциальные под-
становки типа преобразования Миуры, при этом инварианты точечной группы
удовлетворяют модифицированным уравнениям типа КдФ (простейший при-
мер, связанный с (FV) подробно обсуждался в главе 1, см. также раздел 2.4).
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На уровне цепочек башня замен типа Миуры рассматривалась, в частности, в
работе [191] и в кандидатской диссертации автора.
·B В частности, отображение (FI) связано с преобразованием Бэклунда для

экспоненциального уравнения Калоджеро-Дегаспериса, и, как указано в рабо-
те [141], также с преобразованием Бэклунда для уравнения Эрнста. Пример
FV рассматривался Адлером [3] в связи с преобразованиями Дарбу для урав-
нения Шрёдингера, см. раздел 1.2.
·B Доказательство утверждения 4.9, приведённое в [16], основано на доволь-

но трудоёмком анализе сингулярных решений (как и в разделе 2.5.1 для квад-
уравнений). Достоинством этого подхода является то, что он сразу приводит
к отображениям в форме (Fω), в отличие от элементарного доказательства,
представленного в диссертации. По-видимому, анализ сингулярных решений
может привести и к общей классификации совместных отображений на кубе.
·B Ряд примеров, выходящих за рамки рассматриваемых здесь отображений

на CP1 × CP1 и их обобщений из раздела 4.5, содержится в работах [66, 183],
Гончаренко, Веселова [78], Папагеоргиу, Тонгаса [142].
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Глава 5

Уравнения типа Тоды

В этой главе приводится ряд результатов для дискретных и дифференциально-
разностных уравнений типа Тоды. Среди дискретных наиболее фундаменталь-
ными являются уравнения, возникающие из квад-уравнений на двудольных
квад-графах при ограничении на вершины одного типа. Возможность такого
ограничения обеспечивается трёхногой формой квад-уравнений. Для прило-
жений особенно важны уравнения на квадратной и треугольной решётках, яв-
ляющиеся разностными аналогами цепочек Тоды и Рудженарса-Тоды. Основ-
ные примеры связаны с дискретизациями уравнения Ландау-Лифшица. Для
уравнений специального вида, инвариантных относительно сдвига u→ u+ a,
развивается альтернативный, более простой подход, основанный на так назы-
ваемом преобразовании дуальности. Оказывается нетрудным получить списки
дискретных уравнений и цепочек, допускающих это преобразование.

5.1 Дискретные уравнения типа Тоды на графе

В этой главе рассматриваются графы, вложенные в ориентированную двумер-
ную поверхность. Множества вершин, рёбер и граней графа G обозначаются,
соответственно, V (G), E(G) и F (G). Дуальный граф G∗ строится следующим
образом: каждая грань G отождествляется с произвольно выбранной на ней
точкой (служащей вершиной для G∗), а каждое ребро G заменяется на пересе-
кающее его ребро, связывающее выбранные точки в смежных гранях. Будем
предполагать, что граф G односвязный, тогда G∗∗ = G. Кроме того, будем
предполагать, что в графах G и G∗ нет петель и двойных рёбер. Отсюда сле-
дует также, что в них нет граней, смежных с собой, и граней, смежных по
нескольким рёбрам.

Под дискретными уравнениями типа Тоды на графе G будут пониматься
уравнения вида ∑

j:(i,j)∈E(G)

fij(ui, uj) = 0, i ∈ V (G) (5.1)

относительно полевых переменных ui, приписанных вершинам графа. Урав-
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нения такого типа могут служить дискретным аналогом эллиптических урав-
нений, например, описывать равновесное положение системы шариков, соеди-
нённых пружинами (отвечающими рёбрам графа). В случае регулярных ре-
шёток такие уравнения могут описывать также эволюционную систему, если
одно из направлений на Z2 интерпретировать как дискретную пространствен-
ную переменную, а второе как дискретное время.

Представление нулевой кривизны для уравнений (5.1) определяется в тер-
минах ψ-функций ψa(λ), заданных в вершинах a дуального графа G∗ (то есть,
на гранях G), и связывающих их матриц перехода вдоль рёбер G∗ (то есть,
поперёк рёбер G):

ψb = Lba(λ)ψa,

с некоторой матрицей, зависящей от полевых переменных u и спектрального
параметра λ.

Определение 5.1. Матрицы L задают представление нулевой кривизны для
уравнения (5.1) если оно эквивалентно следующему условию: для любого за-
мкнутого пути вдоль рёбер дуального графа произведение соответствующих
матриц равно скалярной матрице.

Проверка того, что данный набор матриц L определяет представление ну-
левой кривизны сводится к проверке для двух элементарных типов путей на
G∗: переход по ребру и обратно; циклический обход вокруг грани (или, в тер-
минах G, обход вокруг вершины по инцидентным с ней граням, см. рис. 5.1).
Эти условия записываются в виде

LabLba = const I, (5.2)
La1,aNLaN ,aN−1 · · ·La2,a1 = const I. (5.3)

Нетрудно видеть, что в силу первого равенства начальная точка и направление
обхода во втором равенстве несущественны.

u0

a1

a2

a3

a4

a5

u1

u2

u3

u4

u5

Рис. 5.1. Обход вокруг вершины
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Рис. 5.2. Обозначения для вершин G∗ и разметка углов:
a = a−ij = a+ji, b = a+ij = a−ji,

α = α−ij = α−ji, β = α+
ij = α+

ji

Данное определение является весьма общим. Не исключается случай, когда
законы взаимодействия соседей, определяемые функциями fij в (5.1), различ-
ны для разных рёбер. Соответственно, структура матриц L, определяющих
переход через эти рёбра, также может быть разной. Несколько примеров та-
кого типа, на квадратной и треугольной решётках, будет указано в разделе
5.4. Пока же мы рассмотрим такие законы взаимодействия, чтобы отвечаю-
щие им уравнения допускали представления нулевой кривизны независимо от
структуры графа. Прежде чем привести пример, показывающий, что такие
уравнения вообще существуют, дадим следующее определение.

Пусть в каждой грани a графа G каждому углу с вершиной i приписан
некоторый параметр α(a, i). Будем говорить, что этот набор параметров на G
является разметкой, если для каждого ребра (i, j), разделяющего грани a и
b, выполняются равенства (см. рис. 5.2)

α(a, i) = α(b, j), α(b, i) = α(a, j). (5.4)

Чтобы упростить обозначения, удобно воспользоваться взаимной ориентацией
дуальных рёбер (i, j) ∈ E(G) и (a, b) ∈ E(G∗), индуцированной ориентацией
поверхности. Положим

a = a−ij = a+
ji, b = a+

ij = a−ji, (5.5)

если пара направленных рёбер (i, j) и (a, b) имеет положительную ориентацию
в точке пересечения. (Например, можно считать, что при переходе из грани a
в b через ребро (i, j) вершина i оказывается слева, как на рис. 5.2). Для па-
раметров тогда можно принять обозначение α±ij = α(a±ij , i). При этом условие
разметки запишется, как

α±ij = α±ji.
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Пример 5.2. В качестве простейшего примера рассмотрим, на графе с задан-
ной разметкой, уравнение вида∑

j:(i,j)∈E(G)

α+
ij − α

−
ij

ui − uj
= 0, i ∈ V (G). (5.6)

Отметим, что оно является уравнением Эйлера-Лагранжа δL = 0 для функ-
ционала

L =
∑

(i,j)∈EG

(α+
ij − α

−
ij) log(ui − uj).

Покажем, что это уравнение обладает представлением нулевой кривизны с
матрицами

La+ij ,a
−
ij

= L(ui, uj ;α
−
ij , α

+
ij ;λ),

где

L(u, v;α, β;λ) = (λ− α)I + (α− β)S(u, v), S(u, v) =
1

u− v

(
u 1
−uv −v

)
.

При этом условия (5.2) и (5.3) записываются в виде

L(v, u;α, β;λ)L(u, v;α, β;λ) = const I,

LN . . . L2L1 = const I, Ln = L(u0, un;αn−1, αn;λ),

где αn = α+
0,n = α−0,n+1 угловые параметры в вершине 0, при нумерации инци-

дентных с ней вершин по циклу от n = 1 до n = N , как на рис. 5.1.
Легко проверить тождества

S(u, v) + S(v, u) = I, S(u, v)S(u,w) = S(u, v),

откуда находим

L(v, u;α, β;λ)L(u, v;α, β;λ) = (λ− α)(λ− β)I.

Далее, используя свойство SmSn = Sm, где Sn = S(u0, un), нетрудно доказать
по индукции формулу

Ln . . . L1 = (λ− αn−1) . . . (λ− α1)

×
(
(λ− αN )I + (αN − α1)S1 + (α1 − α2)S2 + · · ·+ (αn−1 − αn)Sn

)
,

и тогда условие LN . . . L2L1 = (λ− αN ) · · · (λ− α1)I сводится к равенству

(αN − α1)S1 + (α1 − α2)S2 + · · ·+ (αN−1 − αN )SN = 0,

что эквивалентно (5.6). Из этого вычисления уже видно, что выполнение тож-
дества (5.3) для вершины любой валентности происходит благодаря опреде-
лённому телескопическому сокращению “лишних” членов, возникающих при
перемножении матриц Ln. Механизм этого сокращения полностью объясняет-
ся в следующем разделе.
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5.2 Связь с уравнениями на квад-графах

Пусть G граф, вложенный в двумерную поверхность, со всеми оговорками
сделанными в начале предыдущего раздела. Имеется простая конструкция,
позволяющая построить по нему некоторый квад-граф G+, вложенный в эту
же поверхность. Именно, к вершинам G+ отнесём вершины самого графа G и
его дуального G∗; в качестве рёбер рассмотрим кривые на поверхности, соеди-
няющие вершины i ∈ G и вершины a ∈ G∗, отвечающие граням, инцидентным
с i. При этом грани G+ будут четырёхугольниками, у которых диагоналями
служат взаимно дуальные рёбра (i, j) ∈ E(G) и (a, b) ∈ E(G∗). Такой квад-
граф G+ называется дублем G (см. рис. 5.3). Наоборот, пусть квад-граф Γ
двудольный, то есть, его вершины разбиты на два подмножества (на рисунках
они отличаются цветом) и рёбра соединяют вершины разного типа. Тогда два
графа, рёбрами которых служат диагонали квад-графа, соединяющие верши-
ны одного типа, дуальны друг другу.

Нетрудно видеть, что при таком соответствии правило (5.4) разметки уг-
лов графа G есть не что иное как уже знакомое нам из раздела 3.1 правило
разметки рёбер квад-графа G+, ср. рис. 5.2 и 5.4

Замечательным образом, и сами дискретные цепочки Тоды тесно связаны
с квад-уравнениями. Эта связь возникает благодаря трёхногой форме послед-

Рис. 5.3. Граф G, дуальный граф G∗, дубль G+.

i j

a

b

Α

Β Α

Β

Рис. 5.4. Разметка рёбер дубля G+
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них. Действительно, пусть на дубле G+ задано решение квад-уравнения (2.5)
со свойством симметрии квадрата (2.6), (2.7) и обладающего трёхногой фор-
мой (2.28)

f(u, uij ;αi, αj) = g(u, ui;αi)− g(u, uj ;αj).

Суммирование этих соотношений для граней квад-графа, инцидентных дан-
ной вершине валентности N даёт∑

i∈ZN

f(u, ui,i+1;αi, αi+1) = 0,

что отличается от (5.1) лишь способом нумерации вершин (ср. рис. 5.1 и 5.5).
В обозначениях из предыдущего раздела это уравнение запишется как∑

j:(i,j)∈E(G)

f(ui, uj ;α
−
ij , α

+
ij) = 0, i ∈ V (G). (5.7)

Ясно, что такие же уравнения возникают и для вершин из G∗, и система квад-
уравнений на G+ распадается на две системы типа Тоды на G и G∗.

Если, наоборот, дано решение уравнения (5.7) на G, с функциями f из
трёхногой формы некоторого квад-уравнения, то его можно продолжить до
решения этого квад-уравнения на G+. Для этого достаточно выбрать, произ-
вольным образом, значение u в одной из вершинG∗. Так как графG∗ односвяз-
ный, то значения в остальных вершинах можно вычислить при помощи самого
квад-уравнения. То, что эти значения будут совпадать независимо от порядка
вычислений, то есть, при разных обходахG∗, следует из совпадения при обходе
вокруг одной вершины, но это как раз обеспечивается трёхногой формой урав-
нения. При этом мы фактически приходим к понятию представления нулевой
кривизны, с переменными на G∗ выступающими в роли ψ-функций. Прежде
чем сформулировать точный результат, следует оговориться, что указанное
соответствие между уравнениями типа Тоды и квад-уравнениями не является
взаимно-однозначным.

u
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u4
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u23

u34

u45

u51

Рис. 5.5. Суммирование трёхногих форм
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Во-первых, из таблицы 2.3 трёхногих форм видно, что “длинные ноги” f
совпадают для уравнений (Q0

3) и (Hδ
3), (Q1

1) и (H2), (Q0
1) и (H1), поэтому эти

пары квад-уравнений порождают одни и те же уравнения типа Тоды. Напри-
мер, уравнение (5.6) получается как из (Q0

1), так и из (H1).
Во-вторых, имеется неоднозначность при восстановлении параметров квад-

уравнения. Из таблицы видно, что все “длинные ноги” зависят лишь от раз-
ности параметров α− β (в случае (Q0

3)-(Hδ
3), после замены α→ eα). Поэтому

данному уравнению типа Тоды отвечает однопараметрическое семейство по-
рождающих его квад-уравнений

Q(u, ui, uj , uij ;αi + λ, αj + λ) = 0, (5.8)

причём нетрудно убедиться, что в самом уравнении зависимость от λ не про-
падает, за исключением случаев (H1) и (H0

3 ). Это обстоятельство позволяет
доказать следующую теорему.

Теорема 5.3. Все уравнения типа Тоды, возникающие из уравнений спис-
ка 2.1 при ограничении на вершины одного типа на двудольном квад-графе,
обладают представлениями нулевой кривизны в смысле определения 5.1.

Доказательство. Достаточно переписать (5.8) как дробно-линейное преобра-
зование переменных на одной диагонали квадрата (принадлежащей E(G∗)), с
коэффициентами зависящими от переменных на второй диагонали (принад-
лежащей E(G)):

uj = L(u, uij , αi + λ, αj + λ)[ui].

Нормированная матрица этого преобразования и служит матрицей перехода
вдоль рёбер E(G∗). Выполнение тождества (5.3) следует из сокращения пере-
менных ui при суммировании трёхногих форм.

В случае уравнений (H1) и (H0
3 ) зависимость от λ пропадает, как было

сказано выше, поэтому построенные таким образом матрицы не представля-
ют интереса. Вместо них годятся матрицы, построенные, соответственно, по
уравнениям (Q0

1) и (Q0
3), приводящим к тем же самым уравнениям Тоды (в

частности, по (Q0
1) строятся матрицы из примера 5.2).

Существует ли интегрируемое уравнение типа Тоды, которое нельзя полу-
чить из некоторого квад-уравнения, в настоящее время неизвестно. В разделе
5.4 для случая треугольной решётки будет предложена некоторая специальная
конструкция, приводящая к списку уравнений типа Тоды, в котором попада-
ются примеры с разными функциями f на рёбрах, в отличие от (5.7). Однако,
они тоже получаются из квад-уравнений, если отказаться от симметричности
и размещать на гранях квад-графа уравнения разного вида. Всё, что нужно
при этом обеспечить, это взаимное сокращение “коротких ног” g. Понятно, что
систематическое исследование таких обобщений весьма утомительно, и мы не
будем его проводить.
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На произвольном графе рассмотрим только один пример, связанный с
понижением симметрии квад-уравнения до симметрии ромба. При этом вид
трёхногой формы отличается в зависимости от того, относится ли вершина
трёхногой формы к графу G или G∗, но так как при суммировании вокруг
вершины используются формулы одного типа, то “короткие ноги” g сокраща-
ются, как и раньше. Отличие от симметричного случая заключается в том,
что уравнения на G и G∗ определяются разными функциями f . Тем не менее,
для квад-уравнений (Hδ,ε

3 ), (Hε
2), (Hε

1) из раздела 2.6 можно проверить, что
при этом новых уравнений Тоды не возникает.

Пример 5.4. Рассмотрим уравнение (Hε
1) при ε = −1 (без потери общности),

переписав его в виде

(u− ũ)(v − ṽ) + (β − α)(1− uũ) = 0.

Переменные u, ũ отнесём к графу G, а переменные v, ṽ к G∗, и будем счи-
тать, что параметры α и β приписаны, соответственно, рёбрам (u, v) и (u, ṽ).
Трёхногая форма с центром u очевидна:

(β − α)
1− uũ
u− ũ

= ṽ − v.

Может показаться, что это даёт новую цепочку Тоды, поскольку “длинная
нога” не содержится в таблице 2.3, но это не так. Действительно, можно пе-
реписать эквивалентно

(β − α)
1− u2

u− ũ
= (ṽ − βu)− (v − αu)

откуда видно, что после суммирования и сокращения общего множителя 1−u2

мы получим уже знакомое нам уравнение (5.6).
Чтобы найти трёхногую форму с центром u, перепишем уравнение в виде

p =
1− uũ
u− ũ

=
ṽ − v
β − α

и заметим, что p±1 = (1±u)(1∓ũ)/(u−ũ). Отсюда следует мультипликативая
трёхногая форма

ṽ − v + α− β
ṽ − v − α+ β

=
1 + ũ

1− ũ

/1 + u

1− u
,

с той же “длинной ногой”, что и для симметричных квад-уравнений (Q1
1) и

(H2). Соответствующее уравнение на G∗ имеет вид

∏
j:(i,j)∈E(G∗)

vj − vi + α+
ij − α

−
ij

vj − vi − α+
ij + α−ij

= 1, i ∈ V (G∗).
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5.3 Уравнения типа Тоды на треугольной решётке

Теория уравнений на произвольных графах является, пожалуй, слишком об-
щей. Для приложений более важен случай регулярных решёток, хотя бы по-
тому что для них можно рассматривать предельные переходы к непрерывным
моделям. Квадратная решётка с 5-точечными уравнениями типа Тоды

f(u, u1) + f̄(u, u−1) + g(u, u2) + ḡ(u, u−2) = 0 (5.9)

является, конечно, наиболее простым примером. Более интересной оказыва-
ется треугольная решётка с 7-точечными уравнениями

f(u, u1) + f̄(u, u−1) + g(u, u2) + ḡ(u, u−2)

+ h(u, u1,2) + h̄(u, u−1,−2) = 0 (5.10)

(в этом и следующих разделах индекс i будет обозначать сдвиг по i-му коорди-
натному направлению, −i обратный сдвиг). Как и раньше, уравнения типа То-
ды будут трактоваться, как ограничение некоторой системы квад-уравнений
на вершины одного типа в двудольном квад-графе. Специфические и краси-
вые свойства 7-точечных уравнений связаны с тем, что треугольная решётка
естественным образом реализуется, как секущая плоскость решётки Z3, орто-
гональная какой-либо из больших диагоналей кубической ячейки. Таким об-
разом, в игру вступает свойство 3D-совместности, которое до сих пор явно не
использовалось (правда, свойство трёхногости ему практически эквивалентно,
как показано в разделе 2.3).

Предположим, что рассматриваемое уравнение имеет вид

f(u, u1, γ − α) + f(u, u−1, γ − α) + f(u, u2, β − γ) + f(u, u−2, β − γ)

+ f(u, u1,2, α− β) + f(u, u−1,−2, α− β) = 0, (5.11)

где функция f определяет одну из “длинных ног” в таблице 2.3, после пере-
хода к аддитивной записи. Параметры α, β, γ будем считать, для простоты,
постоянными на всей решётке.

Теорема 5.5. Существует рациональное отображение T : ũ = R(u, u1, u1,2),
переводящее решения уравнения (5.11) в решения. Это отображение обратимо
в силу уравнения, и обратное имеет вид T−1 : u = R(ũ, ũ−1, ũ−1,−2). Трёхмер-
ная решётка, порождённая итерациями отображения T , изоморфна чётной
подрешётке {(m,n, k) ∈ Z3 : m+ n+ k ∈ 2Z} кубической решётки, и несёт на
себе, помимо (5.11), ещё три 7-точечных уравнения типа Тоды, а также три
5-точечных.

Доказательство. Разместим переменные u на плоскости m − n − k = 0, де-
лая переобозначение u(m,n) → u(m,n,m − n). При этом каждому члену в
уравнении (5.11) будет отвечать диагональ некоторой квадратной ячейки, то
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Рис. 5.6. Вложение треугольной решётки в кубическую;
отображение T

есть дубль треугольной решётки будет реализован как поверхность в Z3 (она
изображена на рис. 5.6). Нетрудно убедиться, что параметры α, β, γ отвеча-
ют при этом координатным направлениям. Сопоставим каждой квадратной
грани в Z3 квад-уравнение, отвечающее данной функции f , и зададим до-
полнительное начальное значение u в одной вершине дуального графа. Поль-
зуясь 3D-совместностью, продолжим решение на Z3. При этом переменные
u(m,n,m− n± 2) будут лежать в плоскостях, параллельных исходной, и удо-
влетворять уравнению (5.11). В силу свойства тетраэдральности (см. раздел
2.1), для вычисления этих переменных нужны только исходные значения u.
Это и приводит к отображениям T±1.

Дополнительные 7-точечные уравнения возникают при ограничении по-
строенного решения на плоскости m − n + k = const, m + n − k = const и
m + n + k = const, а 5-точечные при ограничении на координатные плоско-
сти.

Как уже отмечалось в предыдущем разделе, продолжение решения на ду-
альную решётку неединственно, из-за совпадений в списке ног и сдвига пара-
метров; кроме того, имеется произвол в выборе дополнительного начального
данного. Соответственно, неединственно и продолжение решения на всю ре-
шётку Z3. Тем не менее, нетрудно видеть, что ограничение этого продолже-
ния на чётную подрешётку единственно. Действительно, отображение T , рас-
сматриваемое как квад-уравнение, имеет трёхногую форму, в которую входят
только заданные функции f .

Параметры на кубической решётке могут меняться вдоль соответствующе-
го направления, так как можно считать, что α, β, γ зависят, соответственно,
от m,n, k. Это приводит к уравнениям (5.11) с переменными параметрами,
подчиняющимися условию разметки (5.4).
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5.4 Преобразования дуальности на треугольной ре-
шётке

5.4.1 Преобразования дуальности

В этом разделе мы рассмотрим весьма частный класс 7-точечных уравнений
общего вида

(T1 − 1)f(x) + (T2 − 1)g(y) + (T1T2 − 1)h(z) = 0, (5.12)

где x, y, z обозначают разности

x = u− u−1, y = u− u−2, z = u− u−1,−2.

Чтобы исключить 5-точечные уравнения, будем предполагать, что f ′g′h′ 6= 0.
Этот класс уравнений не так важен, как (5.11): из таблицы 2.3 следует, что в
нём не содержится уравнений, связанных с (Q4), (Q1

3) и (Q2). С другой сторо-
ны, упрощение вида уравнений позволяет выработать альтернативный подход
к классификации, приняв к качестве определения наличие преобразования T
из теоремы 5.5. При этом не предполагается, что оно рационально и как-то
связано с ранее изучавшимися квад-уравнениями. Помимо методического зна-
чения, это даёт также несколько примеров, которые не содержатся в классе
(5.11), поскольку отвечают разным функциям f, g, h.

Отметим, что любая из переменных x, y, z выражается через две другие,
например z = x+ y−1 = y + x−2, и выполняется тождество

(T1 − 1)y2 = (T2 − 1)x1. (5.13)

Уравнение (5.12) допускает закон сохранения импульса, вытекающий, соглас-
но теореме Нётер, из инвариантности функции Лагранжа L =

∑
m,n(p(x) +

q(y)+r(z)) относительно сдвига u→ u+const. Запишем этот закон сохранения
двумя (эквивалентными по модулю полной дивергенции) способами:

(T1 − 1)(f(x) + h(z2)) + (T2 − 1)(g(y) + h(z)) = 0

⇔ (T1 − 1)(f(x) + h(z)) + (T2 − 1)(g(y) + h(z1)) = 0.

Эти формулы позволяют ввести новые разности X,Y и X̃, Ỹ , отвечающие
переменным U и Ũ (определённым с точностью до сдвига). Определим преоб-
разования

S+ : (X,Y−1) = S(x, y2), S− : (X̃−2, Ỹ ) = S(x1, y), (5.14)

где отображение S : (x, y)→ (X,Y ) задаётся формулами

S : X = g(y) + h(x+ y), Y = −f(x)− h(x+ y). (5.15)

Чтобы переписать уравнения в новых переменных, нужно разрешить уравне-
ния (5.14) относительно x, y и использовать тождество (5.13). Вообще говоря,
уравнения для X,Y и X̃, Ỹ различны.
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f(x) g(y) h(z)

α− γ
x

γ − β
y

β − α
z

(A)

(α− γ) cothx (γ − β) coth y (β − α) coth z (B)

log
x+ α− γ
x− α+ γ

log
y + γ − β
y − γ + β

log
z + β − α
z − β − α

(C)

log x log y log(1− 1/z) (D)

− ex e−y
1

1 + ez
(E)

log(ex − 1) log(ey − 1) − log(ez − 1) (F)
− log(e−x − 1) log(ey − 1) − z (G)

log(ex + 1) log(e−y − 1) log
ez + α

ez + 1
(H)

log
αex − γ
γex − α

log
γey − β
βey − γ

log
βez − α
αez − β

(I)

Список 5.1. Дискретные уравнения Тоды

(T1 − 1)f(u− u−1) + (T2 − 1)g(u− u−2) + (T1T2 − 1)h(u− u−1,−2) = 0,

допускающие преобразование дуальности.

Определение 5.6. Уравнение (5.12) допускает преобразование дуальности
(5.14), (5.15), если отображение S обратимо и переменные U , Ũ удовлетворяют
одному и тому же уравнению. Последнее называется дуальным к (5.12).

Данное определение достаточно жёстко и позволяет выделить интегриру-
емые уравнения. Основным результатом является следующий список.

Теорема 5.7. Уравнения (5.12) допускающие преобразование дуальности ис-
черпываются, с точностью до замен вида ũ(m,n) = λu(m,n) + µm+ µn+ κ и
перестановки осей x, y, z, наборами функций f, g, h из списка 5.1.

Преобразование дуальности (5.14), (5.15) связывает пары уравнений, от-
вечающих наборам (B) и (C), (D) и (E), (F) и (G), а уравнения, отвечающие
наборам (A), (H) и (I) дуальны сами себе (с точностью до линейной замены
переменных).

Заметим, что случаи (A) и (B) связаны точечной заменой u = e2ũ (эта
эквивалентность уже фактически обсуждалась в примере 5.4). Таким образом,
для этих уравнений имеется два преобразования дуальности. Это объясняется
тем, что лагранжиан

∑
((α−γ) log x+(γ−β) log y+(β−α) log z) инвариантен не
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только относительно сдвига u→ u+ c, но и относительно растяжения u→ cu,
что приводит к ещё одному закону сохранения.

Что касается сравнения с уже известными квад-уравнениями, то из табли-
цы 2.3 очевидно, что случаи (A), (C), (I) порождены, соответственно, трёхно-
гими формами для уравнений (H1) или (Q0

1), (H2) или (Q1
1), (Hδ

3) или (Q0
3).

Происхождение остальных примеров поясняет сравнение с конструкцией
из предыдущего раздела. Нетрудно понять, что переменные U, Ũ имеют смысл
переменных на дуальном графе треугольной решётки. На рис. 5.6 слева они
отвечают белым вершинам. Грани треугольной решётки распадаются на два
класса (треугольники остриём вверх или вниз), и переменные U отвечают
одному классу, а переменные Ũ второму. Подробно вложение в трёхмерную
решётку описано в разделе 5.4.3. Впрочем ответ нетрудно угадать уже сейчас.

Утверждение 5.8. Уравнение (5.12) и его дуальное возникают на наклонных
плоскостях m + n + k = const решётки Z3, если на гранях последней заданы
3D-совместные квад-уравнения вида

u12 − u = f(u2 − u1), u23 − u = g(u3 − u2), u13 − u = h(u1 − u3),

для нечётных вершин u (играющих роль дуальных переменных), и вида

u12 − u = F (u2 − u1), u23 − u = G(u3 − u2), u13 − u = H(u1 − u3)

для чётных вершин u.

Таким образом, классификационную задачу можно переформулировать,
как вопрос о 3D-совместности систем квад-уравнений такого типа. Напомним,
что примеры 3D-совместных систем на чёрно-белой решётке уже приводились
в разделе 2.6.

5.4.2 Доказательство классификационной теоремы

В следующей теореме устанавливается характеристическое свойство отобра-
жения S. Из него следует, что преобразование дуальности не выводит из мно-
жества уравнений вида (5.12), и что отношение дуальности симметрично.

Теорема 5.9. Уравнение (5.12) допускает преобразование дуальности, если и
только если отображение обратное к (5.15) имеет вид

S−1 : x = G(Y ) +H(X + Y ), y = −F (X)−H(X + Y ). (5.16)

При этом дуальное уравнение имеет вид

(T1 − 1)F (X) + (T2 − 1)G(Y ) + (T1T2 − 1)H(Z) = 0. (5.17)
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Доказательство. Пусть S−1 задаётся отображением

x = Φ(X,Y ), y = Ψ(X,Y ),

тогда преобразования, обратные к (5.14) имеют вид

S−1
+ : x = Φ(X,Y−1), y2 = Ψ(X,Y−1),

S−1
− : x1 = Φ(X̃−2, Ỹ ), y = Ψ(X̃−2, Ỹ )

и исключение x, y при помощи тождества (5.13) даёт уравнения

Φ(X1,2, Y2)− Φ(X1, Y )−Ψ(X1, Y ) + Ψ(X,Y−1) = 0,

Φ(X̃, Ỹ2)− Φ(X̃−2, Ỹ )−Ψ(X̃1, Ỹ1,2) + Ψ(X̃, Ỹ2) = 0.
(5.18)

Легко проверить, что для Φ,Ψ вида (5.16) оба уравнения совпадают с (5.17).
Наоборот, допустим, что уравнения (5.18) совпадают, и покажем, что тогда

Φ,Ψ имеют вид (5.16). Чтобы сравнить уравнения, опустим тильду во втором
из них и перепишем его, при помощи тождества (5.13), в виде

Φ(X,Y2)− Φ(X + Y−1 − Y, Y )−Ψ(X1, X1,2 + Y2 −X1) + Ψ(X,Y2) = 0,

то есть в тех же переменных X1,2, X1, X, Y2, Y, Y−1, что и первое. Считая X1,2

функцией от остальных переменных из этого набора (нетрудно видеть, что
они независимы), получим для ∂X1,2/∂Y2 два выражения:

−Φ(0,1)(X1,2, Y2)

Φ(1,0)(X1,2, Y2)
=

Φ(0,1)(X,Y2) + Ψ(0,1)(X,Y2)

Ψ(0,1)(X1, X1,2 + Y2 −X1)
− 1.

Это равенство должно выполняться тождественно. Дифференцируя его по X
и X1, получаем

Φ(1,1)(X,Y2) + Ψ(1,1)(X,Y2) = 0, ∂X1Ψ(0,1)(X1, X1,2 + Y2 −X1) = 0,

откуда находим

Φ(X,Y ) + Ψ(X,Y ) = G(Y )− F (X), Ψ(X,Y ) = K(X)−H(X + Y ).

Доказательство завершает сравнение с формулой

Φ(X,Y ) = L(Y ) +M(X + Y ),

которая выводится аналогичным образом: сначала получаем тождество

−Ψ(1,0)(X,Y−1)

Ψ(0,1)(X,Y−1)
=

Φ(1,0)(X,Y2) + Ψ(1,0)(X,Y2)

Φ(1,0)(X + Y−1 − Y, Y )
− 1,

вычисляя ∂Y−1/∂X, и затем дифференцируем его по Y .
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Доказанная теорема сводит описание уравнений, допускающих преобра-
зование дуальности, к задаче перечисления троек функций f, g, h, для кото-
рых преобразование обратное к (5.15) имеет вид (5.16). Это означает, что,
во-первых, якобиан ∆ = f ′g′ + g′h′ + h′f ′ отображения (5.15) должен быть
отличен от нуля и, во-вторых, должны выполняться равенства

xXY + yXY = 0, xXY = xXX , yXY = yY Y .

Эти три соотношения эквивалентны друг другу. Действительно, матрица Яко-
би равна (

xX yX
xY yY

)
=

1

∆

(
−h′ f ′ + h′

−g′ − h′ h′

)
,

откуда xX = −yY . Несложное вычисление показывает, что единственное остав-
шееся условие сводится к функциональному уравнению

(g′ + h′)
f ′′

f ′
+ (f ′ + h′)

g′′

g′
= (f ′ + g′)

h′′

h′

относительно f(x), g(y) и h(x + y). Обозначив f ′ = 1/a, g′ = 1/b, h′ = 1/c,
перепишем его в более удобной форме:

(b(y) + c(x+ y))a′(x) + (a(x) + c(x+ y))b′(y) = (a(x) + b(y))c′(x+ y). (5.19)

К решению этого уравнения и сводится классификационная задача, при усло-
вии a(x) + b(y) + c(x + y) 6= 0 (эквивалентном ∆ 6= 0). Функции a, b, c можно
умножать на произвольную постоянную и допускаются линейные замены

x̃ = λx+ µ, ỹ = λy + ν ⇔ ũ(m,n) = λu(m,n) + µm+ νn+ κ,

а также перестановки осей x, y, z.
Случай, когда две из трёх функций постоянны, можно считать вырожден-

ным и в дальнейшем мы исключим его из рассмотрения. Действительно, если
a и b постоянны, то из (5.19) следует, что либо c также постоянна, либо a = −b,
а c произвольна. В первом случае уравнение (5.12) линейно, а во втором имеет
вид

u1 + u−1 − u2 − u−2 + h(u1,2 − u)− h(u− u−1,−2) = 0

и “интегрированием” (T1T2 − 1)−1 сводится к квад-уравнению:

u1 − u2 + h(u1,2 − u) = const .

Лемма 5.10. Функции a, b, c удовлетворяют уравнениям

(a′)2 = δa2 + 2αa+ ε, (b′)2 = δb2 + 2βb+ ε, (c′)2 = δc2 + 2γc+ ε. (5.20)
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Доказательство. Покажем, что функции a(x) и b(y) удовлетворяют уравне-
нию

(a′′ − b′′)(a+ b)− (a′)2 + (b′)2 = k(a− b), k = const . (5.21)

Для этого исключим c из (5.19). Применив оператор ∂x−∂y, получим систему
линейных уравнений относительно c+ a, c′:(

a′ + b′ −a− b
a′′ − b′′ b′ − a′

)(
c+ a
c′

)
= (a− b)

(
a′

a′′

)
.

Её определитель D равен левой части равенства (5.21). Если он тождественно
равен нулю, то формула (5.21) доказана, в противном случае имеем

c+ a =
a− b
D

(aa′′ − (a′)2 + a′′b+ a′b′), c′ =
a− b
D

(a′′b′ + a′b′′),

откуда (a− b
D

)
y
(aa′′ − (a′)2 + a′′b+ a′b′) = 0.

Допустим, что второй множитель равен нулю. Если a′ 6=≡ 0, то b′ = −a′′b/a′+
a′ − aa′′/a′, откуда b′′ = −a′′b′/a′, но тогда легко проверить, что D = 0. Если
a′ = 0, то c + a = 0, что приводит к исключённому выше вырожденному
случаю. Таким образом, можно считать, что второй множитель отличен от
нуля, откуда ((a − b)/D)y = 0. В силу симметрии между a и b, выполняется
также равенство ((a− b)/D)x = 0 и формула (5.21) доказана.

Далее, перепишем (5.21) в виде( a′

a+ b

)
x

=
b′′ + k

a+ b
− (b′)2 + 2kb

(a+ b)2
,

умножим на a′/(a+ b) и проинтегрируем по x. Это даст

(a′)2 = δ(y)(a+ b)2 − 2(b′′ + k)(a+ b) + (b′)2 + 2kb.

Меняя местами a и b, получим

(b′)2 = δ̃(x)(a+ b)2 − 2(a′′ + k)(a+ b) + (a′)2 + 2ka.

Вычитая одно уравнение из другого получим, с учетом (5.21), δ̃ = δ = const.
Складывая и деля на a + b, получим a′′ + b′′ = δ(a + b) − k. Разделение пере-
менных приводит к уравнениям (a′)2 = δa2 + 2αa+ ε, (b′)2 = δb2 + 2βb+ ε̃, где
α+β = −k, и подстановка в (5.21) дает ε = ε̃. Третье уравнение (5.20) следует
автоматически из симметрии осей x, y, z.

Уравнения (5.20) решаются в элементарных функциях. Не любое решение
этой системы удовлетворяет уравнению (5.19). Ответ находится с точностью
до нескольких постоянных, которые проще всего уточнить непосредственной
подстановкой в (5.19). Этот анализ не представляет принципиальных трудно-
стей и доказательство теоремы 5.7 получается прямым перебором.
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5.4.3 Вложение в кубическую решётку

Классификация, основанная на преобразовании дуальности, не срабатывает
для 5-точечных уравнений

(T1 − 1)f(u− u−1) + (T2 − 1)g(u− u−2) = 0,

поскольку для них преобразования S+ и S− всегда совпадают и определение
5.6 становится бессодержательным. Тем не менее, некоторый набор приме-
ров можно извлечь из результатов, полученных для 7-точечных уравнений.
Покажем, что преобразование дуальности порождает трёхмерную решётку,
описанную в разделе 5.3 и содержащую четыре 7-точечных и три 5-точечных
уравнения. При этом будет получено и доказательство утверждения 5.8.

Рассмотрим итерации преобразования T3 = S−1
− S+, полагая u(m,n, 0) =

u(m,n) и

U(m,n, k) = S+[u(m,n, k)], U(m,n, k − 1) = S−[u(m,n, k)]

(соответственно, сдвиг по k будем обозначать индексом 3). Уравнения (5.12),
(5.17) можно переписать в смешанных переменных x,X. Действительно, из
(5.14), (5.15) имеем соотношения

X−2 = g(y) + h(x−2 + y), X−3 = g(y2) + h(x1,2 + y2),

в силу которых уравнение (5.12) записывается, как

(T1 − 1)f(x) +X−3 −X−2 = 0. (5.22)

Аналогично, в силу (5.16) уравнение (5.17) эквивалентно

(T1 − 1)F (X) + x1,2 − x1,3 = 0.

“Интегрирование” (T1 − 1)−1 даёт (постоянные интегрирования можно поло-
жить равными нулю не теряя общности, поскольку функции определяются по
уравнениям (5.12), (5.17) неоднозначно)

f(u1 − u) = U−2 − U−3, F (U − U−1) = u3 − u2. (5.23)

Из последнего уравнения имеем X = F−1(u3 − u2) и подстановка в (5.22)
приводит к 5-точечному уравнению

(T1 − 1)f(u− u−1)− (T−1
2 T3 − 1)F−1(u− u2,−3) = 0

в плоскости n + k = const. Поскольку роли переменных x, y, z в исходном
уравнении равноправны, аналогичные вычисления можно повторить, перепи-
сывая его в смешанных переменных y, Y или z, Z. Это приводит к 5-точечным
уравнениям

(T2 − 1)g(u− u−2)− (T1T3 − 1)G−1(u− u−1,−3) = 0,

(T1T2 − 1)h(u− u−1,−2) + (T3 − 1)H−1(u− u−3) = 0.
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Дополнительные 7-точечные уравнения можно получить, комбинируя уже вы-
веденные. Например, вычитая из исходного уравнения (5.12) два последних,
получаем уравнение в плоскости n = const:

(T1 − 1)f(u− u−1)− (T3 − 1)H−1(u− u−3) + (T1T3 − 1)G−1(u− u−1,−3) = 0.

Наконец, чтобы получить решётку, объединяющую переменные u и U , ассо-
циируем первое из квад-уравнений (5.23) с одним из трёх типов граней на дуб-
ле треугольной решётки (см. рис. 5.6), а второе на дубле сдвинутой треуголь-
ной решётки. Аналогичные уравнения имеются и на остальных гранях, и после
линейного преобразования решётки мы приходим с системе квад-уравнений,
указанной в утверждении 5.8.

5.5 Цепочки Рудженарса-Тоды

Перейдём теперь к дифференциально-разностным уравнениям на переменную
un(t). В общей постановке, цепочки Рудженарса-Тоды определяются как урав-
нения общего вида

ü = F (u̇1, u̇, u̇−1, u1, u, u−1), (5.24)

и в качестве определения их интегрируемости принимается наличие иерар-
хии высших симметрий. Сначала мы рассмотрим цепочки специального вида,
являющиеся непрерывным аналогом уравнений (5.12), и проведём их класси-
фикацию на основе преобразования дуальности.

5.5.1 Преобразование дуальности

Рассмотрим цепочки Рудженарса-Тоды вида

ż = r(z)(h(y1)z1 − h(y)z−1 + g(y1)− g(y)), ẏ = z − z−1, (5.25)

где обозначено z = u̇, y = u− u−1.
Чтобы исключить цепочки типа Тоды и Вольтерра, будем предполагать

выполненными условия невырожденности h 6= 0 и (g′, h′) 6= (0, 0).
Цепочка (5.25) является уравнением Эйлера-Лагранжа для функционала

L =

∫ ∑
n

Lndt, Ln = a(zn)− b(yn)− c(yn)zn,

r = 1/a′′, g = b′, h = c′.

(5.26)

Инвариантность относительно сдвига u → u + const приводит к закону
сохранения импульса, который можно записать в двух эквивалентных формах

Dt(a
′(z)− c(y1)) = (T1 − 1)(h(y)z−1 + g(y))

⇔ Dt(a
′(z)− c(y)) = (T1 − 1)(h(y)z + g(y)).
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ż = z1e
y1 − z−1e

y − e2y1 + e2y (a)

ż = z

(
z1

y1
− z−1

y
+ y1 − y

)
(b)

ż = z

(
z1

1 + µe−y1
− z−1

1 + µe−y
+ ν(ey1 − ey)

)
(c)

ż = z(z + 1)

(
z1

y1
− z−1

y

)
(d)

ż = z(z − µ)

(
z1

µ+ ey1
− z−1

µ+ ey

)
(e)

ż = (z2 + µ)

(
z1 − y1

µ+ y2
1

− z−1 − y
µ+ y2

)
(f)

ż =
1

2
(z2 + 1− µ2)

(
z1 − sinh y1

µ+ cosh y1
− z−1 − sinh y

µ+ cosh y

)
(g)

Список 5.2. Цепочки Рудженарса-Тоды, допускающие преобразова-
ние дуальности (z = u̇, y = u− u−1)

Это позволяет определить пару преобразований

S+ : (Z, Y ) = S(z, y1), S− : (Z̃−1, Ỹ ) = S(y, z) (5.27)

где отображение S : (z, y)→ (Z, Y ) имеет вид

Z = h(y)z + g(y), Y = a′(z)− c(y). (5.28)

Определение 5.11. Цепочка (5.25) допускает преобразование дуальности
(5.27), (5.28) если отображение S обратимо и переменные U , Ũ удовлетворяют
одной и той же цепочке. Последняя называется дуальной к (5.25).

Отметим, что функции a, b, c определены с точностью до некоторых ли-
нейных замен, следовательно, отображение (5.28) определено не однозначно.
Однако, легко проверить, что эта неоднозначность сводится к линейным за-
менам переменных Z, Y и все цепочки, дуальные данной, эквивалентны по
модулю преобразований вида Un → αUn + βn+ γt.

Теорема 5.12. С точностью до преобразований un → αun + βt + γn, t →
δt, невырожденные цепочки (5.25) допускающие преобразования дуальности
исчерпываются списком 5.2.

Преобразования дуальности (5.27), (5.28) связывают вместе уравнения (a)
и (b), (d) и (e0), (fµ) при µ 6= 0 и (g±1), а остальные уравнения дуальны сами
себе. Подробнее, замены S− перечислены в первой части таблицы 5.3. Кроме
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(a)→ (b) Y = z − ey, Z1 = (z − ey)ey

(b)→ (a) Y = log
z

y
, Z1 =

z

y
+ y

(cµ,ν)→ (cνeδ,µe−δ) Y = log
z

µ+ ey
+ δ, Z1 =

z

1 + µe−y
+ νey

(d)→ (e0) Y = log
z

y(z + 1)
, Z1 =

z

y

(e0)→ (d) Y = e−y − 1

z
, Z1 = ze−y − 1

(eµ)→ (eµ) Y = log
µz

(µ− z)(1 + µe−y)
, Z1 = µ− µz

µ+ ey
, µ 6= 0

(f0)→ (f0) Y =
1

z
− 1

y
, Z1 =

1

y
− z

y2

(f−ν2)→ (g−1) Y = log
(z − ν)(y + ν)

(z + ν)(y − ν)
, Z1 =

2ν(z − y)

y2 − ν2
, ν 6= 0

(g−1)→ (f−ν2) Y = ν
(ey + 1

ey − 1
− 2

z

)
, Z1 = ν

z − sinh y

cosh y − 1
, ν 6= 0

(gµ)→ (gµ) Y = log
(λ− z)(ey + ν)

(λ+ z)(νey + 1)
, Z1 = λ

z − sinh y

µ+ cosh y
, µ 6= ±1

2µ = ν + 1/ν, 2λ = ν − 1/ν

(cµ,ν)→ (b) Y = z + ν(ey + µ), Z1 =
z1z

1 + µe−y
+ νz1e

y

(d)→ (c−1,0) Y = log(z + 1), Z1 =
zz1

y

(eµ)→ (c−1,0) Y = log(z − µ)− y, Z1 = z1

( z

µ+ ey
− 1
)

(eµ)→ (cµ,−1) Y = log(z − µ), Z1 =
zz1

µ+ ey

(f−ν2)→ (c−1,−1) Y = log
z + ν

y + ν
, Z1 =

(z1 − ν)(z − y)

y2 − ν2

(gµ)→ (c−1,ν) Y = log
z + λ

ey + ν
, Z1 =

z1 − λ
2

( z − sinh y

µ+ cosh y
− 1
)
,

2µ = ν + 1/ν, 2λ = ν − 1/ν

Таблица 5.3. Преобразования дуальности и дополнительные подста-
новки для цепочек Рудженарса-Тоды

них, между цепочками из списка имеются и другие замены (некоторые из них
необратимые), перечисленные во второй части таблицы. Нетрудно убедиться
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в связности графа замен. Таким образом, можно сказать, что все рассматри-
ваемые цепочки представляют собой разные записи одного и того же объекта.

Мы получим доказательство теоремы 5.12, повторяя логику предыдущего
раздела. Отметим, что вместо этого можно было бы использовать и прямой
пересчёт, поскольку цепочки (5.25) являются непрерывным пределом уравне-
ний (5.12). Действительно, легко видеть, что лагранжиан для цепочки (5.25)
получается, в пределе ε→ 0, из семейства лагранжианов

Lε =
∑
m,n

(εa(xm,n/ε)− εb(ym,n) + k(ym,n)− k(zm,n)),

где k′ = c, u(m,n) = un(t), t = mε. Преобразования (5.27) также получаются
из (5.14) в результате этого предельного перехода, но мы не будем прослежи-
вать детали соответствия между списками.

5.5.2 Доказательство классификационной теоремы

Теорема 5.13. Цепочка (5.25) допускает преобразование дуальности, если и
только если отображение, обратное к (5.28) имеет вид

z = H(Y )Z +G(Y ), y = A′(Z)− C(Y ), H = C ′. (5.29)

При этом дуальное уравнение также является релятивистской цепочкой Тоды
вида (R = 1/A′′)

Ż = R(Z)(H(Y1)P1 −H(Y )Z−1 +G(Y1)−G(Y )), Ẏ = Z − Z−1. (5.30)

Доказательство. Пусть S−1 имеет вид (5.29), тогда исключение z, y из (5.27),
при помощи тождества ẏ1 = z1 − z, приводит в обоих случаях к уравнению
(5.30).

Чтобы доказать обратное утверждение, сравним уравнения на перемен-
ные U и Ũ . Непосредственное вычисление доказывает, что переменные Z, Y
удовлетворяют уравнению вида

Ż = r(z)(h(y1)(Z − Z−1) + ∆(z, y1)(z1 − z)), Ẏ = Z − Z−1, (5.31)

где ∆(y, z) = h2(y) + 1
r(z)(h′(y)z + g′(y)) и переменные z1, z, y1 следует ещё

выразить через Z1, Z, Y1, Y . Таким образом, дуальное уравнение должно быть
линейным по Z−1. Аналогично, рассматривая уравнение на Ũ можно показать,
что дуальное уравнение должно быть линейно по Z1. Так как в (5.31) только z1

зависит от Z1, то отображение S должно удовлетворять условию ∂2z/∂Z2 = 0.
Это доказывает первую формулу в (5.29). Вторая следует из свойства ∂y/∂Y =
−∂z/∂Z, очевидного из структуры матрицы Якоби(

∂z/∂Z ∂y/∂Z
∂z/∂Y ∂y/∂Y

)
=

1

∆(y, z)

(
h(y) 1/r(z)

h′(y)z + g′(y) −h(y)

)
,

где ∆ 6= 0 в силу определения 5.11.
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Как и в дискретном случае, мы видим, что исходная цепочка дуальна к
своей дуальной, то есть композиция S−1

− S+ определяет преобразование Бэк-
лунда для (5.25).

Лемма 5.14. Цепочки (5.25), допускающие преобразование дуальности, ха-
рактеризуются следующими уравнениями на коэффициенты:

r = r2z
2 + r1z + r0,

g′ = r2g
2 +R1g +R0 − r0h

2, h′ = 2r2gh− r1h
2 +R1h.

(5.32)

Коэффициенты дуальной цепочки удовлетворяют уравнениям

R = r2Z
2 +R1Z +R0,

G′ = r2G
2 + r1G+ r0 −R0H

2, H ′ = 2r2GH −R1H
2 + r1H.

(5.33)

Доказательство. Прямое вычисление доказывает, что необходимое и доста-
точное условие ∂2z/∂Z2 = 0 эквивалентно следующему соотношению для
функций r(z), g(y), h(y):

h(h′′z + g′′)− h′(h′z + g′) + 2rh2h′ − r′h2(h′z + g′) = 0. (5.34)

Двукратное дифференцирование по z дает r′′′(h′z + g′) = 0. Так как, в силу
условия невырожденности, h′ и g′ не равны обе нулю, то r′′′ = 0. Деля (5.34)
на h2 и интегрируя по y, получаем

h′z + g′ + 2rh2 − r′h(hz + g) = h(α+R1z),

с постоянными α и R1. Пусть r = r2z
2 + r1z + r0, тогда расщепление этого

соотношения по z приводит к системе

g′ = αh+ r1gh− 2r0h
2, h′ = 2r2gh− r1h

2 +R1h,

что эквивалентно (5.32) по модулю первого интеграла

r2g
2 +R1g +R0 − r1gh+ r0h

2 = αh. (5.35)

Формула для R легко получается из соотношения R = ∆(z, y)r. Таким об-
разом, уравнения для g и h однозначно определяются коэффициентами мно-
гочленов r и R. Так как, согласно Теореме 5.13, отношение дуальности сим-
метрично, то уравнения для G и H выписываются автоматически.

Замечание 5.15. Первый интеграл (5.35) можно пересчитать в первый инте-
грал для системы (5.33), последовательно исключая g, h и z при помощи со-
отношений g = Z − hz, h = RH/r и z = HZ +G. Это приводит к формуле

r2G
2 + r1G+ r0 −R1GH +R0H

2 = αH,

то есть, значение постоянной интегрирования α при переходе к дуальной це-
почке не меняется. Отметим, что роль этой постоянной на самом деле весьма
важна, так как она может зависеть от n. Это приводит к интегрируемым це-
почкам, содержащим произвольный параметр в каждом узле. Для простоты,
мы не рассматриваем здесь это обобщение.
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С учетом первого интеграла (5.35) система (5.32) сводится к уравнению

(h′)2 = (r2
1 − 4r2r0)h4 + (4αr2 − 2R1r1)h3 + (R2

1 − 4r2R0)h2, (5.36)

которое интегрируется в элементарных функциях. Перебор решений при всех
возможных значениях параметров доставляет доказательство теоремы 5.12.

5.5.3 Цепочки Тоды

Как и в дискретном случае, подкласс цепочек Тоды

ż = r(z)(f(y1)− f(y)), ẏ = z − z−1 (5.37)

выпадает из классификации, поскольку для него преобразования S+ и S−
совпадают. В результате, преобразование дуальности

Z = f(y1), Y = a′(z), a′′ = 1/r,

определено для любых r, f и не имеет отношения к интегрируемости. Коэффи-
циенты дуальной цепочки определяются формулами f ′ = R(f), F (a′(z)) = z.
Например, обычная цепочка Тоды ü = exp(u1 − u) − exp(u − u−1) дуальна
цепочке Ü = U̇(U1 − 2U + U−1).

Тем не менее, цепочки Тоды возникают, как и в дискретном случае, при
рассмотрении преобразования дуальности для цепочек Рудженарса-Тоды. Рас-
смотрим итерации преобразования T2 = S−1

− S+, полагая u(n,0) = u(n) и

U(n,k) = S+[u(n,k)], U(n,k−1) = S−[u(n,k)]

(соответственно, сдвиг по k будем обозначать индексом 2). Тогда формулы
(5.27), (5.28), (5.29) принимают вид

Z−1 = h(y)z−1 + g(y), Z−2 = h(y1)z1 + g(y1) (5.38)
z2 = H(Y )Z−1 +G(Y ), z = H(Y )Z +G(Y ). (5.39)

Отсюда следует, что цепочки (5.25), (5.30) можно переписать в виде спаренной
цепочки типа Вольтерра

ż = r(z)(Z−2 − Z−1), Ż = R(Z)(z1 − z2).

Полагая
Z = f(u1 − u2), f ′ = R(f) (5.40)

получим цепочку Тоды

ü = r(u̇)(f(u1,−2 − u)− f(u− u−1,2))

на переменные, расположенные вдоль прямой n+ k = const. При этом

r(z) = r2z
2 + r1z + r0, f ′ = r2f

2 +R1f +R0, (5.41)
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Рис. 5.7. Уравнения, ассоциированные с RTL

в силу леммы 5.14.
Напомним, что в дискретном случае преобразования дуальности порож-

дали трёхмерную решётку, содержащую четыре 7-точечных и три 5-точечных
уравнения. В непрерывном случае картина проще: переменные u(n,k) образуют
двумерную решетку, содержащую две цепочки типа Тоды-Рудженарса, отве-
чающие сдвигам T1, T2, а сдвиг по диагонали T1T

−1
2 отвечает цепочке Тоды,

как было доказано выше. Кроме того, следующее утверждение гласит, что в
этой картине имеется место и для 5-точечного дискретного уравнения типа
Тоды.

Утверждение 5.16. Переменные u, u±1, u±2 подчиняются дискретному урав-
нению типа Тоды

(T1 − 1)c(u− u−1) + (T2 − 1)c(u−2 − u+ δ) = 0. (5.42)

Доказательство. Функция φ, обратная к A′, удовлетворяет уравнению φ′ =
R(φ), то есть f(y) = φ(y + ε). Следовательно,

C(Y ) = A′(Z)− y1 = A′(f(u1 − u2))− u1 + u = u− u2 + ε,

то есть Y = s(u − u2 + ε), где s функция обратная к C. Легко показать,
что s′ удовлетворяет тому же уравнению (5.36), что и h = c′, откуда s(y) =
c(y + ε̃) + const. Исключая z из формулы

Y = a′(z)− c(y1), Y−2 = a′(z)− c(y),

получаем Y−2 − Y = (T2 − 1)c(y), что завершает доказательство.

Ясно, что параметр δ можно обратить в ноль за счёт надлежащего выбора
функции f в формуле (5.40) или, что то же самое, сдвигом u(n,k) → u(n,k) +
δk. Таким образом, оба члена в (5.42) симметричны. Это не всегда так для
дискретных цепочек Тоды из раздела 5.4.3.
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Сдвиги T1 и T2 играют в (5.42) одинаковую роль, хотя их происхождение
и было различным. То, что сдвиг T2 также соответствует некоторой цепочке
Рудженарса-Тоды, легко показать. Действительно, исключение Z из уравне-
ния ż = r(z)(Z−2−Z−1) при помощи соотношений (5.39) приводит к уравнению

ż = r(z)

(
− z2

H(Y )
+

z−2

H(Y−2)
+
G(Y )

H(Y )
− G(Y−2)

H(Y−2)

)
и так как Y = c(u − u2 + δ), то мы снова получаем некоторую цепочку типа
(5.30). Её коэффициенты совпадают с h, g с точностью до сдвига аргумента.

5.6 Вариационные симметрии

Классификация цепочек Тоды-Рудженарса может быть получена также из
совсем других соображений, на основе анализа высших непрерывных симмет-
рий. Постулируем, что цепочка (5.25) допускает вариационную симметрию
общего вида

un,τ = Φ(u̇n+1, u̇n, u̇n−1, un+1, un, un−1), (5.43)

то есть для лагранжиана (5.26) выполняется условие

Ln,τ = Nn,x +Mn −Mn−1,

где Nn, Mn некоторые функции от un, un±1, zn, zn±1. Исходя отсюда, можно
показать сначала, что эта симметрия с необходимостью имеет вид

un,τ = r(zn)(zn+1h(yn) + zn−1h(yn−1) + g(yn) + g(yn−1)) + s(zn),

где s(z) = αz2 +µz+ ν, то есть её правая часть очень просто связана с правой
частью самой цепочки. Дальнейшая несложная проверка приводят к цепочкам
(5.25), (5.32) либо (5.37), (5.41). При этом коэффициенты µ и ν произвольны
(они отвечают классическим симметриям x→ x+ c1, u→ u+ c2), в частности
их можно положить равными нулю. При r2 6= 0 коэффициент α также может
быть уничтожен за счет переобозначения g → g + c, что не меняет самой
цепочки.

Более того, этот подход позволяет проклассифицировать и более общие
цепочки вида (5.24). Это приводит дополнительно к цепочке типа Рудженарса-
Тоды

zn,t = −(z2
n + r(un))

( zn+1

h(un+1, un)
− zn−1

h(un, un−1)

− 1

2
∂un log(h(un+1, un)h(un, un−1))

)
− 1

2
r′(un), (5.44)

где h(u, v) симметрический биквадратичный многочлен и 4r(u) = 2hhvv − h2
v,

и к цепочке типа Тоды

zn,t = −(z2
n + r(un))

(
1

un+1 − un
− 1

un − un−1

)
− 1

2
r′(un), rV = 0. (5.45)
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Соответствующие лагранжианы имеют вид

Ln = c(zn, un)− zna(un+1, un) +
1

2
log h(qn+1, qn), au(u, v) = 1/h(u, v),

и
Ln = c(zn, un)− log(un+1 − un),

где функция c в обоих случаях равна

c(z, u) = − 1

2
√
r

(
(
√
r + iz) log(

√
r + iz) + (

√
r − iz) log(

√
r − iz)

)
,

а соответствующие вариационные симметрии имеют вид

un,τ = −(z2
n + r(un))

(
zn+1

h(un+1, un)
+

zn−1

h(un, un−1)
− 1

2
∂un log

h(un+1, un)

h(un, un−1)

)
,

и

un,τ = (z2
n + r(un))

(
1

un+1 − un
+

1

un − un−1

)
.

Приведённые ответы составляют содержание следующей теоремы.

Теорема 5.17. Лагранжевы цепочки (5.24), допускающие вариационную сим-
метрию вида (5.43), исчерпываются цепочками типа Рудженарса-Тоды (5.25),
(5.32) и (5.44), и цепочками типа Тоды (5.37), (5.41) и (5.45).

Цепочки (5.44) и (5.45) определяют два типа преобразования Бэклунда
для уравнения Ландау-Лифшица. Более подробно они будут рассмотрены в
главе 7. Здесь отметим только, что, как и в сдвигово-инвариантном случае, эти
цепочки могут быть объединены на квадратной решётке, несущей дискретное
5-точечное уравнение.

Комментарии к главе 5

Глава основана на работах Адлера, Шабата [20, 21] и Адлера [8, 9, 11].
·B Цепочка Тоды введена в [176], релятивистская цепочка Тоды введена Руд-

женарсом [149, 150].
·B Дискретные уравнения типа Тоды на Z2 впервые рассматривались Хи-

ротой [86]. Некоторые примеры уравнений типа Тоды на квадратной и тре-
угольных решётках рассматривались в [8, 11] и работах Суриса, см. напр.
[162, 163, 164, 165, 166].
·B Уравнения типа Тоды на плоском графе введены в [11]. Их связь с теорией

квад-уравнений обнаружена в работе Бобенко и Суриса [43]. В работе Адлера
и Суриса [27] проведён подробный анализ дискретных уравнений и цепочек
(5.45), (5.44), связанных с основным квад-уравнения (Q4), см. главу 7 далее.
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·B Для трёхмерных уравнений известны важные примеры вспомогательных
линейных задач, которые формально являются квад-уравнениями и уравнени-
ями типа Тоды — линейными, но с переменными коэффициентами. Такие ли-
нейные квад-уравнения по прежнему могут допускать ограничение на чётную
подрешётку, порождая линейные задачи тодовского типа. Это отвечает само-
сопряжённым редукциям последних. Содержательные примеры такого рода
имеются в работах Доливы, Гриневича, Нишпорского и Сантини [58, 59].
·B Полная классификация цепочек типа Тоды ü = f(u̇, u1, u, u−1) на основе

симметрийного подхода получена Ямиловым [190]. Классификация цепочек
Рудженарса-Тоды, основанная на наличии вариационной симметрии, получе-
на в [20]. Теорема 5.17 представляет собой объединение этих двух результатов.
·B Понятие дуальной системы было введено Тодой “замещением частиц на

пружины и пружин на частицы по определенным правилам” [175, 177]. Одна-
ко, это преобразование рассматривалось лишь для случая нелинейных цепочек
вида (5.37), для которых оно не является характеристическим. Определение
преобразования дуальности для случая цепочек типа Рудженарса-Тоды спе-
циального вида (5.25), и соответствующая классификация появились в [21].
·B Преобразование дуальности для дискретных уравнений Тоды на треуголь-

ной решётке было введено и использовано для классификации в работах [8, 9].
Как отмечалось в тексте, некоторые из возникающих здесь уравнений несим-
метричны. То, что их можно получить из несимметричной системы квад-
уравнений, показано в работе Болля и Суриса [49].
·B Замены из таблицы 5.3 помогают установить бигамильтоновость цепочек

Рудженарса-Тоды. В качестве простейшего примера можно взять последова-
тельность (d) → (c−1,0) → (b), в которой обе замены обратимы. Гамильтони-
аны для этих цепочек, относительно канонических скобки Пуассона, равны
соответственно

I1 =
∑

log(zn + 1), I1 =
∑

zn, I1 =
∑

(zn +
1

2
y2
n).

Можно проверить, что пересчёт в переменных одной из цепочек приводит к
трём согласованным гамильтоновым структурам. Тригамильтоновость цепоч-
ки Рудженарса (c−1,0) была установлена впервые в работе Ёвеля, Фуксштай-
нера, Жанга и Рагниско [139].
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Глава 6

Двухкомпонентные
гиперболические системы

В этой главе решается классификационная задача для одного типа нелиней-
ных цепочек, тесно связанных с цепочками типа Рудженарса-Тоды. Ассоци-
ированными системами являются двухкомпонентные гиперболические систе-
мы, для которых рассматриваемые цепочки определяют авто-преобразования
Бэклунда, и системы типа НУШ.

6.1 Пары совместных цепочек

Рассмотрим задачу классификации совместных пар цепочек

ux = F (u1, u, v), vx = G(u, v, v−1), (6.1)
uy = P (u−1, u, v), vy = Q(u, v, v1). (6.2)

Здесь u = u(n, x, y), v = v(n, x, y), n ∈ Z и нижние индексы используются для
обозначения как частных производных по x, y, так и сдвигов по n. Считается
выполненным условие невырожденности

FvFu1GuGv−1PvPu−1QuQv1 6= 0. (6.3)

Благодаря условию Fv 6= 0, переменную v можно выразить из первого урав-
нения цепочки (6.1). При этом второе уравнение переписывается как цепочка
типа Рудженарса-Тоды

uxx = A(u1,x, ux, u−1,x, u1, u, u−1), (6.4)

а поток (6.2) принимает вид

uy = B(ux, u1, u, u−1). (6.5)

159
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Ясно, что роли x и y равноправны и уравнение (6.4) можно заменить на це-
почку вида

uyy = C(u1,y, uy, u−1,y, u1, u, u−1). (6.6)

Цепочки, связанные точечными заменами

ũ = φ(u), ṽ = ψ(v), (6.7)

растяжениями x̃ = αx, ỹ = βy и переобозначениями

u↔ v, n↔ −n, F ↔ G, P ↔ Q, (6.8)
x↔ y, n↔ −n, F ↔ P, G↔ Q (6.9)

естественно считать эквивалентными. Кроме этих преобразований, при клас-
сификации будут использоваться замены вида

ũ = u+ αx+ βy + γn, ṽ = v + αx+ βy + γn, (6.10)

применимые в том случае, если правые части цепочек зависят лишь от разно-
стей u− v, u±1 − v.

Классификация интегрируемых цепочек вида (6.1) была получена ранее
Ямиловым. В его работах в качестве основного определения было принято су-
ществование, вместо (6.2), симметрий достаточно высокого порядка и, кроме
того, цепочка предполагалась гамильтоновой. Здесь это свойство выводится.
Точнее, сравнение ответов показывает, что список Ямилова совпадает с на-
шим, за исключением двух пар негамильтоновых цепочек

ux =
v + (1 + ε)u+ u1

εv − u1
, vx =

v−1 + (1 + ε−1)v + u

v−1 − ε−1u
, (X7)

uy =
v + (1 + ε−1)u+ u−1

ε−1v − u−1
, vy =

v1 + (1 + ε)v + u

v1 − εu
, (Y7)

ux = f(v − u1), vx = εf(v−1 − u), (X8)
uy = p(εu−1 − v), vy = p(εu− v1). (Y8)

Это различие несущественно, так как в разделе 6.2.4 показано, что эти цепочки
являются приводимыми, в некотором точном смысле. Основной классифика-
ционный результат содержится в следующей теореме.

Теорема 6.1. Совместные цепочки (6.1), (6.2), удовлетворяющие условию
невырожденности (6.3), приводятся, указанными выше допустимыми замена-
ми, к одной из пар перечисленных в списке 6.1, или к приводимым парам
(X7,Y7) и (X8,Y8), или к линейным цепочкам. Все цепочки из списка имеют
гамильтонову структуру общего вида

ux = a(u, v)δvH, vx = −a(u, v)δuH, H = K(un+1, vn) + L(un, vn), (6.11)
uy = a(u, v)δvR, vx = −a(u, v)δuR, R = M(un, vn+1) +N(un, vn), (6.12)
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ux =
a

v − u1
− av

2
vx =

a

v−1 − u
+
au
2

(X1)

uy =
a

u−1 − v
+
av
2

vy =
a

u− v1
− au

2
(Y1)

a(u, v) = a(v, u), auuu = 0

ux = (u− u1)(u− v) vx = (v−1 − v)(u− v) (X2)

uy =
u− u−1

v − u−1
vy =

v1 − v
v1 − u

(Y2)

ux = (1 + eu1−u)(1 + eu−v) vx = (1 + ev−v−1)(1 + eu−v) (X3)

uy =
1 + eu−1−u

1− eu−1−v vy =
1 + ev−v1

1− eu−v1
(Y3)

ux = eu1−u + eu1−v vx = ev−v−1 + eu−v−1 (X4)
uy = eu−1−u + eu−1−v vy = ev−v1 + eu−v1 (Y4)

ux = eu1−v + eu−v vx = eu−v−1 + eu−v (X5)
uy = ev−u−1 + ev−u vy = ev1−u + ev−u (Y5)

ux = eu1−u + eu−v vx = ev−v−1 + eu−v (X6)

uy =
eu−1−u

eu−1−v − 1
vy =

ev−v1

eu−v1 − 1
(Y6)

Список 6.1. Совместные пары цепочек (6.1), (6.2)

где δuH = ∂u
∑

n T
n(H) обозначает разностную вариационную производную, с

гамильтонианами H,R в инволюции. Соответствующие функции перечислены
в таблице 6.2.

Интерес к цепочкам (6.1) вызван их тесной связью со многими интегри-
руемыми моделями. Высшие симметрии таких цепочек порождают иерархии
эволюционных систем типа НШ. Например, цепочка (X1), основная в списке,
была введена Шабатом и Ямиловым как преобразование Бэклунда для урав-
нения Ландау-Лифшица. В этом контексте, уравнение (6.2) определяет первый
отрицательный поток иерархии и отвечает некоторой двух-компонентной ги-
перболической системе, см. раздел 6.3.1. Хотя так получаются далеко не все
интегрируемые гиперболические системы, такое соотношение является источ-
ником важных примеров. Кроме того линейная комбинация потоков (6.1), (6.2)
относится к классу цепочек типа Абловица-Ладика. В частности, паре (X1,Y1)
отвечает цепочка Склянина; этот пример подробно обсуждается в следующей
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a H R

(X1, Y1) log(u1 − v)− 1
2 log a − log(u− v1) + 1

2 log a

(X2, Y2) u− v uv − u1v log(u− v1)− log(u− v)

(X3, Y3) 1 + ev−u −eu1−v − eu−v log(eu − ev1)− log(eu + ev)

(X4, Y4) 1 + ev−u −eu1−v −eu−v1

(X5, Y5) 1 −eu1−v − eu−v ev1−u + ev−u

(X6, Y6) −ev−u eu1−v + 1
2e

2(u−v) log(1− eu−v1)

Таблица 6.2. Гамильтонова структура цепочек (6.1), (6.2)

главе.
В разделе 6.3.3 демонстрируется, что переход к цепочке Рудженарса-Тоды

(6.4) отвечает скрытой дискретной симметрии цепочки (6.1). Именно, оказы-
вается, что цепочки вида (6.4) для переменных u и v совпадают (при подхо-
дящей калибровке). Это позволяет распространить уравнения на квадратную
решётку и вновь приводит к дискретным цепочкам типа Тоды из главы 5.
Наоборот, цепочки вида (6.1) или (6.4) могут быть получены из дискретных
цепочек Тоды в непрерывном пределе.

6.2 Классификация

6.2.1 Анализ условия совместности

Выведем некоторые следствия из условий совместности рассматриваемых це-
почек.

Утверждение 6.2. Если потоки (6.1), (6.2) коммутируют, то существуют по-
стоянная ε и функции a(u, v), b(u, u1), c(v, v1), h(u1, v), r(u, v1), такие что

Fu1 = ah, Fv = bh, (6.13)

Gv−1 = −εaT−1(h), Gu = −T−1(ch), (6.14)

Pu−1 = −εaT−1(r), Pv = −T−1(br), (6.15)
Qv1 = ar, Qu = cr. (6.16)

Эти функции единственны с точностью до переобозначения

(a, b, c, h, r)→ (ka, kb, kc, h/k, r/k), k = const .

Доказательство. Вычисляя uxy двумя разными способами, приходим к урав-
нению

Fu1T (P ) + FuP + FvQ = Pu−1T
−1(F ) + PuF + PvG. (6.17)
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Дифференцируя его по u1 и u−1, получаем Fuu1Pu−1 = Puu−1Fu1 , откуда сле-
дует

Fu1 = a(u, v)h(u1, v), Pu−1 = a(u, v)r̂(u−1, v).

Аналогично (можно применить симметрию (6.8))

Gv−1 = ã(u, v)ĥ(u, v−1), Qv1 = ã(u, v)r(u, v1).

Покажем, что выполняются также соотношения

T (Pv) = −br, ãFv = abh,

T−1(Qu) = −ĉr̂, aGu = ãĉĥ,

T−1(Fv) = −b̂ĥ, ãPv = ab̂r̂,

T (Gu) = −ch, aQu = ãcr

(6.18)

с некоторыми функциями

b = b(u, u1), ĉ = ĉ(v−1, v), b̂ = b̂(u−1, u), c = c(v, v1).

Чтобы получить первые два соотношения, продифференцируем (6.17) по v1.
Это даёт FvQv1+Fu1T (Pv) = 0, что можно переписать, как ãFv/(ah) = −T (Pv)/r.
Здесь левая и правая части равенства зависят соответственно от u1, u, v и
u, u1, v1, следовательно их общее значение равно некоторой функции b(u, u1).
Чтобы доказать остальные соотношения, достаточно применить симметрии
(6.8), (6.9).

Далее, из (6.18) легко получить соотношения

a(u, v)

ã(u, v)
· b(u, u1)

T (b̂(u−1, u))
=
T (a(u, v))

T (ã(u, v))
· c(v, v1)

T (ĉ(v−1, v))
.

Отсюда следует a/ã = ψ(v)/φ(u). Примем a = ã, что возможно благодаря
замене

a→ aψ, ã→ ãφ, h→ h/ψ, r̂ → r̂/ψ, ĥ→ ĥ/φ, r → r/φ.

Тогда b = εT (b̂), c = εT (ĉ) с некоторой постоянной ε, а функции h, ĥ и r, r̂
связаны соотношениями

ĥ = −εT−1(h), r̂ = −εT−1(r).

Собирая всё вместе, приходим к уравнениям (6.13)–(6.16).

Система (6.13)–(6.16) переопределена и дальнейший анализ её условий сов-
местности доставляет большую часть информации, необходимой для уточне-
ния вида цепочек. Это всё же не решает задачу полностью, хотя бы потому,
что пары функций F, P и G,Q определяются из этой системы с точностью до
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прибавления произвольных функций от u и v, соответственно. Следователь-
но, в какой-то момент нам потребуются некоторые дополнительные условия.
Они доставляются следующим утверждением. Оказывается, что с его помо-
щью правые части цепочек можно определить уже с точностью до нескольких
постоянных коэффициентов, и окончательный ответ получается прямой про-
веркой условия совместности.

Утверждение 6.3. Если потоки (6.1), (6.2) коммутируют, то функции a, r, h,
определённые в утверждении 6.2, удовлетворяют уравнениям

hvQ+ hu1T (P ) = −h(T (Pu) +Qv + k1),

auP + avQ = a(Pu +Qv + k1),

ruF + rv1T (G) = −r(Fu + T (Gv) + k2),

auF + avG = a(Fu +Gv + k2)

(6.19)

с некоторыми постоянными k1, k2.

Доказательство. Уравнения (6.19) эквивалентны законам сохранения

Dy(logFu1) = (1− T )(Pu), Dy(logGv−1) = (1− T−1)(Qv),

Dx(logPu−1) = (1− T−1)(Fu), Dy(logQv1) = (1− T )(Gv),

в которых левые части раскрыты с учётом формул (6.13)–(6.16). Первый из
этих законов сохранения получается при дифференцировании (6.17) по u1, для
вывода остальных достаточно применить симметрии (6.8), (6.9).

Замечание 6.4. Если постулировать условие гамильтоновости, то решение за-
дачи существенно упрощается. Из сравнения уравнений (6.11) с (6.13), (6.14)
видно, что для гамильтоновых цепочек h = Hu1v и ε = 1. В общем же слу-
чае параметр ε остаётся неопределённым почти до самого конца вычислений.
Это довольно сильно усложняет анализ, так как приходится рассматривать
несколько дополнительных случаев с ε 6= 1 (см. Утверждения 6.7, 6.8 ни-
же). Только в двух из этих случаев ответ оказывается непустым. Кроме того,
можно показать, что в гамильтоновом случае вторые и четвёртое уравнение в
(6.19) обращаются в тождества, а постоянные k1, k2 равны нулю.

Для дальнейшего использования замен (6.7) отметим, что они действуют
на введённых функциях по формулам

F̃ = φ′(u)F, G̃ = ψ′(v)G, P̃ = φ′(u)P, Q̃ = ψ′(v)Q,

h̃ = h/(ψ′(v)φ′(u1)), r̃ = r/(φ′(u)ψ′(v1)),

ã = φ′(u)ψ′(v)a, b̃ = φ′(u)φ′(u1)b, c̃ = ψ′(v)ψ′(v1)c.
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6.2.2 Цепочки с a(u, v) 6= a1(u)a2(v)

Удобно разбить все цепочки на два типа, в зависимости от того, имеет ли a вид
a(u, v) = a1(u)a2(v) или нет. Причина такого разбиения становится ясна при
доказательстве следующего утверждения, в котором уточняется вид цепочек
в том случае, когда факторизация не имеет места (к нему относится большая
часть списка).

Утверждение 6.5. Если цепочка (6.1) удовлетворяет уравнениям (6.13), (6.14)
при aauv 6= auav, то она приводится, заменой (6.7), к одному из следующих
типов: {

ux = au1 + f1(u)v + f(u),

vx = −εav−1 + g1(v)u+ g(v),
a =

1∑
i,j=0

aiju
ivj , (6.20)


ux =

a

v − u1
− av

2
+ f(u),

vx =
εa

v−1 − u
+
εau
2

+ g(v),
a =

2∑
i,j=0

aiju
ivj . (6.21)

Доказательство. Из соотношений (6.13) следует, при вычислении перекрёст-
ных производных,

avh+ ahv = bu1h+ bhu1 . (6.22)

Деля на h и применяя оператор ∂v∂u1 − (log h)vu1 , получаем

aNu1 = bMv, N =
hvv
h
− 3h2

v

2h2
, M =

hu1u1
h
−

3h2
u1

2h2
.

Дифференцирование по u даёт auNu1 = buMv. Так как aauv 6= auav, то aub 6=
abu и следовательно Mv = Nu1 = 0, то есть M = M(u1), N = N(v). Нетрудно
получить закон преобразования этих функций при замене (6.7):

M = (φ′)2M̃ +
φ′′′

φ′
− 3(φ′′)2

2(φ′)2
, N = (ψ′)2Ñ +

ψ′′′

ψ′
− 3(ψ′′)2

2(ψ′)2
.

Это позволяет принять M = N = 0 при подходящем выборе φ, ψ. Обозначим
h = H−2, тогда эти равенства и уравнение (6.22) принимают вид

Hvv = 0, Hu1u1 = 0, avH − 2aHv = bu1H − 2bHu1 . (6.23)

Заметим, что в нашем распоряжении ещё остались дробно-линейные преобра-
зования v и u1. Это позволяет привести H к виду H = 1 либо H = v − u1 (в
зависимости от того, приводим или нет исходный многочлен).

Если h = 1, то система (6.13) принимает вид Fu1 = a(u, v), Fv = b(u, u1),
откуда

F = α(u)vu1 + β(u)v + γ(u)u1 + δ(u).

Аналогично,
G = κ(v)v−1u+ λ(v)v−1 + µ(v)u+ ν(v),
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кроме того, −εa = Gv−1 = −εFu1 , и уравнения (6.20) получены.
Если h = (v − u1)−2, то из уравнений (6.23) легко найти, что a = a2v

2 +
a1v+a0, b = −a2u

2
1−a1u1−a0, гле коэффициенты зависят от u. Решая систему

(6.13), получаем

F =
α(u)vu1 + β(u)v + γ(u)u1 + δ(u)

v − u1
,

где α = a2, β + γ = a1, δ = a0. Аналогично,

G =
κ(v)v−1u+ λ(v)v−1 + µ(v)u+ ν(v)

v−1 − u

и то, что a биквадратичный многочлен, следует из сравнения с формулами

a = α(u)v2 + (β(u) + γ(u))v + δ(u), εa = κ(v)u2 + (λ(v) + µ(v))u+ ν(v).

Цепочка записывается в виде (6.21) с 2f = β − γ, 2g = λ− µ.

Разумеется, аналогичное утверждение справедливо и для цепочки (6.2), в
силу симметрии (6.9). Однако, замены (6.7) для обеих цепочек могут быть
различными, поэтому вторую следует записывать в некоторых других пере-
менных U = U(u), V = V (v):{

Uy = −εAU−1 + p1(U)V + p(U),

Vy = AV1 + q1(V )U + q(V ),
A =

1∑
i,j=0

AijU
iV j , (6.24)

Uy =
εA

U−1 − V
+
εAV

2
+ p(U),

Vy =
A

U − V1
− AU

2
+ q(V ),

A =
2∑

i,j=0

AijU
iV j . (6.25)

Из цепочек (6.20), (6.21) и (6.24), (6.25) можно составить три варианта пар,
с точностью до симметрии (6.9). В каждом случае некоторая дополнитель-
ная информация о правых частях может быть получена из сравнения формул
для функций a, b, c, отвечающих обеим цепочкам. Полезна также следующая
лемма. Здесь мы обозначаем

F̃ (U1, U, V ) = U ′F (u1, u, v), G̃(U, V, V−1) = V ′G(u, v, v−1)

для правых частей цепочки (6.1), переписанной в переменных U, V .

Лемма 6.6. Если цепочка (6.1) имеет вид (6.20), то её симметрия (6.2) удо-
влетворяет условиям Puu = Qvv = 0. Если цепочка (6.1) имеет вид (6.21),
то Puuu = Qvvv = 0 и, кроме того, P и Q совпадают как функции от своих
аргументов, то есть P (u, v, v1) = Q(u, v, v1).

Аналогично, если цепочка (6.2) имеет вид (6.24), то F̃UU = G̃V V = 0, а
если цепочка (6.2) имеет вид (6.25), то F̃UUU = G̃V V V = 0 и F̃ (U1, U, V ) =
G̃(U1, U, V ).



6.2. Классификация 167

Доказательство. Используем первое из соотношений (6.19). Если h = 1, то
равенства Puu = Qvv = 0 следуют немедленно. Если h = (v − u1)−2, то диф-
ференцирование по u1 даёт

Q = T (P ) + (v − u1)T (Pu) +
1

2
(v − u1)2T (Puu).

Ещё одно дифференцирование даёт Puuu = 0. Кроме того, последнее урав-
нение определяет тейлоровское разложение по второму аргументу функции
P (u, v, v1). Уравнения для F,G следуют в силу симметрии (6.9).

Утверждение 6.7. Совместные цепочки с условием aauv 6= auav приводятся,
допустимыми заменами, к одной из пар (X1,Y1)–(X4,Y4) или (X7,Y7).

Доказательство. 1) Пусть цепочки имеют вид (6.21), (6.25). Тогда можно по-
ложить h = (v − u1)−2 и r = (U − V1)−2U ′V ′1 , после растяжения y. Сравнение
функций a, b, c даёт

a = a(u, v) = A(U, V )/(U ′V ′),

−b = a(u, u1) = εA(U1, U)/(U ′1U
′),

−c = εa(v, v1) = A(V1, V )/(V ′1V
′),

(6.26)

где

a(u, v) =
2∑

i,j=0

aiju
ivj , A(U, V ) =

2∑
i,j=0

AijU
iV j .

При дифференцировании первого уравнения получаем

(auU
′ + aU ′′)V ′ = AUU

′, (auuU
′ + 2auU

′′ + aU ′′′)V ′ = AUU (U ′)2 +AUU
′′,

(3auuU
′′ + 3auU

′′′ + aU IV )V ′ = 3AUUU
′U ′′ +AUU

′′′

и исключение AU , AUU приводит к равенству

(2U ′′′U ′ − 3(U ′′)2)U ′au = (4U ′′′U ′′U ′ − U IV (U ′)2 − 3(U ′′)3)a.

Так как aauv 6= auav, то отсюда следует 2U ′′′U ′−3(U ′′)2 = 0, то есть U дробно-
линейная функция. Это же верно и для V .

Так как вид цепочки (6.25) сохраняется при замене Ũ = M(U), Ṽ = M(V )
с произвольным дробно-линейным преобразованием M , то можно без потери
общности положить U = u. Затем, можно применять дробно-линейное преоб-
разование к самим переменным: ũ = M(u), ṽ = M(v). При этом функция V
меняется по формуле Ṽ = MVM−1, и может быть приведена к виду V (v) = δv
либо V (v) = v + 2δ. Система (6.26) становится эквивалентной уравнениям

a(u, v) = εA(v, u), εa(u, v)V ′(v) = a(V (v), u).

Первое просто определяет A, второе определяет некоторое обобщённое свой-
ство симметрии функции a. Все биквадратичные многочлены, удовлетворяю-
щие этому свойству, находятся непосредственно. Они перечислены в таблице
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ε V (v) a(u, v)

1 v a22u
2v2 + a12uv(u+ v) + a02(u2 + v2)
+a11uv + a01(u+ v) + a00 (X1, Y1)

−1 v (u− v)(αuv + β(u+ v) + γ) −

1 v + 2δ (u− v − δ)2 + α, δ 6= 0 (6.27)
−1 v + 2δ u− v − δ, δ 6= 0 −

3
√

1 εv αu2v2 + εu+ v, α 6= 0 −√
−1 −v αuv(u+ εv) + β(εu+ v), αβ 6= 0 −
−1 −v αu2v2 + β(u2 + v2) + γ, βγ 6= α2 −

1 δv u2 + αuv + δv2, δ 6= 0, 1 (6.28)
−1 δv u2 − δv2, δ 6= 0, 1 −

ε−2v εu+ v, ε2 6= 1 (X7, Y7)

Таблица 6.3. Решения уравнения εa(u, v)V ′(v) = a(V (v), u)

6.3 (с точностью до инверсии (u, v) → (1/u, 1/v); ограничения на параметры
приведены с целью избежать пересечений и обеспечить условие aauv 6= auav).
Теперь остаётся лишь найти коэффициенты функций f, g, p, q, которые явля-
ются квадратичными многочленами, согласно лемме 6.6. Это делается пря-
мым вычислением, показывающим, что в большинстве случаев ответ пуст. В
результате, мы получаем пары (X1,Y1), (X7,Y7) а также пары

ux =
a

v − u1
+ u− v + β, vx =

a

v−1 − u
+ u− v + β,

uy =
a

u−1 − v − 2δ
− u+ v + γ, vy =

a

u− v1 − 2δ
− u+ v + γ

(6.27)

где a = (u− v − δ)2 + α, и

ux =
a

v − u1
− δv + βu, vx =

a

v−1 − u
+ u+ (β + α)v,

uy =
δa

u−1 − δv
+ δv + (γ + α)u, vy =

a

u− δv1
− u+ γv

(6.28)

где a = u2 + αuv + δv2. Эти цепочки приводятся к специальным случаям
цепочки (X1,Y1) преобразованием вида (6.10). Для цепочек (6.27) следует ис-
пользовать замену

u→ u+ (β + δ)x+ (γ − δ)y − δ(n− 1), v → v + (β + δ)x+ (γ − δ)y − δn

и новые переменные удовлетворяют цепочкам (X1,Y1) с a = (u− v)2 + α. Для
(6.28) имеем аналогичную замену, сопряжёную экспоненцированием.
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2) Пусть цепочки имеют вид (6.21), (6.24), h = (v − u1)−2, r = U ′V ′1 . Тогда

a(u, v) =
2∑

i,j=0

aiju
ivj = (A11UV +A10U +A01V +A00)/(U ′V ′),

b(u, u1) = −a(u, u1) = (εA11UU1 + εA01U − p1(U1))/(U ′U ′1),

c(v, v1) = −εa(v, v1) = (A11V V1 +A10V1 + q1(V ))/(V ′V ′1).

Как в предыдущем случае, из первого уравнения следует, что функции U, V
дробно-линейны. Оставшиеся два уравнения эквивалентны соотношениям

A11V (v) +A10

V ′(v)
= −εA11U(v) +A01

U ′(v)
, (6.29)

p1(U(u))

U ′(u)
=
A01V (u) +A00

V ′(u)
,

q1(V (v))

V ′(v)
= −εA10U(v) +A00

U ′(v)
. (6.30)

Примем, не теряя общности, что A = UV +1 или A = εU−V . В первом случае
из уравнения (6.29) следует U(u) = cV (u)−ε (и, следовательно, ε = ±1), ао
стором случае имеем U(u) = V (u) + c. Подходящие замены, дробно-линейные
в цепочке (6.21) и линейные в (6.24), сводят задачу к следующим случаям:

ε = 1, U = u, V = v−1, a = −v(u+ δv), A = UV + δ, δ 6= 0;

ε = −1, U = u, V = v, a = A = uv + 1;

U = u, V = v, a = A = εu− v + δ.

Кроме того, функции p1, q1 определяются из соотношений (6.30), а функции
f(u), g(v), p(u), q(V ) из уравнений

f ′′ = 0, ((V ′g)′/V ′)′ = 0, p′′′ = 0, (q/V ′)vv = 0,

согласно лемме 6.6. В первом случае, коэффициенты находятся прямым вы-
числением и, после замен u→ eu, v → ev и (6.10), получаем цепочки (X3,Y3).
Второй случай оказывается пустым, третий содержит, при ε = 1, пару (X2,Y2),
с точностью до допустимых преобразований.

3) Пусть цепочки имеют вид (6.20), (6.24), h = 1 и r = U ′V ′1 . Сравнение
выражений для функции a приводит к уравнению

(a11uv + a10u+ a01v + a00)U ′V ′ = A11UV +A10U +A01V +A00.

Вычисляя aauv − auav, получаем равенство

(a11a00 − a10a01)U ′V ′ = A11A00 −A10A01

откуда следует U ′′ = V ′′ = 0. Следовательно, можно принять, после линейных
замен, U = u, V = v, A = a. Из леммы 6.6 следует, что правые части обе-
их цепочек аффинно-линейны по каждой переменной. Часть уравнений для
коэффициентов можно получить из соотношений для функций b, c:

b(u, u1) = a11uu1 + a01u1 + f1(u) = εa11uu1 + εa01u− p1(u1),

c(v, v1) = εa11vv1 + εa10v − g1(v1) = a11vv1 + a10v1 + q1(v).

Окончательная проверка условий совместности приводит к паре (X4,Y4).
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6.2.3 Цепочки с a(u, v) = a1(u)a2(v)

Для завершения классификации осталось разобрать случай, когда функция a
факторизуется.

Утверждение 6.8. Совместные цепочки с условием aauv = auav приводятся,
допустимыми заменами, к одной из пар (X5,Y5), (X6,Y6) или (X8,Y8).

Доказательство. Замена (6.7) позволяет свести задачу к случаю a = 1 (мы
сделаем это временно, так как в конечном ответе такая калибровка не очень
удобна). Тогда условия совместности для системы (6.13)–(6.16) имеют вид

hv
h

= bu1 +b
hu1
h
, ε

hu1
h

= cv+c
hv
h
, ε

rv1
r

= bu+b
ru
r
,

ru
r

= cv1 +c
rv1
r
. (6.31)

Как следствие, имеем уравнения

bu(log h)vu1 = 0, cv1(log h)vu1 = 0, bu1(log r)uv1 = 0, cv(log r)uv1 = 0.

Используем также уравнения

Pu +Qv + k1 = 0, Fu +Gv + k2 = 0, (6.32)

следующие из соотношений (6.19).
1) Сначала допустим, что обе величины (log h)vu1 и (log r)uv1 не равны

нулю. Тогда b, c постоянные и bc = ε. Растяжение u и v позволяет положить
b = −1, c = −ε. После интегрирования уравнений (6.13)–(6.16), и учитывая
(6.32), получаем цепочки вида

ux = f(v − u1) + α1u+ α, vx = εf(v−1 − u) + β1v,

uy = p(εu−1 − v) + γ1u+ γ, vy = p(εu− v1) + δ1v.

Прямое вычисление доказывает (заметим, что f ′′p′′ 6= 0 по предположению),
что линейные члены отсутствуют и мы приходим к цепочке (X8,Y8).

2) Пусть теперь (log h)vu1 = 0 или (log r)uv1 = 0. Симметрия (6.9) позволяет
принять, для определённости, что h = m(u1)n(v). Тогда два первые уравнения
(6.31) принимают вид

n′

n
= bu1 + b

m′

m
, ε

m′

m
= cv + c

n′

n
,

откуда
m′ = µm, n′ = νn, bu1 = ν − µb, cv = εµ− νc.

Здесь приходится рассмотреть несколько случаев.
2.1) Пусть µν 6= 0. Применяя растяжения, положим µ = 1, ν = −1, h =

eu1−v. Тогда
b = e−u1m̄(u)− 1, c = evn̄(v1)− ε,
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и два последние уравнения (6.31) сводятся к

m̄′(u)r + m̄(u)ru = 0, n̄′(v1)r + n̄(v1)rv1 = 0, ru + εrv1 = 0.

При m̄ = n̄ = 0 получаем цепочку вида (X8,Y8). В противном случае,

b = βe−δεu−u1 − 1, c = γev+δv1 − ε, r = λeδ(εu−v1)

где хотя бы один из коэффициентов β, γ ненулевой. Решение уравнений (6.13),
(6.14) имеет вид

F = eu1−v − βe−δεu−v + f(u), G = εeu−v−1 − γeu+δv + g(v).

Функции P ,Q тоже легко находятся. При помощи (6.32) легко выясняется, что
δ = −1, ε = 1, β = γ, а функции f, g линейны. После уточнения постоянных
прямой проверкой и замены eu → u, e−v → v (это, конечно, портит калибровку
a = 1) приходим к паре (X5,Y5).

2.2) Пусть µ = 0, ν 6= 0. Положив ν = 1, h = ev, получаем

b = u1 + m̄(u), c = e−vn̄(v1),

ru = 0, n̄′(v1)r + n̄(v1)rv1 = 0, εrv1 = m̄′(u)r.

Отсюда b = u1 + εδu+ β, c = γe−v−δv1 , r = λeδv1 и решение уравнений (6.13),
(6.14) имеет вид

F = (u1 + δεu+ β)ev + f(u), G = −εev−1 − γue−δv + g(v).

Второе уравнение (6.32) теперь принимает вид δεev + f ′(u) + γδue−δv + g′(v) +
k2 = 0. Так как γ 6= 0 в силу условия невырожденности (6.3), то δ = 0.
Положим r = 1, тогда решение уравнений (6.15), (6.16) даёт

P = −εu−1 − (u+ β)v + p(u), Q = v1 + γue−v + q(v).

Заметим, что из первого уравнения (6.32) следует γ = 0. Таким образом, этот
случай оказывается пуст (как и случай µ 6= 0, ν = 0, в силу симметрии (6.8)).

2.3) Наконец, пусть µ = ν = 0. Тогда b = b(u), c = c(v1) и можно принять
h = 1. Тогда F = u1 + b(u)v + f(u), G = −εv−1 − c(v)u− g(v), и подстановка в
(6.32) даёт

b′(u)v + f ′(u)− c′(v)u− g′(v) + k2 = 0.

Отсюда
b(u) = αu2 + 2β1u+ β, c(v) = αv2 + 2γ1v + γ.

Кроме того, исключение r из уравнений (6.31) приводит к соотношению

εb′′ + (b′2 − bb′′)c = ε2c′′ + ε(c′2 − cc′′)b, b = b(u), c = c(v1).
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Обозначим ∆b = b′2 − 2bb′′ = 4(β2
1 − αβ), и аналогично для c, тогда это соот-

ношение принимает вид

2εα+ (∆b + 2αb)c = 2ε2α+ ε(∆c + 2αc)b.

Если α 6= 0, то ε = 1 и ∆b = ∆c = 0, то есть b и c полные квадраты. Линей-
ная замена переменных приводит их к виду b = u2, c = v2

1. Далее, из (6.31)
находим, что r = (uv1 − 1)−2; решение уравнений (6.15), (6.16) имеет вид
P = u−1/(u−1v − 1) + p(u), Q = −v1/(uv1 − 1) + q(v). Из уравнений (6.32) сле-
дует, что функции f, g, p, q линейны и уточнение постоянных непосредственно
из условия совместности приводит к паре (X6,Y6).

Если α = 0, то β1γ1 = 0, β2
1γ = εγ2

1β. Так как функции b, c отличны от
нуля, в силу (6.3), то β1 = γ1 = 0, то есть цепочка (6.1) линейна. Прямое
вычисление позволяет доказать, что или второе уравнение тоже линейно, или
имеет место частный случай пары (X8,Y8).

6.2.4 Исключительные цепочки

Пары (X7,Y7) и (X8,Y8) представляют некоторый интерес как контр-примеры
к утверждению, что наличие одной обобщённой симметрии ведёт к существо-
ванию целой иерархии. Эти цепочки не обладают высшими симметриями при
произвольных f, g и ε. В частности, для ассоциированных цепочек вида (6.4)
не выполнены необходимые условия интегрируемости. Согласно [192], простей-
шее из них имеет вид

Dx(logAu1,x) ∈ Im(T − 1).

Нетрудно проверить, что исключение v из уравнений (X7) приводит к цепочке

uxx =
(ux + 1)(εux − 1)

1 + ε

(
u1,x + 1

u1 + εu
− εu−1,x − 1

u+ εu−1

)
,

для которой данное условие выполняется лишь при ε = 1.
Оказывается, впрочем, что природа этих контр-примеров не глубока. Лег-

ко видеть, что при необратимой подстановке U = v − u1, V = εu − v1 пара
(X8,Y8) распадается на две независимые пары для переменных U и V :

Ux = εf(U−1)− f(U1), Uy = 0; Vx = 0, Vy = εp(V−1)− p(V1).

Аналогичная, но не такая очевидная подстановка имеется и для пары (X7,Y7):
переменные

U =
(1 + ε)(u+ v)

(εv−1 − u)(εv − u1)
, V =

(1 + ε)(u+ v)

(εu−1 − v)(εu− v1)
(6.33)

удовлетворяют уравнениям

Ux = U(U1 + U − ε(U + U−1)), Uy = 0;

Vx = 0, Vy = −V (V1 + V − ε(V + V−1)).
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Таким образом, в обоих случаях величины U(n) являются локальными пер-
выми интегралами (псевдоконстантами) для x-потока, а V (n) для y-потока. В
этих переменных совместность становится тривиальной и не связана с инте-
грируемостью (хотя при ε = 1 и некоторых f, p уравнения могут “случайно”
совпасть с интегрируемыми цепочками типа Вольтерры).

То, что псевдоконстанта по одной независимой переменной удовлетворяет
замкнутой цепочке относительно второй, легко объясняется при помощи ассо-
циированной гиперболической системы. Для пары (X7,Y7) эта система имеет
вид

uxy =
(ux + 1)(uy + 1)

u+ v
, vxy =

(vx − 1)(vy − 1)

u+ v
(6.34)

(отметим, что её вид упрощается заменой u → u − x − y, v → v + x + y, что,
правда, ведёт к неавтономной цепочке). Это система уравнений типа Лиувил-
ля. Исключение сдвигов в первых интегралах (6.33) ведёт к инвариантам этой
системы, то есть, к величинам I(u, v, ux, vx, . . . ), J(u, v, uy, vy, . . . ) для которых
Iy = 0, Jx = 0 в силу (6.34). Можно показать, что в случае гиперболических
систем второго порядка все решения уравнения Iy = 0 выражаются через про-
изводные по x от самое большее двух базисных инвариантов, откуда и следует,
что инварианты U1, U, U−1 должны быть связаны некоторым дифференциаль-
ным уравнением.

Система (6.34) является точно решаемой. Действительно, из неё следует

(log uxy)xy = 0, (log vxy)xy = 0,

откуда получается формула для общего решения

u = a(x)b(y) + c(x) + d(y), v = −u+ (ux + 1)(uy + 1)/uxy,

при a′b′ 6= 0. Подстановка этой формулы в цепочки (X7,Y7) приводит к рекур-
рентным соотношениям

a1 = (εc′ − 1)/a′, c1 = aa1 − εc; b1 = (d′ + 1)/b′, d1 = ε(bb1 − d).

В частности, замена a→ εna и растяжение x приводит к уравнению

εnan,x =
1

an+1 − an−1
.

Таким образом, зависимость от n не находится в явном виде, но описывается
некоторой неавтономной цепочкой типа Вольтерра (интегрируемой при ε = 1).

Наконец, отметим, что рассмотренные примеры допускают обобщение с
переменным параметром ε. Например, следующая пара совместна:

un,x =
vn + (1 + εn)un + un+1

εnvn − un+1
, vn,x =

vn−1 + (1 + ε−1
n−1)vn + un

vn−1 − ε−1
n−1un

,

un,y =
vn + (1 + ε−1

n−1)un + un−1

ε−1
n−1vn − un−1

, vn,y =
vn+1 + (1 + εn)vn + un

vn+1 − εnun
.
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6.3 Ассоциированные уравнения

6.3.1 Гиперболические системы

Благодаря условию невырожденности, уравнения (6.1), (6.2) можно разрешить
относительно переменных u±1, v±1:

u1 = F̃ (ux, u, v), v−1 = G̃(u, v, vx),

u−1 = P̃ (uy, u, v), v1 = Q̃(u, v, vy).

Эти переменные можно исключить их выражений для смешанных производ-
ных и, тем самым, возникает некоторая система уравнений в частных про-
изводных. Исходные цепочки определяют её автопреобразование Бэклунда.
Общий вид системы задаётся уравнениями

uxy = f4uxuy + f3ux + f2uy + f1, vxy = g4vxvy + g3vx + g2vy + g1

где коэффициенты зависят от u, v. Действительно, рассмотрим равенства

uxy = Fu1T (P ) + Fuuy + Fvvy = Pu−1T
−1(F ) + Puux + Pvvx.

В первом выражении для uxy исключаются только переменные u1, v1 и следо-
вательно оно не содержит vx и линейно по uy. Аналогично, исключая u−1, v−1

во втором выражении, получаем, что оно не зависит от vy и линейно по ux.
Формула для vxy доказывается аналогично.

Утверждение 6.9. Цепочки из списка 6.1 порождают, соответственно, сле-
дующие гиперболические системы:

auxy = auuxuy + 2ã(ux − uy) + ãav − ãva,
avxy = avvxvy − 2ã(vx − vy) + ãau − ãua,

4ã = aauv − auav (XY1)

uxy =
ux(uy − 1)

u− v
+ uy(u− v) vxy = −vx(vy − 1)

u− v
− vy(u− v) (XY2)

uxy = −ux(uy − 1)

1 + eu−v
+ uy(1 + eu−v) vxy =

vx(vy − 1)

1 + eu−v
− vy(1 + eu−v) (XY3)

uxy = − uxuy
1 + eu−v

+ 1 + eu−v vxy =
vxvy

1 + eu−v
− 1− eu−v (XY4)

uxy = eu−vuy − ev−uux vxy = ev−uvx − eu−vvy (XY5)
uxy = −uxuy + 2eu−vuy − 1 vxy = vxvy − 2eu−vvy + 1 (XY6)

6.3.2 Цепочки Рудженарса-Тоды

При постановке задачи в разделе 6.1 уже отмечалось, что исключение пере-
менной v позволяет переписать цепочку (6.1) в виде цепочки типа Рудженарса-
Тоды (6.4), а её симметрию (6.2) в виде (6.5). При этом также выполняется
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цепочка (6.6). Тройки цепочек, отвечающие списку 6.1 приведены в списке
6.4. Замечательным обстоятельством является то, что исключение u вместо v
приводит к тем же самым уравнениям. Это можно доказать без вычислений,
заметив, что цепочки из списка 6.1 инварианты относительно инволюции

un ↔ σv−n, x→ −x, y → −y,

а цепочки из списка 6.4 относительно инволюции

un ↔ σu−n, x→ −x, y → −y,

где σ = 1 для (X1), (Y1), (R1) и σ = −1 в остальных случаях. Следует ого-
вориться, что это свойство неинвариантно относительно общих замен (6.7):
при произвольном выборе переменных u и v соответствующие им цепочки
Рудженарса-Тоды совпадают лишь после некоторого преобразования. Что ка-
сается цепочек (X7), (Y7) и (X8), (Y8), то они обладают указанной симметрией
лишь при ε = 1.

6.3.3 Дискретные цепочки Тоды

Совпадение цепочек (6.4) для переменных u и v позволяет распространить
уравнения на квадратную решётку и приводит к дискретным цепочкам типа
Тоды. Действительно, это свойство означает, что уравнения (6.1), (6.2) опреде-
ляют авто-преобразования Бэклунда для цепочек (6.4), (6.6) соответственно.
Это позволяет определить переменную u(m,n, x, y), так что пара (u(n), v(n))
идентифицируется с (u(m,n), u(m + 1, n)) при произвольном m. Перепишем
цепочки (6.1), (6.2), обозначая сдвиги на квадратной решётке двойными ин-
дексами (то есть, переобозначая u1 → u0,1, v → u1,0):

ux = F (u0,1, u, u1,0) = G(u−1,0, u, u0,−1), (6.35)
uy = P (u0,−1, u, u1,0) = Q(u−1,0, u, u0,1). (6.36)

Справедливы следующие свойства:
1) уравнения F = G и P = Q эквивалентны и переписываются в виде

дискретной цепочки Тоды

f(u0,1, u) + f̃(u0,−1, u) = g(u1,0, u) + g̃(u−1,0, u); (6.37)

2) уравнение (6.37) совместно с динамикой по x и y, то есть, соотношения,
полученные дифференцированием (6.37) в силу (6.35) или (6.36) выполняются
в силу этого уравнения тождественно;

3) переменные u(n) = u(m,n) для любого m удовлетворяют цепочкам
Рудженарса-Тоды (6.4), (6.6);

4) переменные u(m) = u(m,n) для любого n также удовлетворяют цепоч-
кам Рудженарса-Тоды (возможно, с другими правыми частями);
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uxx = (u2
x + r(u))

(
u1,x

T (a)
− u−1,x

a
+

1

2
∂u log(T (a)a)

)
− 1

2
r′(u)

uyy = (u2
y + r(u))

(
u1,y

T (a)
− u−1,y

a
+

1

2
∂u log(T (a)a)

)
− 1

2
r′(u)

(uxuy − r(u))(u1 − u−1) + (ux + uy)(a+
1

2
au−1(u1 − u−1)) = 0

a = a(u, u−1), 4r(u) = 2aau−1u−1 − a2
u−1

(R1)


uxx = ux

(
u1,x

u1 − u
− u−1,x

u− u−1
− u1 + 2u− u−1

)
uyy = −uy(uy − 1)

(
u1,y

u1 − u
− u−1,y

u− u−1

)
uxuy = (1− uy)(u1 − u)(u− u−1)

(R2)


uxx = ux

(
u1,x

1 + eu−u1
− u−1,x

1 + eu−1−u − e
u1−u + eu−u−1

)
uyy = −uy(uy − 1)

(
u1,y

1 + eu−u1
− u−1,y

1 + eu−1−u

)
uxuy = (uy − 1)(eu1−u + 1)(eu−u−1 + 1)

(R3)


uxx = ux(u1,x − u−1,x − eu1−u + eu−u−1)

uyy = uy(u−1,y − u1,y − eu−1−u + eu−u1)

ux = uye
u1−u−1

(R4)


uxx =

u1,xux
1 + eu−u1

− uxu−1,x

1 + eu−1−u

uyy =
u1,yuy

1 + eu−u1
− uyu−1,y

1 + eu−1−u

uxuy = (eu1−u + 1)(eu−u−1 + 1)

(R5)


uxx = eu1−uu1,x − eu−u−1u−1,x − e2(u1−u) + e2(u−u−1)

uyy = u2
y(e

u1−uu1,y − eu−u−1u−1,y)

ux − 1/uy = eu1−u + eu−u−1

(R6)

Список 6.4. Совместные пары цепочек Рудженарса-Тоды

5) переменные вдоль диагоналей u(n) = u(m−n, n) удовлетворяют цепочке
типа Тоды с производными по x

uxx = Ã(ux, u1, u, u−1),

а переменные вдоль диагоналей u(n) = u(m+ n, n) цепочке типа Тоды с про-
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изводными по y
uyy = C̃(uy, u1, u, u−1).

6) все эти уравнения лагранжевы.

Комментарии к главе 6

Глава основана на работах Адлера, Шабата [23] и Адлера, Шабата, Ямилова
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Модифицированное уравнение Ландау-Лифшица введено в [155].
·B Цепочка Абловица-Ладика введена в [2]. Её связь с уравнением Полмейера-

Лунда-Редже установлена в [156]. Интерпретация цепочек типа Абловица-
Ладика и Склянина как линейной комбинации потоков (6.1), (6.2) предложена
в [25, 8].
·B Задача классификации цепочек Рудженарса-Тоды (6.4) была решена, в

различных постановках, в статьях Адлера и Шабата [20, 21, 22], см. также
статьи Марихина, Шабата [115] и Адлера, Марихина, Шабата [19]. Подход,
основанный на связи с цепочками (6.1) позволяет воспроизвести этот резуль-
тат в чуть более общем виде.
·B Классификация интегрируемых цепочек вида (6.1) получена Ямиловым

[192], см. также [155, 156]. В этих работах в качестве классификационного при-
знака было принято наличие, вместо (6.2), высших эволюционных симметрий,
и, кроме того, цепочка предполагалась гамильтоновой.
·B Система (6.34) относится к весьма многочисленному классу так называ-

емых уравнений типа Лиувилля, характерными чертами которых являются
наличие явной формулы для общего решения, линеаризуемость и существо-
вание нетривиальных инвариантов. Для таких уравнений имеется развитая
теория и ряд классификационных результатов; упомянем лишь работы Жи-
бера, Ибрагимова, Шабата [196] и Соколова, Жибера [161].
·B Понятие ассоциированной системы введено в работе Леви [108]. Оно полу-

чило дальнейшее развитие в работах Шабата и Ямилова [155, 156], в основном
на примере эволюционных симметрий цепочек (6.17). Гиперболические систе-
мы были проиллюстрированы на примере цепочки Абловица-Ладика, что при-
водит к уравнению Полмейера-Лунда-Редже. Для остальных цепочек из спис-
ка 6.1 ассоциированные гиперболические системы системы были выведены в
[25].
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·B Для некоторых цепочек типа (6.1), (6.2) известны многополевые (в част-
ности, векторные или матричные) обобщения. Вероятно, первый такой при-
мер был найден Свинолуповым, Ямиловым [172] и Меролой, Рагниско, Гай-
Жангом [118]. Он обобщает пару (X6,Y6) в рациональной форме:

ux = u1 + 〈u, v〉u, − vx= v−1 + 〈u, v〉v,

uy =
u−1

〈u−1, v〉 − 1
, − vy =

v1

〈u, v1〉 − 1
.

Векторы u, v удовлетворяют, в силу этих уравнений, системе

uxy = 〈u, v〉uy + (〈uy, v〉 − 1)u, vxy = −〈u, v〉vy − (〈u, vy〉+ 1)v.

Аналог цепочки (R6) в этом примере отсутствует.
·B Для всех интегрируемых цепочек вида (6.1) или (6.4) имеются обобще-

ния, содержащие параметры, зависящие от n в правой части [30, 22]. Эти
параметры существенны при интерпретации цепочки как последовательности
преобразований Бэклунда (см. напр. утверждение 7.7 из следующей главы).
При этом цепочки (6.1) с параметрами по прежнему допускают высшие сим-
метрии, приводящие к ассоциированным системам типа НУШ. Оказывает-
ся, однако, что симметрии вида (6.2), отвечающие первому отрицательному
потоку иерархии, при таком обобщении пропадают. Причина этого явления
пока плохо понята. Отметим, что оно имеет место также для совместных
пар из одевающих цепочек и цепочек типа Вольтерра. Например, цепочка
vn,x+ vn+1,x = (vn− vn+1)2 +αn совместна с уравнением vn,y = (vn+1− vn−1)−1

лишь при αn = αn+1.
Другой тип неавтономных цепочек связан с мастер-симметриями для це-

почек (6.1), (6.2), см. в частности [25] и работы Фуксштайнера, Ёвеля, Жанга
и Рагниско [74, 139].



Глава 7

Дискретизация уравнения
Ландау-Лифшица

В предыдущей главе отмечалось, что основным уравнением в списке 6.1 явля-
ется цепочка Шабата-Ямилова (X1), определяющая преобразование Бэклунда
для уравнения Ландау-Лифшица. Здесь этот пример обсуждается более по-
дробно. В частности, устанавливается точечная эквивалентность между сум-
мой потоков (X1) и (Y1), и моделью Склянина.

7.1 Цепочка Склянина

Цепочка Склянина определяется скобками Пуассона (здесь и далее индексы
a, b, c образуют циклическую перестановку 1, 2, 3)

{Sam, S0
n} = δm,n(Jb − Jc)SbnScn, {Sam, Sbn} = −δm,nS0

nS
c
n, m, n ∈ Z, (7.1)

и гамильтонианом

H =
∑
n

log

(
S0
nS

0
n+1 +

3∑
a=1

(c1

c0
− Ja

)
SanS

a
n+1

)
, (7.2)

где c0, c1 значения (одни и те же во всех узлах решетки) функций Казимира

c0 =
3∑

a=1

(San)2, c1 = (S0
n)2 +

3∑
a=1

Ja(S
a
n)2. (7.3)

Цепочки Шабата-Ямилова (X1,Y1) перепишем, слегка изменяя обозначения, в
виде

ux+ =
2h

u1 − v
+ hv, vx+ =

2h

u− v−1
− hu, (7.4)

ux− =
2h

u−1 − v
+ hv, vx− =

2h

u− v1
− hu, (7.5)

179
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где h = h(u, v) = h(v, u) симметричный биквадратичный многочлен, huuu = 0.
Гамильтонова структура для этих цепочек задаётся скобкой Пуассона

{um, vn} = 2δm,nh(un, vn), {um, un} = {vm, vn} = 0 (7.6)

и гамильтонианами H+, H− в инволюции,

H± =
∑
n

(1

2
log h(un, vn)− log(un±1 − vn)

)
.

Эквивалентность цепочки Склянина и потока ∂x+ + ∂x− устанавливается в
следующем утверждении, где используется отображение (CP1)2 → S2

C

s = s(u, v) =
1

u− v
(1− uv, i+ iuv, u+ v). (7.7)

При v = −1/ū это отображение совпадает со стереографической проекцией
CP1 → S2

R

s(u) =
1

1 + |u|2
(2 Reu, 2 Imu, |u|2 − 1).

Утверждение 7.1. Пусть переменные u, v удовлетворяют цепочкам (7.4),
(7.5) с многочленом

h(u, v) =
i

4
(u− v)2〈s(u, v),Ks(u, v)〉, K = diag(K1,K2,K3). (7.8)

Положим sn = s(un, vn) и

J = CI − detK ·K−1 ⇔ J = diag(J1, J2, J3), Ja = C −KbKc. (7.9)

Тогда переменные

S0
n = ρ

√
detK〈sn,Ksn〉−1/2, (S1

n, S
2
n, S

3
n) = −ρ〈sn,Ksn〉−1/2K1/2sn (7.10)

удовлетворяют скобкам (7.1), значения функций Казимира (7.3) равны c0 =
ρ2, c1 = Cρ2, а гамильтониан (7.2) равен H = −(H+ +H−) + const.

Доказательство получается прямым вычислением. Условие (7.8) не явля-
ется ограничением, так как произвольный симметричный биквадратичный
многочлен приводится к такому виду подходящей дробно-линейной заменой
(u, v) → (Lu,Lv), L ∈ PSL2(C) (отвечающей ортогональному преобразова-
нию, диагонализирующему матрицы J и K).

Также непосредственным вычислением можно получить вид гамильтоно-
вой структуры и потоков в терминах спиновых переменных sn. Скобки Пуас-
сона и гамильтониан H переписываются в виде

{sam, sbn} = δm,n〈sn,Ksn〉scn, H = −
∑
n

log
〈sn,Ksn〉

1 + 〈sn, sn+1〉
.
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Для цепочек (7.4), (7.5) нетрудно вывести промежуточную компактную фор-
мулу

2isx± = 〈s,Ks〉(s(u±1, v)− s(u, v∓1))− 2i[s,Ks],

куда следует подставить элементарное тождество

s(u±1, v) =
i[s, s±1] + s+ s±1

1 + 〈s, s±1〉
. (7.11)

Нетрудно видеть, что потоки ∂x± порознь не согласованы с вещественностью
s. Этим свойством обладают линейные комбинации ∂x+ + ∂x− и i(∂x+ − ∂x−).
Определяемые ими вещественные потоки имеют вид

st = a〈s,Ks〉
(

[s, s1]

1 + 〈s, s1〉
+

[s, s−1]

1 + 〈s, s−1〉

)
− 2a[s,Ks]

+ b〈s,Ks〉
(

s+ s1

1 + 〈s, s1〉
− s+ s−1

1 + 〈s, s−1〉

)
, |s| = 1, (7.12)

с произвольными постоянными a, b ∈ R. Модель Склянина эквивалентна це-
почке с b = 0. В силу коммутативности потоков ∂x+ , ∂x− , цепочка, отвечающая
случаю a = 0, является её симметрией. Гамильтониан этой цепочки

H̃ = H+ −H− =
∑
n

(log(un − vn+1)− log(un+1 − vn))

можно переписать в виде

H̃ = 2
∑
n

arg

(
1 +
〈p, i[sn, sn+1] + sn + sn+1〉

1 + 〈sn, sn+1〉

)
,

где p — произвольный постоянный вектор единичной длины.
В частности, при K = I, ρ = −1 переменные S и s совпадают, при этом

мы приходим к так называемой цепочке Гейзенберга

st = a

(
[s, s1]

1 + 〈s, s1〉
+

[s, s−1]

1 + 〈s, s−1〉

)
+ b

(
s+ s1

1 + 〈s, s1〉
− s+ s−1

1 + 〈s, s−1〉

)
, |s| = 1. (7.13)

7.2 Уравнения в частных производных

Уравнение Ландау-Лифшица

st = [s, sxx + Js], s ∈ R3, 〈s, s〉 = 1, J = diag(J1, J2, J3). (7.14)

получается из уравнений San,t = 1
ε{H,S

a
n} в непрерывном пределе S0

n → 1,
San → ε

2s
a
n(x), x = iεn при ε→ 0.
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Связь с цепочкой (7.4) носит другой характер. Именно, эта цепочка задает
последовательность автопреобразований Бэклунда для системы эволюцион-
ных уравнений на переменные u = un+1, v = vn :

iut = uxx − 2
u2
x − r(u)

u− v
− 1

2
r′(u),

−ivt = vxx + 2
v2
x − r(v)

u− v
− 1

2
r′(v),

(7.15)

где x = x+, r(u) = h2
v − 2hhvv. Это означает, что если в данной системе из-

бавиться от производных по x, заменив их на сдвиги в силу (7.4), то полу-
ченная цепочка будет коммутировать с (7.4). Отметим, что преобразование
(un+1, vn) → (un+2, vn+1) сводится к решению уравнения Риккати для пере-
менной vn+1. При h и J заданных формулами (7.8), (7.9) данная система свя-
зана с уравнением (7.14) заменой s = s(u, v), причем

r(u) =
1

4
(u− v)4〈sv, Jsv〉. (7.16)

Подчеркнем, что векторы s в уравнении (7.14) и sn в цепочке (7.12) раз-
личны. Замена (7.11), связывающая эти векторы, обратима, поэтому цепочку
(7.12) можно в принципе переписать и непосредственно в терминах векторов
s(un+1, vn). Для системы (7.15) эта замена эквивалентна дифференциальной
подстановке, связывающей ее с модифицированной системой

iut = uxx −
1

h
(u2
x − r(u))(vx + hu)− 1

2
r′(u),

−ivt = vxx +
1

h
(v2
x − r(v))(ux − hv)−

1

2
r′(v).

(7.17)

Действительно, если считать, что здесь u = un, v = vn, то легко видеть, что
системы (7.15) и (7.17) эквивалентны в силу (7.4). Систему (7.17) можно за-
писать и в векторной форме, но она значительно более громоздка, чем (7.14):

st = [s, sxx − Js]−
(
〈Ks,Ks〉
〈s,Ks〉

− trK

)
[s,Ks]

+
1

〈s,Ks〉
(〈sx, sx〉 − 〈s, Js〉+ tr J)sx

− 1

〈s,Ks〉
(2〈s,Ksx〉[s, sx]− 〈sx, sx〉[s,Ks])

− 2

〈s,Ks〉〈sx, sx〉
(〈sx, Jsx〉sx + 〈[s, sx], Jsx〉[s, sx]). (7.18)

В изотропном случае это уравнение сводится к модифицированному уравне-
нию Гайзенберга

st = [s, sxx] + 〈sx, sx〉sx. (7.19)
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Итак, уравнение Ландау-Лифшица (7.14) и его модификация (7.18) полу-
чаются при исключении сдвигов из высшей симметрии цепочки (7.4). Согласно
утверждению 6.9, использование симметрии (7.5) приводит к системе из двух
гиперболических уравнений для переменных u = un, v = vn (x = x+, y = x−):

uxy =
1

h
(huuxuy + g(ux + uy) + gvh− ghv),

vxy =
1

h
(hvvxvy − g(vx + vy) + guh− ghu),

(7.20)

где g = hhuv − huhv.
Заметим, что система (7.20) лагранжева,

L =

∫ ∫
1

h
(uxvy + huux − hvvy + g)dxdy.

Функция g, как и h, является симметричным биквадратичным многочленом:
g = g(u, v) = g(v, u), guuu = 0, причем gguv − gugv = consth. В спиновых
переменных система (7.20) имеет вид

sxy = p[s, sx + sy] +
〈s,Ks〉

2〈s, [sx, sy]〉
(py[s, sx]− px[s, sy])

+
〈sx,Ks〉〈sy, sy〉[s, sx]− 〈sy,Ks〉〈sx, sx〉[s, sy]

〈s,Ks〉〈s, [sx, sy]〉
− 〈sx, sy〉s, (7.21)

где p = ig/h = 〈Ks,Ks〉
〈s,Ks〉 −

1
2 trK. Здесь, как и раньше, предполагается, что h

задается формулой (7.8). В изотропном случае K = −2I уравнения упроща-
ются:

uxy =
2uxuy
u− v

− i(ux + uy), vxy =
2vxvy
v − u

+ i(vx + vy), (7.22)

sxy = [s, sx + sy]− 〈sx, sy〉s.

7.3 Представления нулевой кривизны

Представления нулевой кривизны для уравнения Ландау-Лифшица и модели
Склянина хорошо известны. Поэтому мы ограничимся тем, что приведем их
для цепочек (7.4), (7.5) и уравнения (7.20). Заметим, что установленная связь
с преобразованиями Бэклунда позволяет строить для дискретных уравнений
представления нулевой кривизны с той же матрицей U , что и для непрерыв-
ных (естественно, зависящей от своих переменных в каждом узле решетки):

Ln,x± = U±n+1Ln − LnU
±
n , U+

x− − U
−
x+ = U−U+ − U+U−. (7.23)

Чтобы получить матрицы U±, входящие во второе уравнение (7.23), следует
отождествить un, vn с u, v и заменить лишние переменные vn−1, un−1 через
производные vx+ , ux− в силу (7.4), (7.5).



184 Глава 7. Дискретизация уравнения Ландау-Лифшица

Матрица Ln имеет вид

Ln = 〈Ksn, sn〉−1/2(1 + iMsn),

а U±n имеют вид (напомним, что векторы s(un±1, vn) можно выразить через
sn±1, sn согласно (7.11))

U+
n = M+s(un, vn−1), U−n = M−s(vn, un−1).

Здесь мы пользуемся известным изоморфизмом gl(2,C) и алгебры кватерни-
онов над C. Напомним, что умножение в этой алгебре задается формулой

(α+ a)(β + b) = αβ − 〈a, b〉+ αb+ βa+ [a, b],

где α, β обозначают скалярные, а a, b — векторные части кватернионов.
Оператор M удовлетворяет соотношению

M2 = 1− 2

λ
K, (7.24)

а операторы M± задаются формулами 4M± = λ(M ± detM ·M−1) или, по-
компонентно,

M2
a = 1− 2

λ
Ka, 4M±a = λ(Ma ±MbMc).

Кривая
1

K1
(M2

1 − 1) =
1

K2
(M2

2 − 1) =
1

K3
(M2

3 − 1)

может быть параметризована эллиптическими функциями Якоби:

M1 =

√
K2 −K1

K2
sn(z, k), M2 =

√
K1 −K2

K1
cn(z, k),

M3 =

√
K1 −K3

K1
dn(z, k), k =

√
(K1 −K2)K3

K2(K1 −K3)
=

√
J1 − J2

J1 − J3
.

Отметим, что компоненты операторов M± лежат на кривой в R3

4(M±1 )2 + J1 = 4(M±2 )2 + J2 = 4(M±3 )2 + J3.

При a = 0 цепочка (7.12) допускает непосредственное обобщение на сферу
Sd−1:

st = 〈s,Ks〉
(

s+ s1

1 + 〈s, s1〉
− s+ s−1

1 + 〈s, s−1〉

)
, |s| = 1, s ∈ Rd, (7.25)

где K = Kᵀ матрица размера d × d (диагональная, без потери общности).
Это уравнение обладает представлением нулевой кривизны Lt = U1L − LU с
матрицами размера (d+ 1)× (d+ 1),

L =

(
−1 0
0 I

)
+

λ

〈s,Ks〉

(
1 sᵀM
Ms MssᵀM

)
,
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U =
λ

1 + 〈s, s−1〉

(
0 (s+ s−1)ᵀM

M(s+ s−1) M(s−1s
ᵀ − ssᵀ−1M

)
. (7.26)

Здесь sn обозначает вектор-столбец, а единичная матрица I и матрица M =
Mᵀ имеют размер d× d, причем выполняется соотношение (7.24).

Вопрос о многополевых аналогах цепочек (7.4), (7.5) является открытым.
В изотропном случае известно их обобщение вида

un,x± = {(un±1 − un)(un±1 − vn)−1(un − vn)},
vn,x± = {(un − vn)(un − vn∓1)−1(vn − vn∓1)}, (7.27)

где {abc} обозначает умножение в йордановой тройной системе с обратимыми
элементами. Наиболее важными примерами такой операции являются умно-
жение матриц по правилу {abc} = abc+ cba, причем a−1 совпадает с обратной
матрицей, и умножение векторов по правилу {abc} = 〈a, b〉c + 〈c, b〉a, причем
a−1 = a/|a|2. Для цепочек (7.27) выполняется следующий аналог уравнений
(7.22).

Утверждение 7.2. Векторные поля ∂x = ∂x+ и ∂y = ∂x− коммутируют, и в
силу цепочек (7.27) переменные u = un, v = vn удовлетворяют системе

uxy = 2{ux(u− v)−1uy} − ux − uy, vxy = 2{vx(v − u)−1vy}+ vx + vy.

7.4 Стационарная цепочка

Рассмотрим стационарную цепочку (7.12)

[s, s1] + b(s+ s1)

1 + 〈s, s1〉
+

[s, s−1]− b(s+ s−1)

1 + 〈s, s−1〉
= 2

[s,Ks]

〈s,Ks〉
, |s| = 1 (7.28)

(случай a = 0 тривиален, поэтому можно положить a = 1, не теряя общности).
Это уравнение можно явно разрешить относительно s1, что определяет отоб-
ражение (S2)2 → (S2)2. Покажем, что это отображение пуассоново и допускает
два первых интеграла, то есть является интегрируемым в смысле дискретной
теоремы Лиувилля.

Удобно перейти от фазового пространства (S2)2, с координатами (s−1, s), к
кокасательному расслоению сферы T ∗S2, с координатами (s,m), при помощи
обратимой замены

m =
[s−1, s] + b(s−1 + s)

1 + 〈s−1, s〉
.

В новых переменных цепочка (7.28) принимает вид

m1 = m+ 2
[s,Ks]

〈s,Ks〉
, s1 = s+ [m1, s+ s1],
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причем величина b = 〈m, s〉 постоянна в силу уравнений. Эту систему нетрудно
разрешить относительно s1 и получить явное отображение Φ : T ∗S2 → T ∗S2,

Φ : m1 = m+ 2
[s,Ks]

〈s,Ks〉
, s1 = s+

2[m1, [m1, s] + s]

1 + |m1|2
.

Отображение Φ обладает двумя полиномиальными первыми интегралами:

I1 = 〈Ks, s〉(1− 〈m,m〉) + 2〈s,m〉〈Ks,m〉+ 2〈Ks, [s,m]〉,
I2 = 〈K−1([s,m] + s), [s,m] + s〉.

Их можно найти при помощи представления нулевой кривизны

Un+1(1 + iMsn) = (1 + iMsn)Un,

где матрица Un = iMmn+detM ·M−1([sn,mn]+sn) совпадает, с точностью до
скалярного множителя, с линейной комбинацией (1 + ib)U+

n + (1− ib)U−n мат-
риц из раздела 7.3. Очевидно, что trU2

n (или 〈Un, Un〉, на языке кватернионов)
является первым интегралом, и несложное вычисление (с учетом формулы
(7.24)) показывает, что I1, I2 возникают отсюда, как коэффициенты в разло-
жении по λ. Выражение для I1 в старых переменных sn, sn+1 имеет вид

I1 = const
〈Ks, s1〉

1 + 〈s, s1〉
,

выражение для I2 более громоздко.
Интегрируемость уравнения (7.28) вытекает из следующего утверждения.

Утверждение 7.3. Отображение Φ сохраняет скобку Ли-Пуассона для ал-
гебры Ли движений 3-мерного пространства

{mi,mj} = εijkm
k, {si,mj} = εijks

k.

Эта скобка невырождена на орбите 〈s, s〉 = 1, 〈s,m〉 = b, и первые интегралы
I1, I2 находятся в инволюции относительно этой скобки.

7.5 Дискретное уравнение Ландау-Лифшица

Согласно общим результатам разделов 6.3.2, 6.3.3, решение цепочек (7.4), (7.5)
можно продолжить на решётку Z2 с переменными um,n, так чтобы набор
(un, vn) = (um,n, um+1,n) был решением при любом m. При этом переменные
um,n удовлетворяют дискретному 5-точечному уравнению. Приведём здесь со-
ответствующие формулы более подробно.

Утверждение 7.4. Каждая из переменных u и v удовлетворяет, в силу (7.4),
(7.5), цепочке типа Рудженарса-Тоды

2ux±x± − r′(u)

u2
x± − r(u)

=
u∓1,x± + hu(u∓1, u)

h(u∓1, u)
−
u±1,x± − hu(u, u±1)

h(u, u±1)
, (7.29)

где r(u) = h2
v − 2hhvv, h = h(u, v).
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То обстоятельство, что u и v удовлетворяют одним и тем же уравнениям,
позволяет построить автопреобразование для цепочек (7.4), (7.5). Отождеств-
ляя (un, vn) с (um,n, um+1,n), получаем из каждой из цепочек по два выражения
для производной um,n:

um,n,x± =
2h(um,n, um+1,n)

um,n±1 − um+1,n
+ hum+1,n(um,n, um+1,n),

um,n,x± =
2h(um−1,n, um,n)

um−1,n − um,n∓1
− hum−1,n(um−1,n, um,n).

(7.30)

Их равенство и даёт искомое дискретное уравнение. Чтобы записать его в
симметричном виде, определим квадратичные многочлены a, b, c равенством
h(u, v) = a(v)u2 + 2b(v)u+ c(v) и воспользуемся тождеством

h(u, v)

u− w
− 1

2
hu(u, v) =

a(v)uw + b(v)(u+ w) + c(v)

u− w
.

Теорема 7.5. Отображение (um−1,n, um,n)→ (um,n, um+1,n), задаваемое фор-
мулой

a(u)u0,1u−1,0 + b(u)(u0,1 + u−1,0) + c(u)

u−1,0 − u0,1

=
a(u)u0,−1u1,0 + b(u)(u0,−1 + u1,0) + c(u)

u0,−1 − u1,0
, (7.31)

переводит решения каждой из цепочек (7.4), (7.5) в решения.

Доказательство. Легко показать, что формула (7.31) эквивалентна

ũx+ =
2h(ũ, ṽ)

ũ1 − ṽ
+ hṽ(ũ, ṽ),

то есть переменные ũ, ṽ удовлетворяют первому из уравнений (7.4). Диффе-
ренцируя его по x+, мы однозначно находим ṽx+ , и так как известно, что ũ = v
удовлетворяет цепочке (7.29), то отсюда следует, что ũ, ṽ удовлетворяют и вто-
рому уравнению (7.4).

Чтобы доказать утверждение и для цепочки (7.5), достаточно заметить,
что формула (7.31) инвариантна относительно замены n→ −n.

Заметим, что потоки (7.30) симметричны относительно отражения m↔ n,
x± ↔ ∓x±. Таким образом, роли индексов m и n оказываются совершенно
равноправными. В частности, выбирая переменные вдоль оси m, мы вновь
придем к цепочкам типа Рудженарса-Тоды. Цепочки типа Тоды возникают
при выборе динамических переменных вдоль диагоналей m = ±n.

Утверждение 7.6. Переменные wn = um0∓n,n удовлетворяют цепочке

wn,x±x± = −(w2
n,x± − r(wn))

(
1

wn+1 − wn
− 1

wn − wn−1

)
+

1

2
r′(wn). (7.32)
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В заключение, приведём обобщение системы (7.30) с переменным много-
членом h. При этом приходится пожертвовать одним из времен x±, так как
получающееся дискретное уравнение уже не инвариантно относительно отра-
жения n→ −n.

Утверждение 7.7. Пусть hn(u, v) = hn(v, u), hn,uuu = 0, а дискриминант
r(u) = h2

n,v − 2hnhn,vv один и тот же во всех узлах решетки. Тогда следующая
система совместна:

um,n,x =

(
2

um,n+1 − um+1,n
+ ∂um+1,n

)
hm+n(um,n, um+1,n),

=

(
2

um−1,n − um,n−1
− ∂um−1,n

)
hm+n−1(um−1,n, um,n).

Природу этого обобщения легко объяснить, если вспомнить, что сдвиги по
m и n задают преобразование Бэклунда для системы (7.15), где u = um,n+1,
v = um+1,n, которая зависит лишь от многочлена r, а не h. Так как r зависит
от 5 коэффициентов, а h от 6, то преобразование Бэклунда содержит дополни-
тельный произвольный параметр αn. Сравнивая формулы (7.8) и (7.16) видим,
что в качестве этого параметра можно принять, например, постоянную C в
формуле (7.9), которую следует выбирать независимо на каждом шаге:

J = CnI − detKn ·K−1
n , hn(u) =

i

4
(u− v)2〈s,Kns〉.

Явное выражение для hn, отвечающее многочлену r в канонической форме
Якоби или Вейерштрасса, задаётся формулами (q4) или (2.22), с переменным
параметром α = αn.

Комментарии к главе 7

Глава основана на работе Адлера [10].
·B Цепочка Склянина введена в работе [157]. Эта дискретизация характе-

ризуется тем, что фундаментальные скобки Пуассона для нее и уравнения
Ландау-Лифщица (7.14) обслуживаются одной и той же r-матрицей, а матри-
ца Ln из представления нулевой кривизны аппроксимирует, в пределе x = εn,
ε → 0, матрицу монодромии для (7.14). Эти свойства можно принять в ка-
честве определения «правильного» дискретного аналога данной непрерывной
модели, см. обсуждение этой проблемы в книгах Тахтаджяна, Фаддеева [174]
и Суриса [168]. Совпадение матриц U объясняет то, что возникающие при
этом цепочки определят также преобразования Бэклунда, в данном примере
это цепочки (7.4), (7.5) введённые Шабатом и Ямиловым [156].
·B Цепочка Гейзенберга (7.13) появилась, при произвольных a и b, у Рагнис-

ко и Сантини [145]. Отметим также работы Доливы, Сантини [60, 62], Бобенко
[41] и Бобенко, Суриса [43], где рассматриваются приложения этой модели в



7.5. Дискретное уравнение Ландау-Лифшица 189

дискретной геометрии. В этих работах указывается также, что потоки, отве-
чающие различным значениям параметров a, b коммутируют.
·B Модифицированное уравнение Гейзенберга (7.19) найдено Михайловым и

Шабатом [124].
·B Представления нулевой кривизны для уравнения Ландау-Лифшица и мо-

дели Склянина можно найти в учебнике [174]. Отметим также сходство фор-
мул (7.26) с представлением нулевой кривизны из работы Голубчика и Соко-
лова [77], в которой рассматривается уравнение

st3 =
(
sxx +

3

2
〈sx, sx〉s

)
x
− 3

2
〈s, Js〉sx, |s| = 1, s ∈ Rd

являющееся, при d = 3, симметрией третьего порядка уравнения Ландау-
Лифшица (7.14). Представление нулевой кривизны для многополевых цепо-
чек (7.27) может быть построено в терминах суперструктурной алгебры Ли
соответствующей йордановой тройной системы (ср. со случаем йордановых
уравнений НШ, введённых в работе Свинолупова [170] и цепочек Вольтерра
из работы Адлера, Свинолупова, Ямилова [28]).

·B В непрерывном пределе sn = s(εn), K = 1 − ε2

2 J , b = εβ при ε → 0
уравнение (7.28) переходит в уравнение

s′′ + 2Js = λs+ 2β[s, s′], λ = 2〈s, Js〉 − 〈s′, s′〉,

где коэффициент λ определяется из условия нормировки |s| = 1. При β = 0
это известная задача Неймана о движении точки на сфере под действием ли-
нейных сил. Добавочный член [s, s′] отвечает движению заряженной частицы
в поле магнитного монополя Дирака, см. статью Веселова [179], где устанав-
ливается также связь со случаем Клебша движения твердого тела в идеальной
жидкости.
·B Понятие интегрируемости по Лиувиллю-Арнольду для конечномерных

дискретных систем введено Веселовым [181, 182], см. также работу Бруски,
Рагниско, Сантини и Жанга [52].
·B Для задачи Неймана известно, наряду с цепочкой (7.28), ещё две интегри-

руемые дискретизации. Одной из них служит так называемая стационарная
цепочка Гейзенберга (Грановский,Жеданов [79], Веселов [180], Мозер, Веселов
[129])

s1 + s−1 = 2
〈s−1,Ks〉
〈Ks,Ks〉

Ks, |s| = 1.

Вторая имеет вид (Рагниско [144], Сурис [168])

s1

〈s, s1〉
+

s−1

〈s, s−1〉
= (2− J)s+ 〈s, Js〉s, |s| = 1.

В обоих случаях можно считать, что векторы s имеют произвольную размер-
ность.
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·B Следует отметить, что уравнение (7.28) при b = 0 можно переписать в
виде

s1 + s

1 + 〈s, s1〉
+

s+ s−1

1 + 〈s, s−1〉
=

2Ks

〈s,Ks〉
, |s| = 1,

также имеющем смысл в пространстве любой размерности. Интегрируемость
такого обобщения доказана Сурисом [167].
·B Близкими свойствами обладает также интегрируемая дискретизация волч-

ка Лагранжа, предложенная в работах Бобенко [41] и Бобенко, Суриса [42].
·B Цепочка (7.32) является основным уравнением в списке Ямилова [190]

интегрируемых цепочек типа Тоды, см. также работу Кричевера [99].



Глава 8

Интегрируемые изотропные
цепочки Вольтерра на сфере

В этой главе приводится классификация интегрируемых векторных цепочек
Вольтерра с редукцией на сферу. Задача решается в рамках стандартного сим-
метрийного подхода. Его основы и вывод необходимых условий интегрируе-
мости приведены в разделе 8.3. Результатом классификации является список,
состоящий, в основном, из новых цепочек. Рассматриваются ассоциированные
уравнения — двумерные векторные системы типа нелинейного Шрёдингера и
трёхмерные типа Дэви-Стюартсона.

8.1 Постановка классификационной задачи

Рассмотрим векторные цепочки Вольтерра общего вида

Vn,x = fnVn+1 + gnVn + hnVn−1, n ∈ Z, (8.1)

где Vn векторы, а fn, gn, hn скалярные функции от Vn+1, Vn, Vn−1. Интегрируе-
мость понимается, как существование высших симметрий аналогичного вида,
то есть цепочек, содержащих большее число соседних векторов с сохранением
той же квазилинейной структуры. Нашей целью будет проклассифицировать
интегрируемые случаи при следующих предположениях:

(i) цепочка и её симметрии изотропны и сдвигово-инвариантны, то есть их
коэффициенты зависят лишь от скалярных произведений

vm,n := 〈Vm, Vn〉 = 〈Vn, Vm〉,

причём эта зависимость одна и та же в каждом узле цепочки;
(ii) симметрия должна существовать независимо от размерности вектор-

ного пространства и природы скалярного произведения;
(iii) все Vn имеют единичную длину, vn,n = 1.

191
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Трансляционная инвариантность позволяет использовать сокращённые обо-
значения, опуская в индексах дискретную переменную n, так что уравнение
(8.1) принимает вид

Vx = fV1 + gV + hV−1 (8.2)

(индексы x, t будут зарезервированы для обозначения производных, а не сдви-
гов). В силу сделанных предположений, функции f, g, h связаны уравнением

v1,0f + g + v0,−1h = 0 (8.3)

и зависят лишь от скалярных произведений v1,0, v0,−1, v1,−1, которые можно
рассматривать, как независимые переменные. Следовательно, задача клас-
сификации сводится к нахождению двух функций от трёх переменных. По
сложности она сравнима со случаем скалярных цепочек типа Вольтерра

vx = f(v1, v, v−1). (8.4)

Метод решения в целом также весьма близок, поскольку необходимые условия
интегрируемости в обоих случаях формально совпадают (различие заключа-
ется в наборах динамических переменных: vm,n вместо vn).

В принципе, классификационную задачу для цепочек (8.2) можно решать
и без условия (iii). Эта связь выделяет не независимый класс уравнений, а
лишь специальную редукцию общей задачи. Действительно, она может быть
разрешена при помощи стереографической проекции

V =
1− 〈U,U〉
1 + 〈U,U〉

e0 +
2

1 + 〈U,U〉
U,

где e0 произвольный постоянный единичный вектор, а U лежит в его ортого-
нальном дополнении. Вектор U удовлетворяет, в силу уравнения (8.2), некото-
рой изотропной цепочке Ux = f̃U1+g̃U+h̃U−1. Так как размерность векторного
пространства в наших рассмотрениях несущественна, то каждой цепочке на
сфере отвечает, при таком отображении, некоторая цепочка в пространстве
без связей. Однако, эта цепочка для U не произвольна: она должна допускать
редукцию 〈U,U〉 = 1, так как при этой связи U = V . Эта редукция приводит
обратно к исходной цепочке.

Целью данной главы было решение конкретной классификационной зада-
чи; такие важные вещи, как разностные подстановки, пары Лакса, преобразо-
вания Бэклунда, точные решения и т.д. не рассматривались. По-видимому, эти
открытые задачи требуют индивидуального подхода для каждой цепочки из
полученного списка. Наиболее интригующим вопросом, возникающим и для
других векторных уравнений, является вопрос о гамильтоновой структуре.

Как отмечалось при постановке задачи, от предположения (iii) можно от-
казаться за счёт стереографической проекции. Ещё одна интересная поста-
новка задачи связана с переменными на конусе 〈V, V 〉 = 0 вместо сферы. На
первый взгляд, эта связь является предельным случаем предыдущей, но на
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самом деле она выделяет независимый класс уравнений. В частности, в этом
случае коэффициент g не выражается через f, h и отсутствует явная формула
типа (8.14) для симметрии. Интересным примером служит цепочка

Vx =
1

v1,−1
(v0,−1V1 − v1,0V−1) + b(v1,−1, v1,0, v0,−1)V, vn,n = 0.

По-видимому, она удовлетворяет бесконечной серии условий интегрируемости
(8.9) при всех b, но (локальные) симметрии существуют только при bv1,−1 = 0.

Возможны также обобщения условия (i). Простейшей анизотропной цепоч-
кой является аналог (V6)

Vx = 〈V,KV 〉
(

V1 + V

1 + 〈V1, V 〉
− V + V−1

1 + 〈V, V−1〉

)
, 〈V, V 〉 = 1,

где K произвольный симметрический оператор. Как было показано в преды-
дущей главе, эта цепочка тесно связана с другими интегрируемыми уравне-
ниями, такими как цепочка Склянина и уравнение Ландау-Лифшица. Клас-
сификационная задача в анизотропном случае может быть в принципе ре-
шена аналогичным образом, но технически она гораздо сложнее, посколь-
ку коэффициенты приобретают зависимость от дополнительных переменных
ṽm,n = 〈Vm,KVn〉. Было бы интересно также рассмотреть случай асимметрич-
ного скалярного произведения (vm,n 6= vn,m). Такие примеры пока неизвестны.

8.2 Список интегрируемых цепочек

Цепочка (8.2) называется интегрируемой, если она обладает бесконечной иерар-
хией симметрий вида

Vtk = p(k,k)Vk + p(k,k−1)Vk−1 + · · ·+ p(k,1−k)V1−k + p(k,−k)V−k (8.5)

с коэффициентами, зависящими от скалярных произведений векторов Vk, . . . ,
V−k. Следствия из этого определения анализируются в следующем разделе,
результатом которого является вывод нескольких необходимых условий ин-
тегрируемости. Они представляют собой соотношения специального вида на
правую часть цепочки. Разрешение этих соотношений в разделе 8.4 приводит
к следующему основному результату данной главы.

Теорема 8.1. Если изотропная цепочка Вольтерра на сфере 〈V, V 〉 = 1 удо-
влетворяет необходимым условиям интегрируемости (8.9)–(8.12), то она совпа-
дает с одной из цепочек списка 8.1, с точностью до растяжения x. Все цепочки
из этого списка обладают высшей симметрией вида (8.14).

Отметим, что цепочки, отвечающие разным знакам ε или δ, сводятся друг
к другу заменой Vn → (−1)nVn. Цепочка (V2) при k = ±1 совпадает с (V5) при
k = 0.
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Vx =
a(V1 − v1,0V ) + a1(v0,−1V − V−1)

v1,−1 − v1,0v0,−1
, a = v0,−1 −

1

v0,−1
; (V1)

Vx =
a(V1 − v1,0V ) + a1(v0,−1V − V−1)

v1,−1 − v1,0v0,−1 + aa1
, a2 − 2kv0,−1a+ v2

0,−1 − 1 = 0; (V2)

Vx =
(v0,−1 + ε)(V1 + εV )− (v1,0 + ε)(V−1 + εV )

v1,−1 − 1
; (V3)

Vx =
(v0,−1 + ε)(V1 + εV )− (v1,0 + ε)(V−1 + εV )

v1,−1 − v1,0v0,−1 + (v1,0 + ε)(v0,−1 + ε)(k + pp1)
, p =

√
v0,−1 − ε
v0,−1 + ε

− k;

(V4)

Vx =
(v0,−1 + ε)(V1 + εV )− (v1,0 + ε)(V−1 + εV )

v1,−1 + ε(v1,0 + v0,−1) + 1 + k
√
v1,0 + ε

√
v0,−1 + ε

, k = 0,±2; (V5)

Vx =
V1 + δV

v1,0 + δ
− V−1 + δV

v0,−1 + δ
, δ = 0,±1. (V6)

Список 8.1. Интегрируемые цепочки Вольтерра на сфере 〈V, V 〉 = 1
vm,n = 〈Vm, Vn〉, ε = ±1.

Отметим также следующую связь цепочки (V6) с полиномиальной вектор-
ной цепочкой Вольтерра. Перепишем (V6), при δ = 1 и после растяжения x,
как

Vx =
V1 + V

|V1 + V |2
− V + V−1

|V + V−1|2
. (8.6)

В такой форме, связь 〈V, V 〉 = 1 не обязательна для интегрируемости. Эту
цепочку и её высшую симметрию (8.14) можно записать компактно, как

Vx = (T − 1)(W ), Vt = (T − 1)PW (W1 −W−1), W = (V + V−1)−1

при помощи операций

A−1 =
1

〈A,A〉
A, PA(B) = 2〈A,B〉A− 〈A,A〉B.

Переменная W удовлетворяет полиномиальным цепочкам

Wx = −PW (W1−W−1), Wt = −PW (PW1(W2 +W )−PW−1(W +W−2)). (8.7)

Цепочка (V3) связана с (V6) композицией разностной подстановки и редук-
ции. Именно, сначала можно разрешить связь 〈V, V 〉 = 1 при помощи стерео-
графической проекции, как было объяснено в разделе 8.1. Это приводит (V3)
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при ε = −1 к виду

Ux =
|U − U−1|2(U1 − U) + |U1 − U |2(U − U−1)

|U1 − U−1|2

и затем подстановка Ṽ = U − U−1 приводит к цепочке

Ṽx =
|Ṽ |2Ṽ1 + |Ṽ1|2Ṽ
|Ṽ1 + Ṽ |2

− |Ṽ−1|2Ṽ + |Ṽ |2Ṽ−1

|Ṽ + Ṽ−1|2
.

Это не та же цепочка, что (8.6), но очевидно, что обе цепочки допускают
редукцию на сферу, приводящую к одной и той же цепочке (V6). Вопрос о
подстановках для других цепочек списка пока открыт.

8.3 Необходимые условия интегрируемости

Легко видеть, что условие совместности цепочек (8.2) и (8.5) расщепляется по
векторным переменным Vn и сводится к коммутационному соотношению

Dx(P (k))−Dtk(F ) = [F, P ] (8.8)

для скалярных операторов

F = fT + g + hT−1, P (k) = p(k,k)T k + · · ·+ p(k,−k)T−k

где T обозначает оператор сдвига n 7→ n+1. Отсюда следует, что необходимые
условия интегрируемости фактически совпадают с условиями для скалярного
случая (8.4), с точностью до замены оператора F оператором линеаризации
f∗ = fv1T + fv + fv−1T

−1. Для полноты изложения приведём краткий вывод
этих условий.

Уравнение (8.8) эквивалентно набору уравнений на коэффициенты опера-
тора P (k). Одна пара уравнений приводит к явным выражениям для ведущих
коэффициентов

p(k,k) = fk−1 . . . f1f, p(k,−k) = αh−k+1 . . . h−1h,

а разрешимость остальных уравнений порождает некоторую последователь-
ность необходимых условий интегрируемости цепочки. От порядка k сим-
метрии эти условия фактически не зависят. Более точно, пусть уравнение
(8.8) разрешимы, при некоторых k = K − 1,K, относительно 2l + 2 коэф-
фициентов p(k,±k), p(k,±(k−1)), . . . , p(k,±(k−l)), где k − l > 1. Тогда они разреши-
мы относительно этих 2l + 2 коэффициентов при любом k > K. Более то-
го, коэффициенты одной симметрии пересчитываются через коэффициенты
другой по явным формулам. Чтобы доказать это, достаточно заметить, что
член Dtk(F ) в левой части (8.8) влияет на вычисление только коэффициентов
p(k,1), p(k,0), p(k,−1), и что P (k) можно аппроксимировать формальным степен-
ным рядом (P (K)(P (K−1))−1)k. Это приводит к следующему утверждению .
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Утверждение 8.2. Если цепочка (8.2) обладает бесконечной иерархией выс-
ших симметрий, то уравнения

Lx = [F,L], L = a(−1)T + a(0) + a(1)T−1 + a(2)T−2 . . .

L̃x = [F, L̃], L̃ = ã(−1)T−1 + ã(0) + ã(1)T + ã(2)T 2 . . .

разрешимы относительно коэффициентов a(j), ã(j) зависящих от vm,n.

Ряды L, L̃ называются формальными симметриями. Оказывается, что урав-
нения для их коэффициентов могут быть переписаны в виде последователь-
ности так называемых канонических законов сохранения

Dx(ρ(j)) = (T − 1)(σ(j)), Dx(ρ̃(j)) = (T−1 − 1)(σ̃(j)), j = 0, 1, 2, . . . (8.9)

Точнее, если цепочка (8.2) имеет симметрию порядка k, то уравнения (8.9)
можно разрешить относительно σ(j), σ̃(j) при j = 0, . . . , k−2. Плотности ρ(j), ρ̃(j)

выражаются явно, по определённому рекурсивному алгоритму, через коэффи-
циенты цепочки и ранее найденные σ(j), σ̃(j). Этот алгоритм связывает ρ(j) с
вычетом Lj , определяемым как свободный член ряда по степеням T (справед-
лива формула res[A,B] ∈ Im(T−1)). Однако, нам понадобятся лишь несколько
первых законов сохранения, и формулы для них проще вывести непосред-
ственно.

Утверждение 8.3. Пусть цепочка (8.2) интегрируема, тогда уравнения (8.9)
разрешимы для следующей последовательности плотностей ρ(j), ρ̃(j):

ρ(0) = log f, ρ̃(0) = log h, (8.10)

ρ(1) = g + σ(0), ρ̃(1) = g + σ̃(0), (8.11)

ρ(2) = hf−1 +
1

2
(ρ(1))2 + σ(1), ρ̃(2) = fh1 +

1

2
(ρ̃(1))2 + σ̃(1). (8.12)

Доказательство. Имеем уравнения для коэффициентов a(−1), a(0), a(1), a(2):

0 = fa
(−1)
1 − f1a

(−1),

a(−1)
x = fa

(0)
1 − fa

(0) + ga(−1) − g1a
(−1),

a(0)
x = fa

(1)
1 − f−1a

(1) + ha
(−1)
−1 − h1a

(−1),

a(1)
x = fa

(2)
1 − f−2a

(2) + ga(1) − g−1a
(1) + ha

(0)
−1 − ha

(0).

Из первого уравнения следует a(−1) = f , без потери общности. Тогда второе
уравнение принимает вид (log f)x = (T −1)(a(0)−g), и мы получаем плотность
ρ(0) и формулу для следующего коэффициента формальной симметрии: a(0) =
g + σ(0). Согласно третьему уравнению, этот коэффициент можно принять,
в качестве плотности ρ(1) и тогда a(1) = h + σ(1)/f−1. Последнее уравнение
приводится к виду(

hf−1 +
1

2
(ρ(1))2 + σ(1)

)
x

= (T − 1)(f−1f−2a
(2) + σ(1)ρ

(1)
−1),
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после умножения на f−1 и с учётом предыдущих уравнений. Второй набор
плотностей получается немедленно в силу симметрии n→ −n.

Замечание 8.4. В дополнение к высшим симметриям, характерной чертой ин-
тегрируемых уравнений является существование законов сохранения высших
порядков. Из этого свойства также можно извлечь некоторые условия инте-
грируемости. Оно приводит к понятию формального закона сохранения

Sx + SF + F ᵀS = 0, S = s(0) + s(1)T−1 + s(2)T−2 + . . .

где (aT j)ᵀ := T−ja и коэффициенты s(j) зависят от vm,n. Разрешимость этого
уравнения эквивалентна последовательности условий вида

ρ̂(j) = (T − 1)(σ̂(j)), j = 0, 1, 2, . . . (8.13)

В частности,
ρ̂(0) = log(−f/h), ρ̂(1) = 2g +Dx(σ̂(0)).

Можно показать, что законы сохранения (8.9) эквивалентны в силу условий
(8.13), то есть ρ(j) +const ρ̃(j) ∈ C⊕ Im(T −1). Известно, что в некоторых клас-
сификационных задачах использование этих дополнительных условий инте-
грируемости может привести к значительному упрощению рассуждений или
даже более короткому списку уравнений. Оказывается, что в рассматриваемом
случае польза от этих условий невелика, и удаётся без них обойтись (можно
проверить, что для всех найденных цепочек они выполняются автоматически).

Возвращаясь к характеристическому уравнению (8.8), заметим, что разре-
шимость первой пары условий интегрируемости (8.9), (8.10) позволяет найти
коэффициенты p(k,±k), p(k,±(k−1)) симметрии. При k = 2 это определяет сим-
метрию полностью, благодаря связи 〈V, V 〉 = 1, из которой следует

v2,0p
(2,2) + v1,0p

(2,1) + p(2,0) + v0,−1p
(2,−1) + v0,−2p

(2,−2) = 0.

Прямое вычисление показывает, что если эта симметрия существует, что она
должна имеьт вид

Vt = ff1(V2 − v2,0V ) + f(ρ
(1)
1 + ρ(1))(V1 − v1,0V )

+ κh(ρ̃
(1)
−1 + ρ̃(1) + κ̃)(V−1 − v0,−1V ) + κhh−1(V−2 − v0,−2V )

(8.14)

с некоторыми неопределёнными постоянными интегрирования κ, κ̃. Хотя эта
явная формула не даёт существенного преимущества при решении классифи-
кационной задачи, она полезна при окончательной проверке интегрируемости
найденной цепочки.
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8.4 Анализ условий интегрируемости

8.4.1 Первый шаг

Рассмотрим первую пару условий интегрируемости (8.9), (8.10)

Dx(log f) ∈ Im(T − 1), Dx(log h) ∈ Im(T − 1). (8.15)

Отсюда легко получить, в качестве следствия, соотношения

fv1,−1

f2
+
h

f
T

(
fv1,−1

f2

)
= 0,

hv1,−1

h2
+
f

h
T−1

(
hv1,−1

h2

)
= 0. (8.16)

Действительно, члены содержащие скалярные произведения vk,k−3 появляют-
ся только при дифференцировании v1,−1 по x:

Dx(log f) =
fv1,−1

f
Dx(v1,−1) + · · · =

fv1,−1

f
(f1v2,−1 + h−1v1,−2) + . . .

Im(T−1)
'

(
fv1,−1

f
f1 + T

(
fv1,−1

f

)
h

)
v2,−1 + . . . ,

что даёт первое уравнение (8.16). Это вычисление фактически эквивалентно
применению вариационной производной δ/δv3,0 определяемой по формуле

δa

δvj,0
=

∂

∂vj,0

∞∑
k=−∞

T k(a), j = 1, 2, . . .

Применение этого понятия позволяет алгоритмизировать некоторые вычисле-
ния, благодаря свойству

C⊕ Im(T − 1) =
∞⋂
j=1

ker
δ

δvj,0
(8.17)

доказательство которого не отличается от скалярного случая.

Утверждение 8.5. Зависимость коэффициентов цепочки от v1,−1 определя-
ется одним из следующих случаев:

Случай 1. f =
a(v0,−1)

v1,−1 + b(v1,0, v0,−1)
, h = − a(v1,0)

v1,−1 + b(v1,0, v0,−1)
,

Случай 2. f = f(v1,0, v0,−1), h = h(v1,0, v0,−1).

Доказательство. Из первого уравнения (8.16) следует, что fv1,−1/f
2 может

зависеть лишь от v0,−1. Если fv1,−1 6= 0, приходим к Случаю 1. Если fv1,−1 = 0,
то и hv1,−1 = 0, в силу второго уравнения (8.16), и получаем Случай 2.

Условия (8.15) ещё далеко не исчерпаны этим утверждением. Как мы уви-
дим, в Случае 1 они позволяют определить и функции a, b.
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8.4.2 Случай 1: fv1,−1 6= 0

Заметим, что в этом случае соотношение (8.13) при j = 0 удовлетворено, при-
чём σ̂(0) = − log a(v0,−1). Это значит, что условия (8.15) эквивалентны друг
другу и имеет смысл рассматривать только одно из них. На данном этапе
следует применить к нему оператор δ/δv2,0 , что оказывается довольно трудо-
ёмким вычислением. В результате получается уравнение, полиномиальное по
переменным vk+2,k, и равенство коэффициентов нулю даёт некоторую пере-
определённую систему на функции a и b. Для её записи удобно ввести вспо-
могательные функции

y(v) =
1− v2

a2(v)
, c(u, v) =

b(u, v) + uv

a(u)a(v)
(8.18)

и обозначить u = v1,0, v = v0,−1, w = v−1,−2, тогда получаются следующие
сравнительно компактные уравнения:

c(u, v)(a′(u)− a′(v)) = (a(u)y(u))u − (a(v)y(v))v, (8.19)

a(u)(c+ y(u))cu − a(v)(c+ y(v))cv =
u(c− y(v))

a(u)
− v(c− y(u))

a(v)
, c = c(u, v),

(8.20)

(c(v, w) + y(v))(2c(u, v) + y(v))v = (c(u, v) + y(v))(2c(v, w) + y(v))v. (8.21)

Для начала покажем, что все решения уравнения (8.21) имеют вид

(i) 2c(u, v) = 2α− y(u)− y(v),

(ii) c(u, v) = αz(u)z(v) + β, y(v) = γz2(v)− β, z′ 6= 0

где α, β, γ произвольные постоянные.
Если c(v, w)+y(v) = 0 или c(u, v)+y(v) = 0, то (8.21) сводится к уравнению

0 = (y(u)− y(v))y′(v),

откуда получаем y(v) = −β, c(u, v) = β, специальный случай решения (ii).
Если (c(v, w)+y(v))(c(u, v)+y(v)) 6= 0, то переменные в (8.21) разделяются:

(2c(u, v) + y(u))u
c(u, v) + y(u)

= 2k(u),
(2c(u, v) + y(v))v
c(u, v) + y(v)

= 2k(v) (8.22)

откуда следует cuv = k(u)cv = k(v)cu. Случай k = 0 отвечает решению (i). При
k 6= 0 имеем c = C(K(u) + K(v)), K ′ = k, C ′′ = C ′, откуда c = αz(u)z(v) + β,
где z′ = kz. Кроме того, оба уравнения (8.22) сводятся к соотношению

y′(v) =
2z′(v)

z(v)
(y(v) + β)

и интегрированием получаем (ii). Рассматривая по отдельности оба типа ре-
шений, приходим к следующему утверждению.
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Утверждение 8.6. Решения a = a(v), b = b(u, v) системы (8.18)–(8.21) ис-
черпываются, с точностью до растяжения a→ const a, следующими:

a = v − 1/v, b = −uv; (8.23)

a2 − kva+ v2 − 1 = 0, b = a(u)a(v)− uv; (8.24)

a = v + ε, b = −1; (8.25)

a = v + ε, b = (u+ ε)(v + ε)

(√(u− ε
u+ ε

− k
)(v − ε

v + ε
− k
)

+ k

)
− uv; (8.26)

a = v + ε, b = 1 + ε(u+ v) + k
√

(u+ ε)(v + ε) (8.27)

где ε = ±1 и k произвольная постоянная.

Доказательство. Решения типа (i). Применяя ∂u∂v к (8.19), получаем

y′(u)a′′(v) = y′(v)a′′(u).

Если y′ = 0, то растяжение позволяет положить y = 1, a2(v) = 1−v2 и тогда из
(8.19) следует c = 1. Уравнение (8.20) в силу этих соотношений превращается
в тождество и мы приходим к решению (8.24) при k = 0.

Если y′ 6= 0, то a′ = µy + ν. При этом переменные в (8.19) разделяются и
на функции a = a(v), y = y(v) получается переопределённая система ОДУ:

ay′ = R(y) = −3

2
µy2 + (αµ− ν)y + λ,

a′ = S(y) = µy + ν, ya2 = 1− v2.
(8.28)

Дифференцирование даёт (производные по y обозначены точкой)

a(2yS +R) = −2v, S(2yS +R) + (2S + 2yṠ + Ṙ)R+ 2 = 0.

Полином по y в левой части последнего уравнения должен равняться нулю
тождественно, поскольку y′ 6= 0. Это даёт соотношения µ = 0, λν = −1 и,
кроме того, растяжение позволяет положить ν = 1. После этого система (8.28)
сводится к уравнениям

ay′ = −y − 1, a = v + ε, a2y = 1− v2.

Легко проверить, что они совместны лишь при ε2 = 1, а непосредственная
подстановка в (8.20) доказывает, что α = 0. В результате получается решение
(8.25).

Решения типа (ii). Применяя ∂u∂v к (8.19), получаем

α

(
a′(u)− a′(v) +

z(u)a′′(u)

z′(u)
− z(v)a′′(v)

z′(v)

)
= 0. (8.29)
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Если α = 0, то c = β и переменные в уравнении (8.20) разделяются:

(β − y(u))a(u)

u
=

(β − y(v))a(v)

v
= δ.

В силу этого соотношения уравнение (8.19), как и в предыдущем случае, об-
ращается в тождество. Учитывая (8.18), получаем для a(v) уравнение βa2 −
δva+ v2 − 1 = 0. С точностью до растяжения, это даёт решения (8.23), (8.24).

Если α 6= 0, то не теряя общности положим α = 1. Из уравнения (8.29)
следует a′ = µ/q + ν, тогда переменные в (8.19) разделяются и мы получаем
переопределённую систему ОДУ на функции a = a(v), z = z(v):

a′ =
µ

z
+ ν, ((γz2 − β)a)′ − µβ

z
+ µz = λ, (γz2 − β)a2 = 1− v2. (8.30)

Заметим, что γ 6= 0: иначе −2µβ/z + µz − βν = λ и так как z′ 6= 0, то µ = 0;
но тогда уравнения a′ = ν, βa2 = v2 − 1 несовместны. Следовательно, второе
уравнение (8.30) можно записать в виде

z′ =
1

2γa

(
−γνz − µ(γ + 1) +

λ+ βν

z
+

2µβ

z2

)
.

Далее, дифференцирование третьего уравнения (8.30) приводит, как в преды-
дущем случае, к уравнению, полиномиальному по z, коэффициенты которого
должны обращать в ноль. Это даёт уравнения на параметры:

(γ − 1)βµ = 0, (3γ − 1)(λ+ βν)µ = 0,

(γ − 3)µν = 0, 4γ(λν + 1) + (γ − 1)2µ2 = 0.

Кроме того, подстановка в (8.20) даёт дополнительно уравнения

(γ + 1)(γ − 3)βµ = 0, (γ2 − 1)(λ+ βν) = 0, (γ2 − 1)µ = 0.

Полная система имеет следующие решения:

(µ2 = 1, β = 0, λ = 0, ν = 0, γ = −1),

(µ = 0, ν = −1/λ, γ2 = 1), (µ = 0, ν = −1/λ, β = λ2).

Первое не подходит, так как для него z′ = 0. Для двух других положим ν = 1,
λ = −1, a = v + ε без потери общности. Нетрудно проверить, что тогда (8.30)
совместны при ε2 = 1 и мы приходим к решениям (8.26) и (8.27).

Прямая проверка показывает, что условия (8.9) при j = 0 выполняются
для каждого из решений (8.23)–(8.27), то есть, что в каждом случае суще-
ствуют величины σ(0), σ̃(0) обращающие эти условия в тождество. Достаточ-
но вычислить лишь σ(0), благодаря соотношению σ̃

(0)
−1 = Dx(σ̂(0)) − σ(0) где

σ̂(0) = − log a(v0,−1). Практически, это вычисление осуществляется по алго-
ритму “суммирования по частям”.
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После нахождения σ(0) тест на интегрируемость продолжается со следую-
щей парой плотностей (8.11). Оказывается, что во всех случаях, кроме (8.27),
второе условие интегрируемости выполнено автоматически. В случае (8.27)
на значения параметра возникает ограничение k3 = 4k. Подробнее, плотность
ρ(1) в этом случае равна

ρ(1) =
f−1

v−1,−2 + ε
(v0,−2 − 1) +

ff−1

v−1,−2 + ε

(
v1,−2 − v1,0 + v0,−1 − v−1,−2

− 1

2

(
k
√
v1,0 + ε+ 2ε

√
v0,−1 + ε

) (
k
√
v−1,−2 + ε+ 2ε

√
v0,−1 + ε

))
и можно проверить, что δDx(ρ(1))/δv2,0 = 0, если и только если k удовлетворяет
указанному уравнению.

Вычисление σ(1) и дальнейшая проверка условий интегрируемости требует
значительных усилий. К счастью, этих вычислений можно избежать, заменив
их проверкой того, что явная формула (8.14) действительно даёт высшую сим-
метрию. Это оказывается верным для (8.23)–(8.26) и (8.27) при k = 0,±2 (с
постоянными κ = −1, κ̃ = 0 во всех случаях) и мы приходим, соответственно,
к цепочкам (V1)–(V5) в приведённом выше списке 8.1.

8.4.3 Случай 2: fv1,−1 = 0

Вычисления в этом случае легче, но и длиннее, так как в некоторых подслуча-
ях приходится доходить до проверки третьего условия интегрируемости (8.9).
Результат этого анализа беден: ответ состоит из единственной цепочки (V6).
Поэтому, приведём лишь схематическое изложение этого случая.

Применение δ/δv2,0 к (8.15) даёт уравнения

h

f

(
T

(
fv0,−1

f

)
+
fv1,0
f

)
+
fv0,−1

f
+ T−1

(
fv1,0
f

)
= 0,

h

f

(
T

(
hv0,−1

h

)
+
hv1,0
h

)
+
hv0,−1

h
+ T−1

(
hv1,0
h

)
= 0.

(8.31)

Далее, дифференцируя их по v2,1 получаем

(log f)v1,0,v0,−1 = 0, (log h)v1,0,v0,−1 = 0 ⇒ f = T (a)b, h = T (c)d

где a, b, c, d функции от v0,−1. Переменные в уравнениях (8.31) разделяются и
мы приходим к соотношениям

(ab)′

ab
· c
a

= µ,
(ab)′

ab
· b
d

= −µ, (cd)′

cd
· b
d

= ν,
(cd)′

cd
· c
a

= −ν

с некоторыми постоянными µ, ν. Если ab+ cd 6= 0, то (ab)′ = (cd)′ = 0, так что
возможны два случая, с точностью до растяжения:

(i) b = p/a, c = ap/p′, d = −p′/a, p′ 6= 0;

(ii) a = α/b, d = 1/c.
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В случае (i), применение δ/δv1,0 к (8.15) приводит к переопределённой системе
на функции a, p. Кроме того, в качестве дополнительной информации можно
получить уравнение pp′′ = const(p′)2 (оно следует либо из дополнительного
условия интегрируемости (8.13) при j = 1, либо из следующей пары законов
сохранения (8.9), (8.11)). Это позволяет доказать, что пары функций a(v), p(v)
могут быть следующими:

a = p =
1

v + δ
; a = 1, p = v + δ; a = v, p = v3.

Проверка законов сохранения (8.9), (8.11) для первого решения показывает,
что δ может принимать значения ±1, 0, и приводит к цепочке (V6). Оставшиеся
два решения не проходят через тест.

В случае (ii) первая пара условий интегрируемости (8.9), (8.10) выполня-
ется при любых α, b, c. Последующий анализ показывает, что условия (8.9),
(8.11) выполняются, если α = 1 и либо b(v) = c(v) =

√
v + δ, либо b = c = 1. В

обоих случаях следующие условия (8.9), (8.12) не выполняются, и случай (ii)
оказывается пустым.

8.5 Ассоциированные уравнения в частных произ-
водных

Понятие ассоциированной системы уже неоднократно иллюстрировалось в
предыдущих главах, см. разделы 2.4, 5.6, 6.3.1 и 7.2. Переход к такой системе
состоит в том, что при исключении дискретной переменной высшая симметрия
цепочки превращается в некоторое уравнение в частных производных, сама
же цепочка при этом интерпретируется, как преобразование Бэклунда для
этого уравнения. Здесь мы покажем, что интегрируемые цепочки Вольтерра
(8.4) ассоциированы с некоторыми векторными системами типа НУШ.

Исключение дискретной переменной производится следующим образом. Из
уравнений (8.2), (8.3) следует

〈Vx, V1〉 = (1− v2
1,0)f + (v1,−1 − v1,0v0,−1)h,

〈Vx, Vx〉 = (1− v2
1,0)f2 + 2(v1,−1 − v1,0v0,−1)fh+ (1− v2

0,−1)h2.

Допустим, что эти уравнения можно разрешить относительно скалярных про-
изведений v1,−1, v0,−1 (это верно для всех цепочек списка 8.1). Тогда уравнение
(8.2) можно переписать в виде

V−1 = f̃V1 + g̃V + h̃Vx (8.32)

с коэффициентами, зависящими от скалярных произведений векторов. Ана-
логично,

V2 = f̂V1,x + ĝV1 + ĥV.
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Итерирование этих формул позволяет выразить все векторы Vn через векто-
ры U = V1, V и их производные. В результате, симметрия (8.14) порождает
систему вида{

Ut = Uxx + αUx + βVx + γU + δV,

−Vt = Vxx + α̃Ux + β̃Vx + γ̃U + δ̃V,
〈U,U〉 = 〈V, V 〉 = 1 (8.33)

с коэффициентами, зависящими от скалярных произведений U , Ux, V и Vx.
Уравнение (8.32) превращается в явное автопреобразование Бэклунда

U−1 = V, V−1 = f̃U + g̃V + h̃Vx

для этой системы. Обратное неверно: не всякая интегрируемая система (8.33)
допускает авто-ПБ такого вида. Задача классификации уравнений типа (8.33),
вероятно, весьма трудна, поскольку даже простейшие цепочки из нашего спис-
ка приводят к достаточно громоздким ответам. Приведём несколько примеров.

В случае (V6) обозначим w = (〈U, V 〉 + δ)−1, тогда при δ = ±1 получаем
систему

Ut = Uxx − 2w(〈Ux, V 〉+ 2δ)Ux + 2wVx + w
(
〈Ux, Ux〉 − 2w〈U, Vx〉

)
(δU + V ),

−Vt = Vxx − 2w(〈U, Vx〉 − 2δ)Vx − 2wUx + w
(
〈Vx, Vx〉+ 2w〈Ux, V 〉

)
(U + δV ),

а при δ = 0 систему

Ut = Uxx − 2w(〈Ux, V 〉+ w)Ux +
(
〈Ux, Ux〉+ 2w〈Ux, V 〉

)
U + 2(wV )x,

−Vt = Vxx − 2w(〈U, Vx〉 − w)Vx +
(
〈Vx, Vx〉 − 2w〈U, Vx〉

)
V − 2(wU)x.

Цепочка (V3) ассоциирована с системой

Ut = Uxx − 2w
(
w〈U, Vx〉〈Ux, V 〉 − 〈Ux, Vx − V 〉

)
Ux − w〈Ux, Ux〉Vx

+ w〈Ux, Ux〉(1 + w〈U, Vx〉)(εU + V ),

−Vt = Vxx + 2w
(
w〈U, Vx〉〈Ux, V 〉 − 〈Vx, Ux + U〉

)
Vx + w〈Vx, Vx〉Ux

+ w〈Vx, Vx〉(1− w〈Ux, V 〉)(U + εV ),

где w = (〈U, V 〉+ ε)−1, ε = ±1.

8.6 Предсимплектическая структура

Бигамильтонова структура скалярной цепочки Вольтерра хорошо известна. В
векторном случае вопрос значительно труднее. Следующее утверждение по-
казывает, что все рассматриваемые цепочки обладают по крайней мере еди-
нообразной предсимплектической структурой.
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Утверждение 8.7. Любая цепочка (V1)–(V6) может быть записана в пред-
симплектической форме

SVx =
δH

δV
+ λV, H = ρ(0) = log f(v1,−1, v1,0, v0,−1) (8.34)

где S некоторый кососимметрический оператор вида

S = pT−1 − p1T − qV−1V
ᵀT−1 + q1V1V

ᵀT + r(V1V
ᵀ
−1 − V−1V

ᵀ
1 ), (8.35)

λ множитель Лагранжа, отвечающий связи 〈V, V 〉 = 1, и оператор UV ᵀ дей-
ствует согласно формуле UV ᵀ(W ) = U〈V,W 〉.

Доказательство. Уравнение (8.34) эквивалентно

(pT−1 − p1T )(fV1 + gV + hV−1)− V−1(qT−1 + r)(f + v1,0g + v1,−1h)

+V1(r + q1T )(v1,−1f + v0,−1g + h)− λV

= T

(
fv1,−1

f
V1 +

fv0,−1

f
V

)
+
fv1,0
f

V1 +
fv0,−1

f
V−1 + T−1

(
fv1,0
f

V +
fv1,−1

f
V−1

)
.

Приравнивая коэффициенты при V, V±2, получаем

λ = pf−1 − p1h1, p = −fv1,−1/f
2, pf + p1h = 0.

Первые два уравнения служат просто определением λ и p, а последнее вы-
полняется для цепочек из списка в силу (8.16). Уравнения для оставшихся
коэффициентов дают систему для q и r вида

Ar +A1q1 = C, Br +B−1q = D (8.36)

где

A = v1,−1f + v0,−1g + h, B = f + v1,0g + v1,−1h,

C = p1g1 + (log f1f)v1,0 , D = pg−1 − (log ff−1)v0,−1 .

Исключение одной из неизвестных функций, например r, приводит (8.36) к
виду

(T − 1)(AB−1q) = BC −AD.
Это означает, что система (8.36) разрешима, если и только если BC − AD ∈
Im(T − 1). Замечательный факт (допускающий несложную непосредственную
проверку) заключается в том, что это условие в точности эквивалентно усло-
вию Dx(log f) ∈ Im(T − 1) и следовательно выполняется для всех цепочек
списка 8.1.

Конкретные выражения для коэффициентов q, r могут быть достаточно
громоздкими (из доказательства ясно, что они как-то выражаются через ве-
личину σ(0)). Для цепочки (V3) ответ наиболее прост:

p =
1

v0,−1 + ε
, q =

1

(v0,−1 + ε)2
, r = 0. (8.37)
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Формула 〈U, SW 〉 = Ω(U,W ) связывает оператор S с 2-формой

Ω =
∑
n

(
pn〈dVn ∧, dVn−1〉+ qn〈Vn, dVn−1〉 ∧ 〈Vn−1, dVn〉

+rn〈Vn+1, dVn〉 ∧ 〈Vn−1, dVn〉
)

где 〈α ∧, β〉(U,W ) := 〈α(U), β(W )〉 − 〈α(W ), β(U)〉. Легко видеть, что в случае
(8.37) эта форма точна, именно Ω = d

∑
n pn〈Vn, dVn−1〉. Следовательно, dΩ =

0, то есть оператор S действительно симплектический. Это, однако, верно не
для всех цепочек.

Следует отметить также, что представление (8.34) можно заменить линей-
ным пучком, рассматривая гамильтониан вида H = ρ(0) + κρ, где ρ допол-
нительная сохраняющаяся плотность, зависящая от v1,0 (она не принадлежит
последовательности (8.9), но можно показать, что такие плотности существу-
ют для всех рассматриваемых цепочек). Оператор S также линейно зависит
от κ, с сохранением общей структуры (8.35). Приведём явные формулы только
для относительно простого случая цепочки (V1):

ρ(0) = log
a

v1,−1 − v1,0v0,−1
, ρ = log v1,0, p =

1

a
, a = v0,−1 −

1

v0,−1
,

q =
1

a2
+ (κ− 1)

(v1,−1 − v1,0v0,−1)(v0,−2 − v0,−1v−1,−2)

av0,−1

(
v1,−1 −

v0,−1

v1,0

)(
v0,−2 −

v0,−1

v−1,−2

) ,
r =

1

a1a
+ (κ− 1)

v1,−1 − v1,0v0,−1(
v1,−1 −

v0,−1

v1,0

)(
v1,−1 −

v1,0

v0,−1

) .
Оператор S здесь не является симплектическим. Как видим, его вид упроща-
ется при κ = 1, что отвечает гамильтониану ρ(0) + ρ, но это не так для других
цепочек.

Комментарии к главе 8

Глава основана на работе Адлера [13].
·B Симметрийный подход к классификации интегрируемых уравнений был

развит в 1980-х, см. в частности работы Фокаса [70], Соколова, Шабата [158],
Михайлова, Шабата, Ямилова [126] и др.. Более современное изложение для
дискретного случая имеется в обзорах Леви, Ямилова [110], Адлера, Шабата,
Ямилова [25] и Ямилова [193].
·B Задача классификации скалярных цепочек типа Вольтерра (8.4) решена

Ямиловым [189], см. также [193]. Как уже отмечалось, необходимые условия
интегрируемости для векторного случая (утверждение 8.3) формально совпа-
дают с условиями для скалярного, полученными в [189]. В этой работе исполь-
зовались также дополнительные условия вида (8.13), вытекающие из наличия
законов сохранения (см. сноску на p. 567 и Теорему 22 в [193]).
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·B Обсуждение свойства (8.17) и алгоритма “суммирования по частям” име-
ется в [193].
·B То, что необходимые условия интегрируемости для векторных и скаляр-

ных уравнений формально совпадают, является весьма общим явлением. В
непрерывном случае подход, основанный на этом простом наблюдении был
развит Соколовым и Мешковым в статьях [120, 121], посвящённых класси-
фикации векторных уравнений типа КдФ на сфере, включая анизотропные.
Отметим также работу Мешкова и Балахнева [119], где для таких уравнений
построены преобразования Бэклунда. Важные, хотя и не такие общие класси-
фикационные результаты для некоторых других типов векторных уравнений
в частных производных получены также в работах Соколова, Вольфа [160],
Тсучиды, Вольфа [178] и Анко, Вольфа [32]. В этих работах постулировалась
полиномиальная или рациональная структура уравнений, что позволяет при-
менять метод неопределённых коэффициентов.
·B Цепочки (V1)–(V5), по-видимому, ранее не изучались. Цепочка (V6) это

дискретная спиновая цепочка Гейзенберга, введённая в работе Рагниско и
Сантини [145]. Анизотропная версия этой цепочки (7.25) уже обсуждалась
в предыдущей главе.
·B Цепочки (8.7) интегрируемы не только в векторном случае, но и в более

общей постановке, связанной с йордановыми тройными системами (Адлер,
Свинолупов и Ямилов [28]). Близкие цепочки типа Тоды изучались в работе
Свинолупова и Ямилова [173].
·B Обсуждение понятия ассоциированной системы см. в комментариях к гла-

ве 6. Ассоциированные системы из раздела 8.5 дают лишь несколько примеров
многополевых уравнений типа НШ. Для таких уравнений известно множество
примеров и частных классификационных результатов. Первый многополевой
пример появился в работе Манакова [113]. В работах Форди [72], Форди, Ку-
лиша [73] и Аторна, Форди [33] была установлена связь интегрируемых систем
этого типа с алгебрами Ли и эрмитовыми симметрическими пространствами, в
работе Свинолупова [170] с йордановыми парами, см. также работы Соколова,
Свинолупова [159] и Хабибуллина, Соколова, Ямилова [80].
·B О роли симплектических структур в теории интегрируемых уравнений см.

работу Фокаса и Фуксштайнера [71]. Бигамильтонова структура скалярной
цепочки Вольтерра приведена, напр. в книгах Тахтаджян, Фаддеев [174] и
Сурис [168].



208 Глава 8. Интегрируемые изотропные цепочки Вольтерра на сфере



Глава 9

Дискретное уравнение
Кадомцева-Петвиашвили (∆KP)

В этой главе приводятся некоторые хорошо известные факты о дискретном
уравнении KP (известном также, как уравнение Хироты и Хироты-Мивы) и
его модификациях: вывод из линейных задач, связь с двумеризованной цепоч-
кой Тоды и уравнением KP. В разделе 9.3 на примере так называемой решётки
Менелая поясняется, в чём должно состоять определение 4D-совместности для
уравнений типа ∆KP. Это понятие иллюстрируется также новой геометриче-
ской конструкцией из раздела 9.4. В целом, данная глава служит мотивиров-
кой для постановки классификационной задачи, рассматриваемой в главе 10.

9.1 Вывод ∆KP из линейных задач

Уравнение ∆KP и его модификации возникают из простейших дискретных
линейных задач

ϕ2 = aϕ+ ϕ1, ϕ3 = bϕ+ ϕ1 (9.1)

со скалярными коэффициентами a, b. Условие совместности

a3 + b1 = a1 + b2, a3b = ab2 (9.2)

можно разрешить, например, как отображение (a, a1, b, b1) → (a3, b2), опреде-
ляющее эволюцию переменных a и b на решётке Z3. Эта динамическая система
является трёхмерной: в качестве начальных данных можно принять значения
a на плоскости (12) и b на плоскости (13). Кроме того, заметим, что все четыре
грани тетраэдра с вершинами ϕ,ϕ1, ϕ2, ϕ3 равноправны, так как в силу (9.1)
выполняются также уравнения

ϕ3 − ϕ2 + pϕ = 0, ϕ2 + (q − 1)ϕ1 − qϕ3 = 0, (9.3)

209
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где p = a−b, q = a/b. Вместо (9.1) можно рассмотреть любую пару из четырех
уравнений (9.1), (9.3). Исключая a и b, при помощи (9.2), получаем уравнение

ϕ̂13 − ϕ̂12

ϕ̂1
+
ϕ̂12 − ϕ̂23

ϕ̂2
+
ϕ̂23 − ϕ̂13

ϕ̂3
= 0, (9.4)

где ϕ̂ обозначает произвольную линейную функцию от ϕ (ясно, что множество
решений (9.1) образует линейное векторное пространство, природа которого
сейчас не важна; для наглядности можно считать, что ϕ̂ произвольная коор-
дината конечномерного вектора).

Уравнения с данной схемой, то есть связывающие шесть из восьми вершин
в каждом элементарном кубе в Z3, будут называться далее уравнениями ти-
па ∆KP. Отметим, что можно сделать линейное преобразование решётки, так
чтобы эти точки стали вершинами правильного октаэдра: (1, 2, 3, 23, 13, 12) 7→
(1, 2, 3,−1,−2,−3). Уравнения типа ∆KP часто записывают именно в такой
форме, подчёркивающей внутреннюю симметрию уравнения. Однако, нас бу-
дет далее интересовать свойство 4D-совместности уравнений типа ∆KP, вы-
ражающее их внешнюю симметрию. Это свойство удобнее изучать именно в
исходных координатах.

Каждое из уравнений (9.11) является законом сохранения и позволяет вве-
сти потенциал. Из первого уравнения имеем

a = ρ2 − ρ1, b = ρ3 − ρ1,

при этом второе уравнение превращается в

ρ23 − ρ13

ρ23 − ρ12
=
ρ1 − ρ2

ρ1 − ρ3
. (9.5)

Аналогично, если ввести, в силу второго уравнения,

a = q2/q, b = q3/q,

то первое превратится в

q12 − q13

q1
= q23

( 1

q3
− 1

q2

)
. (9.6)

Это уравнение, в свою очередь, можно записать в виде закона сохранения(T1

1

)(q2 − q3

q

)
=
(T3

1

)(T2

1

)
q,

откуда следует замена

q =
τ1

τ
,

q2 − q3

q
=
τ23τ

τ2τ3
,

приводящая к собственно уравнению ∆KP

τ1τ23 + τ2τ13 − τ3τ12 = 0. (9.7)
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Возможна также подстановка

h =
q2

q3
=
a

b
=
τ12τ3

τ2τ13
, (9.8)

приводящая к уравнению

(h12 − 1)(h3 − 1) = h1h23(1− h−1
2 )(1− h−1

13 ). (9.9)

Наконец, ещё одна модификация возникает, если стартовать с линейных задач

ψ2 = ψ + u(ψ1 − ψ), ψ3 = ψ + v(ψ1 − ψ). (9.10)

Такие задачи принципиально не отличаются от (9.1): во первых, они калибро-
вочно эквивалентны, во-вторых, они уже возникали в (9.3), то есть на решётке
достаточно большой размерности сосуществуют оба типа задач. Условие сов-
местности (9.10) приводит к уравнениям

(u3 − 1)(v − 1) = (u− 1)(v2 − 1), u3v1 = u1v2, (9.11)

которые, как и раньше, интерпретируются, как отображение (u, u1, v, v1) →
(u3, v2). Уравнение на переменные ψ имеет вид

(ψ̂1 − ψ̂12)(ψ̂2 − ψ̂23)(ψ̂3 − ψ̂13)

(ψ̂12 − ψ̂2)(ψ̂23 − ψ̂3)(ψ̂13 − ψ̂1)
= −1, (9.12)

где, как и раньше, ψ̂ обозначает произвольную линейную форму от ψ. В от-
личие от предыдущего примера, законы сохранения (9.11) симметричны, и
введённые с их помощью потенциалы удовлетворяют одинаковым уравнени-
ям. Например, после замены

u =
ϕ̂1

ϕ̂2
, v =

ϕ̂1

ϕ̂3

получаем опять (9.4). Таким образом, все уравнения очень просто связаны
друг с другом:

ρ (9.5) h (9.9)
↓ ↑

ψ → u, v ← ϕ → a, b ← q ← τ

(9.12) (9.11) (9.4) (9.2) (9.6) (9.7)

В следующей теореме доказывается, что рассмотренные линейные задачи
исчерпывают все возможные уравнения общего вида

φ2 = a(u)φ+ b(u)φ1, φ3 = c(v)φ+ d(v)φ1, abcd 6≡ 0, (9.13)
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такие что условие совместности

a3c = ac2, a3d+ b3c1 = a1d2 + bc2, b3d1 = b1d2 (9.14)

определяет некоторое отображение (u, u1, v, v1) → (u3, v2) (то есть, требова-
ние заключается в том, чтобы для значений u, u1, v, v1 общего положения эти
уравнения были разрешимы относительно u3, v2).

Понятно, что при сравнении таких задач следует учитывать замены u →
ũ(u), v → ṽ(v) и растяжения φi → kiφi, i = 1, 2, 3. Кроме того, как уже
отмечалось, все грани тетраэдра с вершинами φ, φ1, φ2, φ3 равноправны, так
как в силу (9.13) выполняются также уравнения

(ad− bc)φ− dφ2 + bφ3 = 0, (ad− bc)φ1 + cφ2 − aφ3 = 0.

Поэтому нужно учитывать также преобразования решетки, сохраняющие ба-
зисный тетраэдр.

Теорема 9.1. С точностью до указанных замен, совместные задачи (9.13)
исчерпываются уравнениями (9.1) и (9.10).

Доказательство. Легко видеть, что если коэффициент a постоянный, то по-
стоянным должен быть и коэффициент c. Действительно, иначе можно счи-
тать, что c = v, тогда из первого уравнения (9.14) следует v = v2, и далее

b3v1 = bv, b3d1 = b1d ⇒ d(v1)vu = v1d(v)b(u1)

— противоречие, так как переменные u, u1, v, v1 должны быть свободными.
Аналогичным свойством обладает пара b, d (замена φ↔ φ1). Поэтому, не теряя
общности, будем считать, что b = u, d = v, тогда из последнего уравнения
(9.14) имеем u3 = u1v2/v1, а два первых можно переписать в виде

a
(u1

v1
v2

)
c(v) = a(u)c(v2),

(a(u)

c(v)
v − u

)
c(v2) =

(
a(u1)− u1

v1
c(v1)

)
v2.

Если функции a и c постоянные, то приходим (после растяжений и замены φ↔
φ1) к случаю (9.1). Иначе, из первого уравнения следует v2 = Φ(u1/v1, u, v); то-
гда, применяя ко второму уравнению оператор u1∂u1+v1∂v1 , получаем a′(u1) =
c′(v1), то есть

a(u) = εu+ α, c(v) = εv + γ,

где ε 6= 0. Кроме того, оба параметра α и γ не могут равняться нулю, так как
это приводит к связи u1v = uv1. Легко видеть, что с точностью до растяжений
и замены φ2 ↔ φ3, имеется лишь два случая: (9.10) и

φ2 = u(φ1 − φ), φ3 = φ+ v(φ1 − φ),

что сводится к (9.1).



9.2. Уравнения, связанные с ∆KP 213

9.2 Уравнения, связанные с ∆KP

Рассмотрим, очень коротко, непрерывную часть иерархии, связанной с зада-
чей (9.1). Отметим, что она может быть выведена из дискретной части по-
средством непрерывного предела по некоторым направлениям в многомерной
решётке, но мы не будем это прослеживать. Удобнее всего начать с пары диф-
ференцирований

ϕx = ϕ1 + fϕ, ϕy = ϕ11 + (f1 + f)ϕ1 + rϕ, (9.15)

условие совместности которых приводит к двумерной одевающей цепочке

(f1 + f)x = f2 − f2
1 + r1 − r, rx = fy (9.16)

определяющей преобразование Дарбу для уравнения Шрёдингера

ϕy = ϕ11 + (f1 + f)ϕ1 + rϕ = ϕxx − uϕ, u = fx + f2 − r.

Как и в одномерном случае, эта цепочка допускает ряд замен, например, вве-
дение потенциала по формуле f = v1 − v приводит к аналогу цепочки (1.14)

(v1 + v)x = r − (v1 − v)2, (v1 − v)y = rx.

Условие совместности с задачей третьего порядка ϕt = ϕ111 + . . . удобнее
выводить, заменяя сдвиги производными, то есть из пары

ϕy = ϕxx − uϕ, ϕt = ϕxxx + Pϕxx +Qϕx +Rϕ.

Несложные вычисления приводят к уравнению Кадомцева-Петвиашвили

4utx = uxxxx − 6uuxx − 6u2
x + 3uyy. (9.17)

Цепочка (9.16) интерпретируется, как x, y-часть преобразования Бэклунда для
этого уравнения, x, t-часть получается из условия совместности [∂x, ∂t] = 0.

Можно рассматривать также операторы со сдвигами в обратную сторону,
это приводит к “негативным” потокам иерархии. Например, условие совмест-
ности для пары

ϕx = ϕ1 + fϕ, ϕz = cϕ−1 (9.18)

образует цепочку
fz = c− c1, cx = c(f − f−1),

после введения потенциала f = qx, c = − exp(q − q−1) совпадающую с двуме-
ризованной цепочкой Тоды

qxz = eq1−q − eq−q−1 . (9.19)

Все дискретные переменные восстанавливаются как преобразования Дар-
бу, отвечающие разным функциям f :

ϕi = ϕx − f iϕ, (9.20)
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то есть первое уравнение (9.15) интерпретируется теперь не как дифференци-
рование, а как сдвиг. Очевидно, отсюда следует

ϕi = aiϕ+ ϕ1, ai = f1 − f i,

что возвращает нас к дискретной задаче (9.1). Условие совместности уравне-
ний (9.20) имеет вид

f j + f ij = f i + f ji , f jx − f ijf j = f ix − f
j
i f

i.

Это можно интерпретировать как отображение (f i, f j)→ (f ij , f
j
i ),

f ij = f i − f ix − f
j
x

f i − f j
,

либо ввести потенциал f i = vi − v, что приводит к полудискретной цепочке
Тоды

(vj − vi)x = (vj − vi)(vij − vj − vi + v). (9.21)

9.3 Решётка Менелая

Важным свойством уравнений типа ∆KP из раздела 9.1 является их 4D-
совместность. Это свойство аналогично 3D-совместности квад-уравнений (см.
разделы 1.2, 2.1) но имеет более сложную комбинаторику. Она будет про-
яснена здесь при помощи геометрической интерпретации уравнения (9.4). В
следующем разделе для этого же уравнения и его непрерывного аналога бу-
дет предложена другая, более простая трактовка свойства 4D-совместности,
показывающая, что это понятие всё же можно, в определённом смысле, свести
к 3D-совместности.

Сам факт 4D-совместности уравнений (9.4) является следствием того, что
эти уравнения служат условием совместности для линейных задач (9.1). Фор-
мальное определение свойства 4D-совместности, не апеллирующее к линейным
задачам, приведено в следующей главе, где оно положено в основу классифи-
кации уравнений типа ∆KP.

Геометрический смысл линейных уравнений (9.1) очевиден. Если считать ϕ
точкой в проективном пространстве, то они означают просто коллинеарность
точек ϕ,ϕ1, ϕ2, ϕ3 (уравнения (9.10) выражают то же самое в аффинной ка-
либровке). Совместность этих линейных уравнений означает, что коллинеарны
также тройки точек (ϕ1, ϕ12, ϕ13), (ϕ2, ϕ12, ϕ23) и (ϕ3, ϕ13, ϕ23). Следовательно,
образом октаэдра, несущего уравнение (9.4) или (9.12), является полный четы-
рёхсторонник, или конфигурация Менелая (при этом четыре грани октаэдра
отображаются в треугольники, а оставшиеся четыре в прямые конфигурации).
Итак, можно дать следующее определение.

Определение 9.2. Отображение ϕ : Z3 → RPd называется решёткой Мене-
лая, если, для каждого элементарного куба, точки ϕ,ϕ1, ϕ2, ϕ3 коллинеарны.
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Рис. 9.1. Геометрическая интерпретация совместности линейных за-
дач (9.10): конфигурация Менелая (62 43). Два способа нумерации

Образ произвольного октаэдра решётки приведён на рис. 9.1 слева. Ин-
декс 0 добавлен для единообразия, так чтобы все вершины имели двойной
индекс (такие обозначения отвечают переходу от решётки Z3 к эквивалентной
решётке Q(A3), см. раздел 10.2.2). При этом точки на каждой из прямых четы-
рёхсторонника имеют один общий индекс. Поскольку в определении 9.2 поло-
жительные и отрицательные направления координатных осей неравноправны,
сдвиг начала отсчёта в точку 0123 приводит к другому правилу расстановки
индексов. Оно показано на рисунке справа, где для краткости принято обо-
значение ϕij = ϕ−i,−j . Как видим, после этого сдвига на каждой из прямых
четырёхсторонника один из индексов отсутствует.

Если мы теперь добавим ещё одно координатное направление, то из усло-
вия совместности линейных задач будет следовать, что на решётке Z4 долж-
ны сосуществовать четыре копии решётки Менелая. При этом условие 4D-
совместности этих решёток формулируется так:

фигура, являющаяся образом трёх октаэдров, попарно смежных по
граням, должна содержать образ ещё одного такого октаэдра.

На самом деле, из-за асимметрии координатных направлений приходится рас-
сматривать две такие фигуры. Это две конфигурации, показанные на рис. 9.2
и отвечающие двум способам нумерации на рис. 9.1. При этом для левой кон-
фигурации любые два четырёхсторонника имеют общий треугольник, а для
правой общую сторону. Следует отметить, что левая конфигурация является
тривиальной, в том смысле, что она не выражает никакой теоремы проек-
тивной геометрии, тогда как правая выражает знаменитую теорему Дезарга.
Однако, это вовсе не означает, что свойство 4D-совместности эквивалентно
именно теореме Дезарга. Важно лишь, что сформулированное выше условие
выполняется для обеих конфигураций, а происходит ли это тривиальным об-
разом или в силу какой-то теоремы инцидентности, неважно (в любом случае,
это условие является следствием из теоремы Менелая, то есть, из условия
совместности линейных задач). То, что мы имеем две фигуры с разной комби-
наторикой, несколько обескураживает, но легко понять, что это обусловлено
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Рис. 9.2. Геометрическая интерпретация 4D-совместности уравнения
(9.12): конфигурация (102 54) + конфигурация Дезарга (103 103)

не асимметрией понятия 4D-совместности, а лишь асимметрией самой решёт-
ки Менелая. Более того, эта асимметрия проявляется лишь на уровне линей-
ных задач, а отвечающие им нелинейные уравнения более симметричны. На-
пример, уравнение (9.12) обладает полной симметрией октаэдра и выражает
теорему Менелая при любом способе нумерации вершин четырёхсторонника.

Кроме того, легко заметить, что на самом деле обе конфигурации содержат
по пять четырёхсторонников: добавляется четырёхсторонник с вершинами
(12, 13, 14, 23, 24, 34), хотя его существование и не было запланировано в свой-
стве 4D-совместности. В разделе 10.2.2 будет показано, что эта дополнитель-
ная внешняя симметрия является общим свойством 4D-совместных уравнений
типа ∆KP, то есть применительно к ним имеет смысл говорить о совместных
пятёрках уравнений.

9.4 Тангенциальное отображение

Понятие 4D-совместности (применительно к уравнениям типа ∆KP) можно
сильно упростить и свести формально к 3D-совместности, если выделить одно
из координатных направлений и рассматривать все отвечающие ему перемен-
ные как единый объект. Особенно наглядно это можно проделать в дифферен-
циально-разностном варианте, когда выделенная координата отвечает пара-
метру на кривой. При этом возникает отображение на множестве гладких
плоских кривых, связанное с полудискретной цепочкой Тоды. В дискретном
варианте возникает отображение на ломаных, связанное с уравнением (9.12)
и представляющее собой некоторое альтернативное описание многомерной ре-
шётки Менелая.

9.4.1 Определение и 3D-совместность

Пусть даны гладкие плоские кривые C, C1 и C2. Через произвольную точку r
на кривой C проведём касательную, и пусть она пересекает C1 в точке r1 и C2
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в точке r2. Пусть касательные, проведённые через эти точки к соответствую-
щим кривым пересекаются в точке r12. При движении точки r по C точка r12

опишет новую кривую C12. Тем самым определено локальное отображение

F : (C,C1, C2) 7→ C12

на множестве плоских кривых, которое и будет называться тангенциальным
отображением. Слово “локальное” означает, что, во-первых, отображение опре-
делено не для всех троек кривых, поскольку касательная к C может не иметь
пересечений с C1 или C2, и следовательно, рассматриваются лишь такие кри-
вые или части кривых, где данное построение осуществимо; во-вторых, отобра-
жение может быть многозначным, поскольку пересечений может быть несколь-
ко, в этом случае рассматривается какая-то отдельная ветвь отображения.

Ниже рассматриваются некоторые свойства тангенциального отображе-
ния. Оказывается, что оно достаточно просто связано с факторизацией диф-
ференциальных операторов. В свою очередь, это позволяет установить связь с
полудискретной (∆∆D) цепочкой Тоды, и после редукции, уравнением Хиро-
ты (∆∆). Одна из модификаций дискретного уравнения KP (∆∆∆) возникает
при рассмотрении дискретной версии тангенциального отображения.

Основным свойством тангенциального отображения является 3D-совмест-
ность. Это означает, что если стартовать с кривых C,C1, C2, C3 и построить
кривые Cij = F (C,Ci, Cj), то кривая C123, построенная по тройке Ci, Cij , Cik
будет одна и та же для любой перестановки i, j, k. Иными словами, верна
следующая теорема (доказательство приводится в следующем подразделе).

Теорема 9.3. Тангенциальное отображение удовлетворяет (локальному) тож-
деству

C123 = F (C1, F (C,C1, C2), F (C,C1, C3))

= F (C2, F (C,C1, C2), F (C,C2, C3))

= F (C3, F (C,C1, C3), F (C,C2, C3)).

(9.22)

Напомним, что комбинаторная структура тождества (9.22) представляет-
ся кубом, вершинам которого приписаны аргументы отображений (в данном
случае ими служат кривые), тогда как сами отображения отвечают граням,
см. рис. 1.4 слева. N -кратная итерация отображения ассоциируется с (N + 1)-
мерным кубом. Понятие 3D-совместности подробно обсуждалось в главах 2,
4, в связи квад-уравнениями (поля в вершинах куба) и отображениями Янга-
Бакстера (поля на рёбрах куба). Оба эти типа уравнений возникают как прин-
цип нелинейной суперпозиции для преобразований Дарбу-Бэклунда и явля-
ются двумерными: две дискретные переменные отвечают сдвигам вдоль рёбер
комбинаторного квадрата. В отличие от этого, тангенциальное отображение
связано с трёхмерным уравнением: к двум дискретным переменным добавля-
ется непрерывная, отвечающая параметру вдоль кривых. В дальнейшем мы
увидим, что тангенциальное отображение можно описать и как отображение
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Рис. 9.3. 3D-совместность тангенциального отображения в простей-
шем случае концентрических окружностей

с полями в вершинах, и как отображение с полями на рёбрах, однако эти
отображения являются не алгебраическими, а дифференциальными.

Ещё одно важное отличие связано с асимметрией тангенциального отобра-
жения: очевидно, что роли участвующих в нём кривых различны. В частности,
если построение Cij по C, Ci, Cj описывается дифференциальным рациональ-
ным отображением, то построение, например, Cj по C, Ci, Cij требует квад-
ратуры. Поэтому набор начальных данных C, Ci, Cj , Ck, . . . в данном случае
удобнее, чем последовательность C, Ci, Cij , Cijk, . . . Таким образом, на этом
примере проявляется различие между 3D-совместностью и нелинейным пред-
ставлением группы перестановок (1.20) или уравнением Янга-Бакстера (1.24).
Приспосабливая к данному примеру терминологию из главы 4, можно сказать,
что тангенциальное отображение не квадрирационально.

Простейшими примерами, иллюстрирующими тангенциальное отображе-
ние и его 3D-совместность являются семейство концентрических окружностей
(см. рис. 9.3) и семейство логарифмических спиралей с уравнениями ρi = cie

γϕ

в полярных координатах. То, что тангенциальное отображение не выводит за
пределы данных семейств, ясно из инвариантности построения относительно
поворотов и растяжений. Конкуррентность трёх последних касательных сра-
зу не очевидна. В этом примере можно дать и элементарное доказательство,
но суть заключается в том, что эта конкуррентность имеет место в гораздо
более общей ситуации. В разделе 9.6 будет показано, что данный пример от-
вечает простейшему случаю факторизации дифференциальных операторов с
постоянными коэффициентами. Рис. 9.4 иллюстрирует красивое свойство ло-
гарифмической спирали (в отличие от предыдущего чертежа, этот содержит
лишь точки из трёх поколений r, ri, rij , то есть тройные пересечения прямых
не показаны).

Теорема 9.4. Рассмотрим точки пересечения логарифмической спирали C и
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Рис. 9.4. Надгробная надпись Якоба I Бернулли “eadem mutata
resurgo” означает, что логарифмическая спираль инвариантна по отно-
шению к целому ряду геометрических преобразований. Тангенциальное

отображение также сохраняет эту кривую.

её касательной. Касательные, проходящие через эти точки, пересекаются на
этой же спирали. Иными словами, F (C,C,C) = C для любой ветви отображе-
ния F .

9.4.2 Факторизация дифференциальных операторов

Пусть кривая C задана параметрически в виде r = r(t), в аффинных коорди-
натах. Тогда точка пересечения её касательной с кривой Ci задаётся уравне-
нием вида

ri(t) = r(t) + ai(t)ṙ(t), ṙ := D(r) :=
dr

dt
(9.23)

с некоторым коэффициентом ai (здесь и далее верхний индекс i помечает
величины, ассоциированные с ребром CCi комбинаторного куба). Это урав-
нение задаёт параметризацию кривой Ci. Оно играет роль вспомогательной
линейной задачи для (одной ветви) тангенциального отображения. Кривая
Cij определяется из условия совместности

rij = rj + aij ṙj = r + aj ṙ + aijD(r + aj ṙ)

= ri + aji ṙi = r + aiṙ + ajiD(r + aiṙ),

где коэффициент aij отвечает ребру CjCij .
Приравнивая коэффициенты при линейно независимых векторах ṙ, r̈, по-

лучаем уравнения

ajaij = aiaji , (1 + ȧj)aij + aj = (1 + ȧi)aji + ai, (9.24)



220 Глава 9. Дискретное уравнение Кадомцева-Петвиашвили (∆KP)

которые можно разрешить в виде дифференциального отображения (ai, aj) 7→
(aij , a

j
i )

aij =
(ai − aj)ai

ai − aj + aiȧj − ȧiaj
. (9.25)

Эта формула определяет действие тангенциального отображения на коэффи-
циентах a. Альтернативно, согласно первому из уравнений (9.24), можно вве-
сти потенциал v по формуле ai = v/vi, тогда второе уравнение записывается,
как дифференциальное отображение f : (v, vi, vj) 7→ vij ,

vij =
vivj
v

+
v̇ivj − viv̇j
vj − vi

. (9.26)

Свойство 3D-совместности формулируется в терминах переменных a как ком-
мутативность операторов Ti : aj → aji , определяющих сдвиг вдоль рёбер CCi:

TiTj(a
k) = TjTi(a

k), (9.27)

а в терминах переменных v как тождество типа (9.22):

v123 = f(v1, f(v, v1, v2), f(v, v1, v3))

= f(v2, f(v, v1, v2), f(v, v2, v3))

= f(v3, f(v, v1, v3), f(v, v2, v3)).

(9.28)

Оба тождества можно доказать прямым вычислением, хотя и достаточно тру-
доёмким. Его можно избежать следующим рассуждением.

Доказательство теоремы 9.3. Выписанное выше условие совместности экви-
валентно равенству

(1 + ajiD)(1 + aiD) = (1 + aijD)(1 + ajD), (9.29)

то есть определение тангенциального отображения сводится к восстановлению
обыкновенного дифференциального оператора второго порядка по его ядру,
при условии единичности свободного члена, что эквивалентно аффинной нор-
мировке. Рассмотрим дифференциальный оператор

A = (1 + Ti(a
k
j )D)(1 + ajiD)(1 + aiD)

отвечающий одному из трёх способов вычисления rijk. Согласно (9.29), A
делится справа не только на 1 + aiD, но также и на 1 + ajD. Кроме то-
го, два левых множителя в A можно переписать, опять согласно (9.29), как
(1+Ti(a

j
k)D)(1+akiD), то есть оператор A не меняется при перестановке j и k.

Но тогда он делится справа также на 1+akD. Следовательно, ядро A инвари-
анто относительно любой перестановки индексов. Так как дифференциальный
оператор однозначно определяется по ядру (с точностью до скалярного мно-
жителя, который в данном случае фиксируется аффинной нормировкой), то
и сам оператор A инвариантен относительно перестановок.
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Теперь ясно, чтоN -кратному тангенциальному отображению отвечает диф-
ференциальный оператор порядка N , делящийся справа на операторы 1+aiD,
i = 1, . . . , N . Это немедленно приводит к вронскианной формуле (для каждой
из двух декартовых компонент r)

r1,2,...,N =

det


r ϕ1 ϕ2 . . . ϕN
ṙ ϕ̇1 ϕ̇2 . . . ϕ̇N
...

...
...

...
DN (r) DN (ϕ1) DN (ϕ2) . . . DN (ϕN )


det

 ϕ̇1 ϕ̇2 . . . ϕ̇N
...

...
...

DN (ϕ1) DN (ϕ2) . . . DN (ϕN )


где ai = −ϕi/ϕ̇i.

Ясно, что уравнения (9.25), (9.26) интерпретируются как 3-мерные урав-
нения на Z2 ×R, с полями a отвечающими рёбрам решётки и v отвечающими
вершинам.

Замечание 9.5. Более простые отображения такого типа получаются при фак-
торизации операторов, нормированных условием единичности главного члена:

(D − f ji )(D − fi) = (D − f ij)(D − fj),

что эквивалентно

(Ti − 1)(f j) = (Tj − 1)(f i), ḟ i − ḟ j = fif
j
i − f

jf ij

и приводит к отображениям

f ij = f i +
ḟ i − ḟ j

f i − f j
(9.30)

и (после подстановки f i = vi − v)

vij = vi + vj − v +
v̇i − v̇j
vi − vj

Очевидно, это есть не что иное, как полудискретная цепочка Тоды (9.21).

В заключение, рассмотрим несколько простейших примеров тангенциаль-
ного отображения.

Пример 9.6 (логарифмические спирали). В этом примере удобно использо-
вать комплексные обозначения, полагая r = e(γ+i)t (случай γ = 0 отвечает
окружности). Тогда имеем rk = r + akṙ = (1 + γak + iak)e(γ+i)t и эти кри-
вые гомотетичны исходной, если и только если коэффициенты ak постоянны.
Отображение (9.25) на постоянные коэффициенты действует тождественно:
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akj = ak, следовательно, тангенциальное отображение сводится к композиции
поворота и растяжения

rjk = (1 + γaj + iaj)(1 + γak + iak)r

что сохраняет семейство рассматриваемых кривых. N -кратное отображение
задаётся аналогичной явной формулой, так что этот пример можно считать
тривиальным. Уже здесь видно, что установленное соответствие между тан-
генциальным отображением и дифференциальными операторами не является
взаимно-однозначным и зависит от выбора начальной кривой и её параметри-
зации. Отображения, отвечающие одним и тем же операторам (то есть, с оди-
наковыми коэффициентами a) можно считать локально эквивалентными, но
глобальная картина может быть весьма различной. Например, тангенциаль-
ное отображение имеет четыре ветви в случае концентрических окружностей
(вещественных, если радиус C меньше радиусов C1, C2) и бесконечное число
ветвей в случае логарифмических спиралей.

Чтобы получить авто-отображение, показанное на рис.9.4, следует нало-
жить дополнительную связь rk(t) = r(t + δk) (тогда rjk(t) = r(t + δj + δk),
rjkl(t) = r(t+ δj + δk + δl) и т.д.), то есть

e(γ+i)(t+δk) = (1 + γak + iak)e(γ+i)t.

Отсюда следует, что δk есть корни трансцендентного уравнения

cos δ − γ sin δ = exp(−γδ),

а коэффициенты ak выражаются по формуле

ak = exp(γδk) sin δk.

Отсюда можно вывести, что граница области, свободной от прямых на рис. 9.4
аппроксимируется параболой. Численные значения для этого чертежа равны
γ = 0.1, δ1 = 5.24, δ2 = 7.25, . . .

Пример 9.7 (периодические коэффициенты). Предыдущий пример подсказы-
вает, что рисунок с хорошим глобальным поведением кривых можно полу-
чить, если начальной кривой по прежнему является окружность r = eit, а
коэффициенты ak(t) являются почти постоянными функциями с периодом,
соизмеримым с π. Например, левый чертёж на рис. 9.5 отвечает

a1 = 1 +
1

5
cos

3

2
t, a2 = 2 +

1

10
cos
( t

2
+
π

4

)
.

Правый чертёж отвечает выбору

a1 = 4 + sin t, a2 = 4 + cos t,

здесь тангенциальное отображение приводит к кривым с остриями.
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Рис. 9.5. Примеры тангенциального отображения

9.4.3 Локсодромическая редукция

Будем говорить, слегка расширяя общепринятую терминологию, что кривая C̃
является локсодромой для заданной кривой C, если она пересекает касатель-
ные к C под постоянным углом γ (изогональная траектория для семейства
касательных; в частности, если γ = π/2, то C̃ является эвольвентой C).

Приведённая ниже теорема 9.8 демонстрирует, что тангенциальное отобра-
жения сохраняет этот тип соотношений между кривыми (см. рис. 9.6). Прежде
чем переходить к доказательству, удобно ввести параметр на кривой C соглас-
но уравнениям

ṙ = y(t)τ, τ̇ = ν, ν̇ = −τ (9.31)

где τ, ν единичные векторы касательной и нормали. Очевидно, функция y
равна радиусу кривизны, и связь с натуральной параметризацией длиной дуги
r = r(s) задаётся формулами

y(t(s)) = 1/κ(s), dt = κ(s)ds.

Такой выбор параметризации обусловлен тем, что её вид сохраняется и для
кривой C̃. Действительно, рассмотрим уравнение точки на этой кривой r̃ =
r + aṙ = r + ayτ , тогда

˙̃r = (y +D(ay))τ + ayν

и так как r̃ образует с τ постоянный угол γ (для определённости, отложенный
в направлении нормали ν), то

y +D(ay) = ay cot γ. (9.32)

В силу этой связи выполняются равенства

˙̃r = ỹτ̃ , ˙̃τ = ν̃, ˙̃ν = −τ̃ ,
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Рис. 9.6. Локсодромическая редукция тангенциального отображения

где
ỹ =

ay

sin γ
, τ̃ = τ cos γ + ν sin γ, ν̃ = ν cos γ − τ sin γ.

Итак, мы показали, что выбор t в качестве параметра приводит к уравнениям
вида (9.31) также для локсодромы C̃. Если функция y задана, то связь (9.32)
служит определяющим уравнением для коэффициента a, и по любому его
решению строится локсодрома.

Теорема 9.8. Пусть кривые Ci и Cj пересекают касательные к кривой C
под постоянными углами γi и γj соответственно, γi 6= γj . Тогда кривая Cij =
F (C,Ci, Cj) пересекает касательные к Ci под углом γj и касательные к Cj под
углом γi.

Доказательство. Примем для кривой C параметризацию (9.31). Тогда, как
было показано, параметры ak тангенциального отображения и отвечающие
локсодромам функции yk связаны соотношениями

y +D(aky) = aky cot γk, yk =
aky

sin γk
, k = i, j.

Легко проверить, что в силу этих связей тангенциальное отображение (9.25)
принимает вид

aij =
ai/aj − 1

cot γj − cot γi

и, кроме того, выполняется тождество

yj +D(aijyj) = aijyj cot γi,

то есть функции yj и aij подчиняются связи (9.32). Но это и означает, что
кривая Cij служит локсодромой для Cj , отвечающей углу γi.

Формулировка доказанной теоремы напоминает теорему 1.1 о перестано-
вочности преобразований Дарбу. Однако, из доказательства ясно, что в нашем
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Рис. 9.7. Тангенциальное соответствие

случае ситуация более простая: действительно, преобразования Дарбу сводят-
ся к решению уравнений Риккати, тогда как построение локсодромы требует,
согласно (9.32), простой квадратуры. Принцип суперпозиции рассматривае-
мых преобразований оказывается линейным:

sin(γi − γj)yij = sin(γi)yi − sin(γj)yj .

Настоящее преобразование Дарбу, приводящее к нелинейному принципу су-
перпозиции, возникает при редукции из следующего примера.

9.4.4 Редукция к преобразованию Дарбу

Пусть Hγ гомотетия с коэффициентом γ 6= 1 относительно фиксированной
точки плоскости (начала координат). Будем говорить, что кривые C, C̃ нахо-
дятся в тангенциальном соответствии с параметром γ, если касательная к
кривой C в любой точке r пересекает Hγ(C̃) в точке Hγ(r̃), такой что каса-
тельная к C̃ в точке r̃ пересекает Hγ(C) в Hγ(r) (см. рис. 9.7).

Как и в примере с локсодромами, это понятие определяет некоторую ре-
дукцию тангенциального отображения, которую удобнее изучать при неко-
торой специальной параметризации кривых. Точки на кривых C, C̃ связаны
уравнениями вида

γr̃(t) = r(t) + a(t)ṙ(t), γr(t) = r̃(t) + b(t) ˙̃r(t),

откуда следует, что вектор-функции r(t), r̃(t) удовлетворяют линейным ОДУ
второго порядка

abr̈ + (ȧb+ a+ b)ṙ + (1− γ2)r = 0,

ab¨̃r + (aḃ+ a+ b) ˙̃r + (1− γ2)r̃ = 0.

Отношение первого и последнего коэффициентов в этих уравнениях одно и
то же для r и r̃, то есть, оно является инвариантом тангенциального соответ-
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ствия. Удобно использовать параметризацию, в которой это отношение посто-
янно. Пусть

λab = 1− γ2, λ = (1− γ2)µ,

тогда уравнения принимают вид

r̈ + uṙ + λr = 0, ¨̃r + ũ ˙̃r + λr̃ = 0 (9.33)

где функции u, ũ связаны с коэффициентом a посредством пары уравнений
Риккати

ȧ+ 1− ua+ µa2 = 0, −ȧ+ 1− ũa+ µa2 = 0.

Первое из них линеаризуется подстановкой a = −φ/φ̇, приводящей к уравне-
нию φ̈+uφ̇+µφ = 0. Таким образом, кривая C̃ строится при помощи частного
скалярного решения дифференциального уравнения для исходной кривой C,
при значении параметра λ = µ. Это и означает, что тангенциальное соответ-
ствие есть не что иное, как пример преобразования Дарбу.

Теорема 9.9. Пусть кривая C находится в тангенциальном соответствии с
кривыми Ci, Cj , с параметрами γi, γj соответственно, при γi 6= γj . Тогда суще-
ствует единственная кривая Cij , находящаяся в тангенциальном соответствии
с кривыми Ci, Cj , с переставленными параметрами γj , γi. При этом

Hγiγj (Cij) = F (C,Hγi(Ci), Hγj (Cj)).

Доказательство. Непосредственно из определений тангенциального отобра-
жения и тангенциального соответствия следует, что если кривая Cij существу-
ет, то она единственна и определяется приведённой формулой. Таким образом,
нужно только доказать, что эта кривая действительно находится в тангенци-
альном соответствии с Ci, Cj . Для этого используются соотношения

ȧk + 1 = uak − µk(ak)2, uk = −u+ 2µka
k +

2

ak
, k = i, j.

Легко проверить, что в силу этих связей формула (9.25) принимает алгебраи-
ческую форму

aij =
ai − aj

aj(µiai − µjaj)
, (9.34)

и, что коэффициент A = aij тождественно удовлетворяет уравнению Риккати

Ȧ+ 1− ujA+ µiA
2 = 0.

Это означает, что кривые Cij , Cj находятся в тангенциальном соответствии с
параметром γi.
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Отметим, что уравнение (9.33) для r определяет спектральную задачу для
уравнения sinh-Гордона, отображение (9.34) это отображение (F̃III), а подста-
новка ai = v/vi, u = 2v̇/v приводит к уравнению

vij(vj − vi) = v(µivj − µjvi)

эквивалентному уравнению Хироты (H0
3 ).

Замечание 9.10. Аналогично, отображение (9.30) допускает редукцию

ḟk = u− αk − (fk)2, uk = −u+ 2αk + 2(fk)2,

приводящую к отображению (F̃V)

f ij = −f j − αi − αj
f i − f j

,

определяющему принцип суперпозиции (1.27) преобразований Дарбу для опе-
ратора Шрёдингера.

9.4.5 Дискретное тангенциальное отображение

Для дискретных кривых r = r(n) аналог уравнения (9.23) имеет вид

ri = r + ai(T − 1)(r), T : n 7→ n+ 1 (9.35)

(в отличие от непрерывного случая, где кривые C и Ci выбирались независи-
мо, здесь точка ri(n) кривой Ci должна, по определению, лежать на прямой
r(n)r(n + 1), играющей роль дискретной касательной к кривой C). Условие
совместности уравнений такого вида

rij = (1 + aij(T − 1))(1 + aj(T − 1))(r)

= (1 + aji (T − 1))(1 + ai(T − 1))(r)

приводит к соотношениям

T (aj)aij = T (ai)aji , (1− aj)aij + aj = (1− ai)aji + ai,

из которых следует дискретный аналог тангенциального отображения (9.25):

Tj(a
i) = aij =

(ai − aj)T (ai)

(1− aj)T (ai)− (1− ai)T (aj)
. (9.36)

Подстановка ai = T (v)/vi приводит к аналогу отображения (9.26):

f : (v, vi, vj) 7→ vij =
vivjT (vj − vi)
T (v)(vj − vi)

+
T (vi)vj − viT (vj)

vj − vi
. (9.37)
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Рис. 9.8. 3D-совместность дискретного тангенциального отображения

Это уравнение можно переписать в симметричной форме

T (vj − vi)
T (v)

+
T (vi)− vij

vi
+
vij − T (vj)

vj
= 0, (9.38)

из которой видно, что сдвиг T фактически равноправен с Ti и Tj .
Нетрудно видеть, что по существу геометрия дискретного тангенциаль-

ного отображения совпадает с геометрией решётки Менелая из раздела 9.3.
Действительно, с точностью до обозначений уравнение (9.35) совпадает с ли-
нейной задачей (9.10), а уравнение (9.38) c уравнением (9.4). Точки

ri, rj , rij , T (r), T (ri), T (rj)

служат вершинами полного четырёхсторонника и подчиняются теореме Ме-
нелая, ср. рис. 9.8 и 9.1.

Свойство 3D-совместности отображений (9.36) и (9.37) формулируется при
помощи общих тождеств (9.27), (9.28). Доказательство теоремы 9.3 переносит-
ся на дискретный случай почти дословно. Ясно, что 3D-совместность исход-
ных тангенциальных отображений (9.25) и (9.26) может быть заново выведена
отсюда при помощи естественного непрерывного предела.

Имеется также простое геометрическое доказательство свойства 3D-сов-
местности1: треугольники r12(n)r13(n)r23(n) и r12(n + 1)r13(n + 1)r23(n + 1)
перспективны относительно прямой r(n + 1)r(n + 2) (помеченной n + 1 на
рис. 9.8), следовательно, согласно теореме Дезарга, прямые r12(n)r12(n + 1),
r13(n)r13(n+ 1) и r23(n)r23(n+ 1) конкуррентны, что и требуется доказать.

Отметим, что рис. 9.8 показывает, как стыкуются обе конфигурации (10254)
и (103 103), изображённые на рис. 9.2.

1принадлежащее Вольфгангу Шифу
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9.4.6 Отображения высших порядков

Уравнение (9.23) позволяет распространить определение тангенциального отоб-
ражения на кривые в пространстве произвольной размерности, при этом кри-
вые Ci должны лежать на линейчатой поверхности, образованной касатель-
ными к базовой кривой C. Более общая возможность связана с рассмотрени-
ем соприкасающихся подпространств вместо касательных. Именно, уравнение
(9.23) можно заменить на

ri(t) = r(t) + a1,i(t)ṙ(t) + · · ·+ am,i(t)Dm(r(t)),

для кривых в пространстве размерности большей или равной 2m. В дискрет-
ном случае имеем аналогично

ri(n) = r(n) + a1,i(n)(r(n+ 1)− r(n)) + · · ·+ am,i(n)(r(n+m)− r(n)).

Нетрудно показать, что условие совместности TjTi(r) = TiTj(r) эквивалентно
системе из 2m уравнений, которая может быть разрешена в виде дифферен-
циального либо разностного отображения

(a1,i, . . . , am,i, a1,j , . . . , am,j) 7→ (a1,i
j , . . . , a

m,i
j , a1,j

i , . . . , am,ji ),

с производными либо сдвигами вплоть до m-го порядка. Эти отображения 3D-
совместны, что доказывается рассуждениями, аналогичными рассмотренному
выше случаю m = 1. К сожалению, уже при m = 2 эти отображения слишком
громоздки, чтобы выписывать их в явном виде. Редукции, понижающие их
порядок или число полей пока неизвестны.

Комментарии к главе 9

Раздел 9.4 основан на работе Адлера [14].
·B Уравнение ∆KP (9.7) появилось в работе Хироты [88]. Его вывод из ли-

нейных задач, приведённый в разделе 9.1, очень хорошо известен, также как
и все указанные там модификации и разностные подстановки, а также связь
с непрерывными уравнениями из раздела 9.2, см. напр. книгу [117], работы
Богданова, Конопельченко [46, 47, 48], Ниммо [134] и Конопельченко, Шифа
[96].
·B Уравнение KP (9.17) появилось в работе Кадомцева и Петвиашвили [92],

его интегрируемость установлена в статьях Дрюмы [64] и Захарова, Шабата
[195].
·B Двумеризованная цепочка Тоды (9.19) была впервые введена Дарбу при

развитии теории каскадного метода Лапласа. Её интегрируемость установлена
в работе Михайлова [122], к которой восходит и приведённый здесь вывод из
линейных задач (9.18). Заметим кстати, что исконно русский термин “двумери-
зованная” как нельзя лучше передаёт характер 3D-совместности протяжённых
объектов (кривых или дискретных кривых) из раздела 9.4.
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·B Полудискретная цепочка Тоды (9.21) была введена в работе Леви, Пилло-
ни и Сантини [109]. Цепочки для дискретных и полудискретных инвариантов
Лапласа рассматривались также в работах Новикова, Дынникова [137] и Ад-
лера, Старцева [26].
·B В работе Кричевера, Липана, Вигмана и Забродина [100] установлены

важные приложения ∆KP к квантовым интегрируемым моделям.
·B Геометрии интегрируемых дискретных уравнений посвящена богатая ли-

тература, прекрасный обзор которой можно найти в книге Бобенко и Суриса
[45]. Здесь мы отметим лишь немногие работы в этой области.

Решётка Менелая введена в статье [96], см. также работы Шифа [152] и
Кинга, Шифа [95]. Она известна также как решётка Лапласа-Дарбу. Альтер-
нативная геометрическая интерпретация уравнений имеется у Доливы [57].
Отметим, что свойство 4D-совместности решётки Менелая в этих работах ещё
не обсуждается; понимание свойства совместности для уравнений типа (9.37)
является сравнительно недавним достижением, ещё не отражённым в литера-
туре. Поэтому, раздел 9.3, хотя и не содержит по существу никаких результа-
тов, важен в качестве подготовительного этапа к определению совместности
в следующей главе.

Для сравнения, следует упомянуть планарные решётки, связанные с ли-
нейными задачами на квадратах в Z2, вместо треугольников, как в (9.1). Хотя
такие решётки являются более общими, чем решётка Менелая, понятие 4D-
совместности для них проще и нагляднее. Оно было введено в работе Доливы
и Сантини [61], отметим также статью Конопельченко и Шифа [97]. Вклад
автора в теорию планарных решёток ограничивается работой [12].
·B Пятерная симметрия конфигурации Дезарга, отмеченная в разделе 9.3,

является хорошо известным фактом, см. напр. книгу Гильберта и Кон-Фоссена
[84].



Глава 10

Классификация интегрируемых
уравнений типа ∆KP

В этой главе определение интегрируемости дискретных уравнений, основанное
на понятии 4D-совместности, применяется для классификации уравнений ти-
па дискретного уравнения Кадомцева-Петвиашвили. Доказывается, при весь-
ма общих и естественных предположениях, что такие уравнения исчерпыва-
ются самим уравнением ∆KP и его модификациями.

10.1 4D-совместность

10.1.1 Классификационный результат

В главе 2 было показано, что свойство 3D-совместности для двумерных квад-
уравнений, принятое в качестве определения интегрируемости, позволяет по-
лучить их классификацию (правда, при ряде дополнительных предположе-
ний). Здесь нашей целью будет получение аналогичного результата в трёх-
мерном случае, а именно, для уравнений типа ∆KP

Φ(u1, u2, u3, u12, u13, u23) = 0.

Прежде всего, следует придать точный смысл понятию 4D-совместности для
таких уравнений, объяснив, как именно решётки, несущие трёхмерные урав-
нения, должны вкладываться в 4-мерную решётку. Примеры из предыдущей
главы подводят к следующему определению.

Определение 10.1. Тройка трёхмерных дискретных уравнений в Z4, вида

u12 = f(u1, u2, u4, u14, u24),

u13 = g(u1, u3, u4, u14, u34),

u23 = h(u2, u3, u4, u24, u34),

(10.1)

231
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называется 4D-совместной, если равенства

u123 : = f(g, h, u34, T (g), T (h))

= g(f, h, u24, T (f), T (h))

= h(f, g, u14, T (f), T (g)), (10.2)

где T = T4, выполняются тождественно по независимым переменным вида
T k(u), T k(u1), T k(u2), T k(u3).

На первый взгляд, это определение кажется странным, поскольку 4-е коор-
динатное направление играет в нём выделенную роль, и рассматривается сов-
местность не четырёх, а только трёх уравнений. Фактически, это определение
по смыслу очень близко к определению 3D-совместности для квад-уравнений
(ср. с формулой (2.4)) и отличается только тем, что в качестве поля для урав-
нений (10.1) принимается не одна переменная u, а сразу вся совокупность
T k(u).

Наглядным примером, мотивирующим такое понимание совместности, слу-
жит тангенциальное отображение из раздела 9.4.1. Для него в качестве поля
выступает гладкая кривая, то есть 4-я координата параметризует точки на
кривой, тогда как остальные координаты нумеруют сами кривые. Несмот-
ря на такое различие, в разделе 9.4.5 мы видели, что в дискретной версии
тангенциального отображения 4-я координата на самом деле равноправна с
остальными, см. формулу (9.38). Это означает, что в этом примере тройку
(10.1) можно дополнить ещё одним уравнением, заданным на подрешётке Z3

с координатами (1, 2, 3). Более того, анализ решётки Менелая из раздела 9.3
показывает, что при этом автоматически возникает ещё и пятое уравнение (на
некоторой “наклонной” подрешётке в Z4).

В теореме 10.5 будет доказано, что эти свойства имеют общий характер:
если уравнения (10.1) совместны, то автоматически выполняются также неко-
торые уравнения вида

K(u1, u2, u3, u12, u13, u23) = 0, L(u12, u13, u14, u23, u24, u34) = 0. (10.3)

Таким образом, определение 10.1 обладает высокой скрытой симметрией и
можно говорить о совместных пятёрках уравнений типа ∆KP.

Относительно всех рассматриваемых уравнений, как из исходной тройки
(10.1), так и дополнительных (10.3), будет предполагаться лишь, что они пред-
ставляются в виде Φ = 0, где функция Φ локально-аналитична и выполняется
условие невырожденности:

Φu 6= 0 на любом решении общего положения уравнения Φ = 0, где
u любой аргумент функции Φ.

Эффективно, это условие означает, что уравнение можно локально разрешить
относительно любой переменной, причём результат будет зависеть от каждой
из остальных переменных.

Основным классификационным результатом является следующая теорема.
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uijuk − uikuj + ujkui = 0 (χ1)

(ui − uij)(uj − ujk)(uk − uik)
(uij − uj)(ujk − uk)(uik − ui)

= −1 (χ2)

(uik − uij)ui + (uij − ujk)uj + (ujk − uik)uk = 0 (χ3)

uik − uij
ui

+
uij − ujk

uj
+
ujk − uik

uk
= 0 (χ4)

uik − ujk
uk

= uij

( 1

uj
− 1

ui

)
(χ5)

Список 10.1. 4D-совместные уравнения типа ∆KP

Теорема 10.2. Любое уравнение из 4D-совместной пятёрки (10.1), (10.3) невы-
рожденных нелинейных уравнений сводится, точечными заменами, к одному
из уравнений списка 10.1.

В этой теореме не уточняется, какое уравнение с каким совместно. Бо-
лее точная формулировка, в которой перечисляются все возможные наборы,
приведена далее в теореме 10.24. Впрочем, вопрос о структуре иерархии легко
решается, так как из списка видно, что он не выводит за пределы раздела 9.1 о
линейных задачах на треугольниках. В каком-то смысле, это разочаровывает,
поскольку довольно длинные, хотя и элементарные, рассуждения приводят в
конце концов к списку, состоящему всего из нескольких простых и хорошо из-
вестных примеров (фактически, эквивалентных одному уравнению). Однако,
отсутствие новых примеров не следует расценивать, как неудачу. Оно отража-
ет тот общий факт, что трёхмерные уравнения являются фундаментальными,
а условия интегрируемости для них жёстче, чем для двумерных.

Подчеркнём, что список 10.1 получен при гораздо более общих предполо-
жениях, чем список квад-уравнений 2.1: в трёхмерном случае отпадает необхо-
димость в дополнительных условиях типа аффинно-линейности и симметрии
(хотя в ответе эти свойства выполняются). Мы оставляем только наиболее
естественные предположения о невырожденности и трансляционной инвари-
антности рассматриваемых уравнений. Последнее условие выражено тем, что
в формуле (10.2) внешние функции те же, что и внутренние. На самом деле,
этим свойством не так-то просто воспользоваться, и часть утверждений будет
доказываться фактически в более общей постановке. Мы вспомним об этом
условии лишь на последнем этапе классификации, в разделе 10.4.2.

Следует отметить ещё, что уравнение (9.9) выпадает из классификации.
Это объясняется тем, что замена (9.8) портит вид совместных с ним урав-
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нений в остальных трёхмерных подрешётках (они уже не являются октаэд-
рическими). Таким образом, определение 4D-совместности в данном случае
не покрывает все интегрируемые уравнения. Однако, этот контрпример не
очень показателен, так как он всё же сводится к уравнениям из списка, что,
собственно, и означает его интегрируемость. Существуют ли уравнения типа
∆KP, интегрируемые в каком-то принципиально ином смысле, остаётся от-
крытым вопросом.

План данной главы следующий. Оставшаяся часть этого раздела посвяще-
на разбору двух примеров, дающих дополнительную мотивировку определе-
ния 10.1.

В разделе 10.2 будут получены первые следствия из определения 10.1. Од-
но из них, как уже сказано, приводит к замене тройки уравнений (10.1) на
пятёрку, то есть демонстрирует внешнюю симметрию совместных уравнений
типа ∆KP. Второй результат отражает их внутреннюю симметрию. Оказы-
вается, что все такие уравнения должны обладать некоторой специфической
структурой — трёхногой формой, несколько напоминающей трёхногую форму
квад-уравнений из раздела 2.3.

Последний вывод очень важен, поскольку позволяет перейти от анализа
условия совместности к анализу этой специальной структуры. Иными слова-
ми, оказывается возможным заняться одним уравнением вместо тройки (10.1),
что и делается в разделе 10.3. Это довольно длинный и технический раздел,
но его результатом является уже почти полное решение задачи: вид уравнений
определяется с точностью до функций от одной переменной.

Завершение классификации происходит в разделе 10.4, где от одного урав-
нения мы снова переходим к анализу совместной пятёрки уравнений.

10.1.2 Предел из ∆BKP

Вспомним, что для двумерных уравнений, связывающих поля в вершинах
квадрата, 3D-совместность определяется для тройки уравнений, отвечающих
парам противоположных граней куба. Увеличивая размерности на единицу,
мы приходим к уравнениям, связывающим поля в вершинах куба:

Φ(u, u1, u2, u3, u12, u13, u23, u123) = 0,

и к определению 4D-совместности для четвёрки уравнений, отвечающих про-
тивоположным граням гиперкуба.

Как и для других классов трёхмерных уравнений, известно очень мало
интегрируемых уравнений такого типа. Из них самым простым и важным
является уравнение ∆BKP, обобщающее уравнение (χ1), его мы сейчас рас-
смотрим более подробно. Для уравнения (χ2) 8-точечным аналогом служит
уравнение двух двойных отношений

(u− uij)(ujk − uki)
(uij − ujk)(uki − u)

=
(uijk − uk)(ui − uj)
(uk − ui)(uj − uijk)

.
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Кроме этих уравнений, следует упомянуть также уравнение ∆CKP. В отличие
от уравнений на октаэдрах, которые, как видно и списка 10.1, все приводятся
к аффинно-линейному виду, это уравнение имеет вторую степень по каждой
переменной. Наличие такого ответа показывает, что классификация уравне-
ний на кубе является, вероятно, довольно сложной задачей. Тем не менее,
само свойство 4D-совместности для них формулируется проще и нагляднее,
чем для уравнений на октаэдрах.

Простейшим примером служит четвёрка уравнений ∆BKP,

u1u23 − u2u13 + u3u12 − uu123 = 0,

u1u24 − u2u14 + u4u12 − uu124 = 0,

u1u34 − u2u14 + u4u13 − uu134 = 0,

u2u34 − u3u24 + u4u23 − uu234 = 0,

(10.4)

отвечающая четырём трёхмерным граням гиперкуба. Применив сдвиги в ор-
тогональных направлениях, получим отсюда уравнения на противоположных
гранях, из которых значение u1234 может быть вычислено четырьмя различ-
ными способами. Легко проверить, что для данной системы эти значения сов-
падают, независимо от выбора начальных данных u, ui, uij . Замечательным
образом, из этой четвёрки уравнений следует также, что на чётной и нечётной
подрешётках в Z4 выполняется аналогичное уравнение

u14u23 − u13u24 + u12u34 − uu1234 = 0 (10.5)

(отметим, что для уравнения двух двойных отношений уравнение на подре-
шётке не возникает).

К уравнениям ∆KP (χ1) можно прийти отсюда в результате предельного
перехода, делая растяжение

u(i, j, k,m)→ εij+ik+im+jk+jm+kmu(i, j, k,m),

в результате которого последние члены в уравнениях (10.4), (10.5) умножают-
ся на ε2 и пропадают при ε→ 0:

u1u23 − u2u13 + u3u12 = 0,

u1u24 − u2u14 + u4u12 = 0,

u1u34 − u3u14 + u4u13 = 0,

u2u34 − u3u24 + u4u23 = 0,

u14u23 − u13u24 + u12u34 = 0.

Понятно, что этот набор уравнений остаётся совместным, несмотря на то, что
их комбинаторика изменилась и определение совместности на гиперкубе стало
неприменимо. Действительно, совместность в широком смысле слова означа-
ет, что ограничение общего решения системы на каждую подрешётку задаёт
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общее решение соответствующего уравнения; это свойство в данном случае не
портится, так как предельный переход осуществляется согласованно на всей
решётке Z4.

Таким образом, мы получили в данном примере пятёрку уравнений типа
(10.1), (10.3). Оказывается, что при предельном переходе число независимых
уравнений падает: теперь только три из них независимы, а два являются след-
ствием, в результате чего мы и приходим к определению 10.1. Доказать это
можно следующим вычислением (его стоит привести, поскольку из дальней-
шего станет ясно, что оно выявляет важную общую структуру уравнений типа
∆KP, так называемую трёхногую форму):

u1u23 − u2u13 + u3u12 = 0

⇑
u12

u1u2
− u13

u1u3
+

u23

u2u3
= 0

⇑
u14

u1u4
− u24

u2u4
=

u12

u1u2
,

u14

u1u4
− u34

u3u4
=

u13

u1u3
,

u24

u2u4
− u34

u3u4
=

u23

u2u3

⇑
u2u14 − u1u24 = u4u12, u3u14 − u1u34 = u4u13, u3u24 − u2u34 = u4u23

⇓
u2

u4u24
− u1

u4u14
=

u12

u14u24
,

u3

u4u34
− u1

u4u14
=

u13

u14u34
,

u3

u4u34
− u2

u4u24
=

u23

u24u34

⇓
u12

u14u24
− u13

u14u34
+

u23

u24u34
= 0

⇓
u14u23 − u13u24 + u12u34 = 0.

10.1.3 Совместные тройки бездисперсионных уравнений

Ещё одним примером, оправдывающим определение 10.1, служат совместные
тройки уравнений в частных производных, общего вида

uxy = f(u, ux, uy, ut, utx, uty),

uxz = g(u, ux, uz, ut, utx, utz),

uyz = h(u, uy, uz, ut, uty, utz)

(10.6)

(индексы в этом разделе обозначают производные). В данном случае совмест-
ность означает совпадение перекрёстных производных:

uxyz = Dz(f) = Dy(g) = Dx(h)
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где Dx, Dy, Dz операторы полных производных в силу системы, например

Dx(h) =
∂h

∂uy
f +

∂h

∂uz
g +

∂h

∂ut
uxt +

∂h

∂uyt
Dt(f) +

∂h

∂uzt
Dt(g).

Очевидно, такие тройки служат непрерывным аналогом троек (10.1). Про-
стейшим примером служит тройка

(αi − αj)uxixj = uxiutxj − uxjutxi .

Некоторые примеры почти буквально совпадают с дискретными, при фор-
мальной замене производной на сдвиги. Например, уравнения из совместной
тройки

(µj − µi)utuxixj − µjuxiutxj + µiuxjutxi = 0, i, j = 1, 2, 3

напоминают уравнение (χ1). Отметим, что из этой системы следует уравнение

(µ2 − µ1)ux3ux1x2 + (µ1 − µ3)ux2ux1x3 + (µ3 − µ2)ux1ux2x3 = 0,

которое показывает, что переменная t фактически равноправна с остальными,
и на самом деле мы имеем четвёрку совместных уравнений (до пятёрки, как
в дискретном случае, дело всё же не доходит).

Несмотря на внешнее сходство, аналогия между тройками (10.1) и (10.6),
по-видимому, не очень глубока. Уравнения типа ∆KP связаны с преобразова-
ниями Бэклунда для “солитонного” уравнения KP, тогда как уравнения типа
(10.6) относятся к классу так называемых бездисперсионных уравнений. Такие
уравнения также относятся к интегрируемым, но имеют совсем другую приро-
ду. Поэтому мы не будем подробно рассматривать эти примеры и ограничимся
лишь следующим частным результатом. Его доказательство получается пря-
мыми вычислениями.

Теорема 10.3. Пусть уравнения совместной тройки (10.6) квазилинейны и не
содержат u явно. Тогда они имеют вид

c(ux, uy)uxy = p(ux, ut)utx − q(uy, ut)uty,
a(uy, uz)uyz = q(uy, ut)uty − r(uz, ut)utz,
b(uz, ux)uzx = r(uz, ut)utz − p(ux, ut)utx,

где коэффициенты — неравные тождественно нулю функции, определяемые
формулами

a(u, v) = B(u)C̃(v)− B̃(u)C(v), p(u, v) = A(u)X̃(v)− Ã(u)X(v),

b(u, v) = C(u)Ã(v)− C̃(u)A(v), q(u, v) = B(u)X̃(v)− B̃(u)X(v),

c(u, u) = A(u)B̃(v)− Ã(u)B(v), r(u, v) = C(u)X̃(v)− C̃(u)X(v)

по решениям (X, X̃), (A, Ã), (B, B̃), (C, C̃) системы ОДУ вида

X ′ = k1X
2 + k2XX̃ + k3X̃

2, X̃ ′ = k4X
2 + k5XX̃ + k6X̃

2,

с произвольными постоянными ki (решение этой системы находится в квадра-
турах).
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10.2 Анализ условий совместности

10.2.1 Следствия из условий совместности

Равенства (10.2) должны выполняться тождественно по 11 независимым пе-
ременным (играющим роль начальных данных), отвечающих вершинам

1, 2, 3, 4, 14, 24, 34, 44, 144, 244, 344.

Некоторые важные следствия получаются непосредственно при дифферен-
цировании (10.2) по этим независимым переменным. Для краткости, будем
обозначать производные нижним индексом:

f1 =
∂f

∂u1
, . . . h34 =

∂h

∂u34

(производные второго порядка нам не понадобятся, так что двойной индекс
не вызовет недоразумений). Кроме того, чтобы не писать аргументы, будем
обозначать внешние функции f, g, h в (10.2) заглавными буквами, отдавая про-
изводной приоритет перед сдвигом, например,

F = T3(f) = f(g, h, u34, T (g), T (h)), F1 = T3(f1).

Эти обозначения легко понять из следующих уравнений, получаемых при диф-
ференцировании (10.2):

∂u1 : F1g1 = G1f1 = H2f1 +H3g1,

∂u2 : F2h2 = G1f2 +G3h2 = H2f2,

∂u3 : F1g3 + F2h3 = G3h3 = H3g3,

∂u4 : F1g4 + F2h4 = G1f4 +G3h4 = H2f4 +H3g4,

∂u44 : F14T (g4) + F24T (h4)

= G14T (f4) +G34T (h4) = H24T (f4) +H34T (g4),

∂u144 : F14T (g14) = G14T (f14) = H24T (f14) +H34T (g14),

∂u244 : F24T (h24) = G14T (f24) +G34T (h24) = H24T (f24),

∂u344 : F14T (g34) + F24T (h34) = G34T (h34) = H34T (g34).

(10.7)

Утверждение 10.4. Функции f, g, h из совместной тройки (10.1) удовлетво-
ряют уравнениям

f1g3h2 + f2g1h3 = 0, f2g3h4 = f4g3h2 + f2g4h3, (10.8)
f14g34h24 + f24g14h34 = 0, f24g34h4 = f4g34h24 + f24g4h34. (10.9)

Доказательство. Первые четыре строки системы (10.7) образуют однород-
ную линейную систему относительно F1, F2, G1, G3, H2, H3. Разрешим часть
этих уравнений:

G1 =
g1

f1
F1, G3 = F2 +

g3

h3
F1, H2 =

h2

f2
F2, H3 = F1 +

h3

g3
F2,
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тогда подстановка в оставшиеся даёт соотношения

F1

f1h3
(f1g3h2 + f2g1h3) = 0,

F1

f1h3
(f1g4h3 − f4g1h3 − f1g3h4) = 0,

F2

f2g3
(f1g3h2 + f2g1h3) = 0,

F2

f2g3
(f2g3h4 − f4g3h2 − f2g4h3) = 0,

что равносильно (10.8). Аналогично, уравнения (10.9) получаются (с точно-
стью до сдвига T ) при исключении G14, G34, H24, H34 из последних четырёх
строк (10.7).

Какую-либо дополнительную информацию из равенств (10.2) извлечь в
явном виде трудно, и больше мы не будем обращаться к ним напрямую. Хо-
тя доказанные формулы дают лишь необходимые условия совместности, они
очень важны и имеют простой смысл, как сейчас будет показано.

10.2.2 От троек к пятёркам

Теперь мы можем доказать приведённое в разделе 10.1.1 утверждение о нали-
чии пары дополнительных уравнений.

Теорема 10.5. Если тройка (10.1) совместна, то выполняются некоторые
уравнения вида (10.3).

Доказательство. Покажем, что из соотношений (10.8) следует второе урав-
нение (10.3). Наличие этого уравнения эквивалентно свойству, что если мы
рассмотрим (10.1) как систему на неизвестные u1, u2, u3, u4 и решим два
уравнения этой системы относительно, скажем, u1, u2, то при подстановке в
третье уравнение произойдёт тождественное сокращение переменных u1, u4.
Это, в свою очередь, эквивалентно вырожденности матрицы Якоби:

rank

f1 f2 0 f4

g1 0 g3 g4

0 h2 h3 h4

 ≤ 2,

то есть, обращению в ноль определителей

det

f1 f2 0
g1 0 g3

0 h2 h3

 = det

f2 0 f4

0 g3 g4

h2 h3 h4

 = 0,

а это и есть в точности (10.8).
Первое уравнение (10.3) доказывается точно так же, так как уравнения

(10.8) и (10.9) отличаются только перестановками 1↔ 14, 2↔ 24, 3↔ 34.

Замечание 10.6. Можно провести некоторую параллель между вторым урав-
нением в (10.3) и свойством тетраэдральности из теории квад-уравнений (см.
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раздел 2.1), означающим наличие дополнительного уравнения на чётной и
нечётной подрешётках в Z3. При этом соотношения (10.8) служат аналогом
соотношения (2.45). В отличие от двумерного случая, где свойство тетраэд-
ральности постулировалось, доказанная теорема не требует дополнительных
предположений.

Итак, из совместности тройки (10.1) следует, что на решётке Z4 выполнены
ещё два уравнения (10.3). Легко видеть, что на самом деле все пять уравнений
равноправны, в смысле комбинаторики участвующих в них вершин. Чтобы
сделать это особенно наглядным, можно заменить одинарные индексы i на
двойные 0i, тогда уравнения (10.1) и (10.3) будут заданы на точках

(01, 02, 03, 12, 13, 14), (01, 02, 04, 12, 14, 24), (01, 03, 04, 13, 14, 34),

(02, 03, 04, 23, 24, 34), (12, 13, 14, 23, 24, 34),
(10.10)

и роли всех координат уравняются.
В дальнейшем мы будем время от времени использовать эти симметрич-

ные обозначения. Поясним, что они отвечают отождествлению Zd с корневой
решёткой

Q(Ad) = {(n0, n1, . . . , nd) ∈ Zd+1 : n0 + n1 + · · ·+ nd = 0}

(то есть, попросту, гиперплоскостью в Zd+1), при помощи отображения

(n1, . . . , nd)↔ (−n1 − · · · − nd, n1, . . . , nd).

В нашей сокращённой записи с индексами, обозначающими сдвиги относи-
тельно произвольной точки отсчёта в Zd, переход к Q(Ad) сводится к тому,
что при одновременном рассмотрении нескольких переменных к индексу каж-
дой из них дописывается столько значков 0 или −0, чтобы суммарное число
сдвигов, с учётом их знака, было одинаковым. Обратный переход к Zd заклю-
чается просто в отбрасывании нулей.

Напомним, что в разделе 9.3 данное свойство симметрии было проиллю-
стрировано при помощи конфигурации (10254) и конфигурации Дезарга (103103),
каждая из которых включают в себя пять четырёхсторонников, вершины ко-
торых нумеруются наборами (10.10), то есть так, чтобы в нумерации каждого
четырёхсторонника не участвовал один из индексов. Геометрически, эти кон-
фигурации отвечают случаю уравнения (χ2), но, как видим, в комбинаторном
смысле они выражают общее свойство всех 4D-совместных уравнений (10.1).

Таким образом, определение 4-мерной совместности, выраженное уравне-
ниями (10.2), оказывается вполне симметричным. Правда, асимметрия заклю-
чается ещё в том, что в тройке (10.1) переменные u12, u13 и u23 выделены тем,
что относительно них уравнения разрешены. Роли всех переменных оконча-
тельно уравниваются при помощи сделанного в разделе 10.1.1 дополнительно-
го предположения о невырожденности, в силу которого каждое рассматрива-
емое уравнение, включая уравнения (10.3), разрешимо относительно каждой
входящей в него переменной.
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10.2.3 Сведение к функциям от трёх переменных

Хотя теорема 10.5 проясняет комбинаторику 4-мерной совместности, она ни-
чего не говорит о том, какими же должны быть рассматриваемые уравнения,
чтобы эта комбинаторика могла реализоваться. Вид уравнений уточняется из
анализа функциональных уравнений (10.8), (10.9).

Утверждение 10.7. Если система (10.1) совместна, то она приводится к виду

a(u1, u4, u14)− b(u2, u4, u24) = p(u12, u14, u24),

c(u3, u4, u34)− a(u1, u4, u14) = q(u13, u14, u34),

b(u2, u4, u24)− c(u3, u4, u34) = r(u23, u24, u34)

(10.11)

и, одновременно, к виду

A(u1, u4, u14)−B(u2, u4, u24) = P (u1, u2, u12),

C(u3, u4, u34)−A(u1, u4, u14) = Q(u1, u3, u13),

B(u2, u4, u24)− C(u3, u4, u34) = R(u2, u3, u23).

(10.12)

Доказательство. Покажем, что общее решение уравнений (10.8) имеет вид

f = φ(a(u1, u4, u14)− b(u2, u4, u24), u14, u24),

g = ψ(c(u3, u4, u34)− a(u1, u4, u14), u14, u34),

h = χ(b(u2, u4, u24)− c(u3, u4, u34), u24, u34),

что, очевидно, равносильно (10.11). Из первого уравнения (10.8) следует

f1

f2
= − g1/g3

h2/h3
= −α(u1, u4, u14)

β(u2, u4, u23)

(достаточно положить u3 = const во втором выражении). Далее,

g1

αg3
=

h2

βh3
= −γ(u3, u4, u34),

где γ обозначает общее значение обоих отношений. Следовательно,

βf1 + αf2 = 0, αg3 + γg1 = 0, γh2 + βh3 = 0,

и, обозначив α = a1, β = b2, γ = c3, мы получаем, что решение записывается
в виде

f = φ(a(u1, u4, u14)− b(u2, u4, u24), u4, u14, u24),

g = ψ(c(u3, u4, u34)− a(u1, u4, u14), u4, u14, u34),

h = χ(b(u2, u4, u24)− c(u3, u4, u34), u4, u24, u34).
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Теперь легко проверить, что подстановка во второе уравнение (10.8) приводит
к соотношению

φ4

φ′
+
ψ4

ψ′
+
χ4

χ′
= 0, (10.13)

где штрихом обозначены производные по первым аргументам функций. Диф-
ференцирование этого уравнения по u1 и u2 даёт(φ4

φ′

)′
=
(ψ4

ψ′

)′
=
(χ4

χ′

)′
= δ(u4),

где δ обозначает общее значение всех выражений. Интегрируя, получаем

φ4

φ′
= δ(a− b) + λ(u4, u14)− µ(u4, u24),

ψ4

φ′
= δ(c− a) + ν(u4, u34)− λ(u4, u14),

χ4

χ′
= δ(b− c) + µ(u4, u24)− ν(u4, u34)

(вид постоянных интегрирования следует из (10.13)). Заметим теперь, что
функции a, b, c определены не однозначно: допускаются переобозначения

ã = k(u4)a+ `(u4, u14), b̃ = k(u4)b+m(u4, u24), c̃ = k(u4)c+ n(u4, u34),

φ(a− b, u4, u14, u24) = φ̃(ã− b̃, u4, u14, u24),

ψ(c− a, u4, u14, u34) = ψ̃(c̃− ã, u4, u14, u34),

χ(b− c, u4, u24, u34) = χ̃(b̃− c̃, u4, u24, u34)

с произвольными k, `,m, n. Легко видеть, что

φ′ = kφ̃′, φ4 = φ̃4 + (k′(a− b) + `4 −m4)φ̃′,

так что
φ4

φ′
=

φ̃4

kφ̃′
+
k′

k
(a− b) +

`4
k
− m4

k

и аналогично для ψ, χ. Выбор k′/k = δ, `4 = kλ, m4 = kµ, n4 = kν4 приводит
к

φ̃4 = ψ̃4 = χ̃4 = 0,

что и даёт требуемое представление. Формулы (10.12) доказываются при помо-
щи второй пары уравнений (10.9), имеющей ту же структуру, что и (10.8).

Представления (10.11), (10.12) полностью объясняют механизм сокраще-
ния “лишних” переменных, приводящий к уравнениям из теоремы 10.5. Более
того, благодаря симметрии всех координатных направлений существует ещё
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несколько аналогичных представлений для уравнений (10.1) и (10.3). Напри-
мер, перестановки 1 ↔ 4 и 2 ↔ 4 в первом уравнении (10.11) дают ещё две
эквивалентные формы для этого уравнения:

ã(u1, u4, u14)− b̃(u1, u2, u12) = p̃(u12, u14, u24),

ā(u1, u2, u12)− b̄(u2, u4, u24) = p̄(u12, u14, u24).

Далее, мы можем разрешить уравнения (10.1) относительно u4 и применить
обратные сдвиги (TiTjT4)−1, i, j = 1, 2, 3. Это фактически сводится к смене
направлений на решётке, например первое уравнение принимает вид

u−1,−2 = f̃(u−1, u−2, u−4, u−1,−4, u−2,−4).

Применение утверждения 10.7 к этим уравнениям приводит к аналогичным
представлениям с дополнительными индексами (i, j, k)↔ (jk, ik, ij).

Таким образом, каждое из рассматриваемых уравнений допускает восемь
эквивалентных представлений типа (10.11), а для всех уравнений получаем 40
таких представлений. Чтобы записать их в единообразном виде, используем
обозначения (10.10) на решётке Q(A4), а функции от трёх переменных будем
обозначать квадратными скобками с соответствующими двойными индекса-
ми вместо аргументов. При этом примем соглашение, что это обозначение
симметрично по крайним парам индексов, а средняя пара выделена тем, что
встречается в уравнении только один раз. Сами двойные индексы, естествен-
но, тоже считаются симметричными.

Следующая теорема подводит итог данного раздела. Достаточность следу-
ет из того, что второе представление обеспечивает коммутативность сдвигов
Ti.

Теорема 10.8. Пятёрка невырожденных уравнений типа ∆KP 4D-совместна,
если и только если каждая четвёрка допускает представления следующего
вида:

〈m〉 :

〈 i〉 : [jn, jm,mn] − [kn, km,mn] = [jn, jk, kn]
+

〈j〉 : [kn, km,mn] − [ in, im,mn] = [kn, k i , in]
+

〈k〉 : [ in, im,mn] − [jn, jm,mn] = [ in, i j , jn]

= 0

(10.14)

Tm〈m〉 :

Ti〈 i〉 : Ti
(
[km, kn, kj ] − [jm, jn, jk] = [km,mn, jm]

)
+

Tj〈j〉 : Tj
(
[ im, in, ik] − [km, kn, k i ] = [ im,mn, km]

)
+

Tk〈k〉 : Tk
(
[jm, jn, j i ] − [ im, in, i j ] = [jm,mn, im]

)
= 0

(10.15)
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10.3 Трёхногая форма уравнений

Мы показали, что каждое уравнение из совместной системы переписывает-
ся восемью способами как равенство нулю суммы трёх функций от трёх ар-
гументов. Забудем временно о совместности и займёмся анализом отдельно
взятого уравнения, удовлетворяющего этому замечательному свойству. Нуме-
рация вершин октаэдра в этом разделе отличается от использованной ранее;
она показана на рис. 10.1.

10.3.1 Определения и обозначения

Задача формулируется следующим образом: описать все уравнения

Φ(u1, u2, u3, u4, u5, u6) = 0, (10.16)

локально эквивалентные уравнениям вида

a(ui, u7−k, uj) + b(uj , u7−i, uk) + c(uk, u7−j , ui) = 0

для каждой из восьми троек i, j, k, отвечающих граням октаэдра. По аналогии
с квад-уравнениями, будем называть представление такого вида трёхногой
формой уравнения (10.16). Уравнение, допускающее все восемь форм, будем
называть трёхногим.

1

2

3

4

5

6

aiKj

aiJk a jIk

i j

k IJ

K

Рис. 10.1. Нумерация вершин октаэдра и одна из трёхногих форм

Предполагается, что уравнение (10.16) неприводимо, в частности, все част-
ные производные Φi не равны тождественно нулю. Ответ определён с точно-
стью до конформных преобразований

ũi = Ui(ui), U ′i 6= 0. (10.17)

Функции a, b, c могут быть разными для разных граней. Для их обозначения
удобнее всего использовать верхние индексы, непосредственно указывающие
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на аргументы, например a123 = a123(u1, u2, u3). Здесь средний индекс выде-
лен, а относительно крайних индексов обозначение считается симметричным,
то есть a123 = a321. Eстественно, это не означает симметрию относительно
аргументов, то есть не предполагается, что a123(u1, u2, u3) = a123(u3, u2, u1).
Нижние индексы будут использоваться для обозначения производных. При
буквенных обозначениях для краткости будем обозначать противоположные
вершины разным регистром, например I = 7− i. Таким образом, выписанное
выше уравнение, отвечающее грани ijk, принимает вид

aiKj + ajIk + akJi = 0.

Все восемь трёхногих форм уравнения записываются в следующем виде:

грани: уравнения:

(123) a142 + a263 + a351 = 0,
(124) a132 + a264 + a451 = 0,
(135) a123 + a365 + a541 = 0,
(145) a124 + a465 + a531 = 0,
(236) a213 + a356 + a642 = 0,
(246) a214 + a456 + a632 = 0,
(356) a315 + a546 + a623 = 0,
(456) a415 + a536 + a624 = 0.

(10.18)

Ясно, что эта структура накладывает на функции aikj весьма специальные
ограничения. В следующем подразделе приведён полный список трёхногих
уравнений. Оставшаяся часть раздела представляет собой доказательство то-
го, что других трёхногих уравнений нет.

10.3.2 Классификация трёхногих уравнений

Теорема 10.9. Уравнения (10.16), локально эквивалентные уравнениям вида
(10.18), с точностью до замен (10.17) и перестановок i ↔ I, (i, j) ↔ (J, I),
исчерпываются списком

u1u6 + u2u5 + u3u4 = 0, (T1)
(u1 − u2)u4 + (u2 − u3)u6 + (u3 − u1)u5 = 0, (T2)
(u1 − u4)(u2 − u6)(u3 − u5) + (u4 − u2)(u6 − u3)(u5 − u1) = 0, (T3)
u1u6 = (u2 + u3)−γ(u4 + u5), (T4)
u1u6 = u2 + u3 + u4 + u5, (T5)
u1u2u3u4 = u5 + u6, (T6)
u1 + u2 + u3 + u4 + u5 + u6 = 0. (T7)

Нетрудно видеть, что первые три уравнения точечно эквивалентны (χ1),
(χ2), (χ3), после переобозначения (u12, u13, u23)→ (u4, u5, u6). Доказательство
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ноги тип

(T1) xyz I

(T2) y(x+ z), log
(x+ y

y + z

)
, log(x+ y) III

(T3) log
(x+ y

y + z

)
III

(T4) xy, y(x+ z)γ , y(x+ z)1/γ , log(x+ y), y I (γ 6= 1), III (γ = 1)

(T5) y, (x+ y)z II

(T6) xyz, xy, y, y + log(x+ z), log(x+ y) I

(T7) y III

Таблица 10.2. Формы ног

теоремы приводится в следующих подразделах, а здесь мы только проверим,
что указанные уравнения действительно допускают все представления вида
(10.18).

При проверке мы получим таблицу 10.2, в которой перечислены функ-
ции a(x, y, z), определяющие возможный вид функций aijk = a(ui, uj , uk) для
уравнений из списка. Напомним, что переменные x, z здесь равноправны, а y
играет выделенную роль. В частности, функция a всегда зависит от y, а зави-
симости от x или z может и не быть. Вид функции aijk определён с точностью
до замен (10.17). Кроме того, её можно умножать на произвольную постоян-
ную, менять местами x, z и добавлять произвольные члены вида µ(x) + ν(z)
(пока речь идёт лишь об одной такой функции, а не всех трёх, входящих в
трёхногую форму). На данном этапе мы не занимаемся согласованием всех
этих преобразований для совместных уравнений, поэтому в таблице приво-
дится произвольная, по возможности наиболее простая калибровка. Несмотря
на такую неопределённость, мы увидим в разделе 10.4, что эта таблица весьма
полезна при объединении отдельных трёхногих уравнений в совместные пя-
тёрки. Тип уравнения, указанный в третьей колонке, будет определён позже,
в конце раздела 10.3.3.

Уравнение (T1). Одна из трёхногих форм имеет вид

(123) :
u4

u1u2
+

u6

u2u3
+

u5

u3u1
= 0,

остальные получаются в результате отражений ui ↔ uI и (ui, uj) ↔ (uJ , uI),
порождающих группу симметрий октаэдра и оставляющих уравнение инвари-
антным.
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Уравнение (T2) уже записано в трёхногой форме (123). Перегруппировка
слагаемых даёт трёхногую форму, отвечающую противоположной грани

(456) : u1(u4 − u5) + u3(u5 − u6) + u2(u6 − u4) = 0.

Отсюда видим, что уравнение инвариантно относительно инволюции

P : (u1, u2, u3)↔ (u6, u5, u4).

Далее, имеем мультипликативную трёхногую форму

(124) :
(u1 − u3

u3 − u2

)(
1− u5

u4

)
=
u6

u4
− 1

(для приведения к аддитивному виду достаточно применить логарифмирова-
ние). Оставшиеся формы получаются при помощи инволюции P и цикличе-
ской перестановки

Z : u1 → u2 → u3 → u1, u6 → u6 → u4 → u6.

Уравнение (T3). Мультипликативная трёхногая форма (123) следует непо-
средственно из вида уравнения. Этого достаточно, так как можно проверить,
что уравнение инвариантно относительно отражений ui ↔ uI и (ui, uj) ↔
(uJ , uI), хотя это и не так очевидно, как в случае уравнения T1.

Уравнение (T4) инвариантно относительно замен

u1 ↔ u6; (u2, u5)↔ (u3, u4); (u1, u2, u3, γ)↔ (u
−1/γ
1 , u5, u4,−1/γ),

что позволяет получить все формы из следующих двух:

(123) :
u4

u1
− u6(u2 + u3)γ +

u5

u1
= 0,

(124) : (log u1 + γ log(u2 + u3)) + log u6 − log(u4 + u5) = 0.

Уравнение (T5). В этом случае группа симметрий порождена заменами

ui ↔ uI ; (u2, u5)↔ (u3, u4),

позволяющими получить все трёхногие формы из одной, например

(123) :
u4 + u2

u1
− u6 +

u3 + u5

u1
= 0.

Следует отметить, что хотя здесь первое и последнее слагаемое похожи на
члены, встречающиеся в уравнениях (T2) и (T4) при γ = 1, на самом деле это
разные типы функций, так как роль выделенной переменной y в них различна.

Уравнение (T6). Здесь имеются замены

(u1, u6)↔ (u2, u5); u3 ↔ u4,
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учитывая которые достаточно рассмотреть трёхногие формы для следующих
граней:

(123) : u1u4u2 −
u6

u3
− u5

u3
= 0,

(135) : log(u1u2u3)− log(u5 + u6) + log u4 = 0,

(356) : (log u3 + log u1) + (log u4 − log(u5 + u6)) + log u2 = 0.

Уравнение (T7). Этот случай тривиален.

10.3.3 Сведение к функциям от двух переменных

Докажем некоторые полезные соотношения, вытекающие из локальной экви-
валентности трёхногих форм

(ijK) : aikj + ajIK + aKJi = 0, (ijk) : aiKj + ajIk + akJi = 0, (10.19)

отвечающих граням с общим ребром ij. Каждое из этих соотношений выпол-
няется тождественно, а не в силу уравнений (10.19), так как содержит лишь
пять переменных.

Утверждение 10.10. Имеют место тождества

aikji + aKJii

aKJiJ

=
aiKji + akJii

akJiJ

,
aikjj + ajIKj

ajIKI
=
aiKjj + ajIkj

ajIkI
, (10.20)(

1

aiKjK

)
j

(
1

aKJiJ

)
K

=

(
1

aikjk

)
j

(
1

akJiJ

)
k

,

(
1

aiKjK

)
i

(
1

ajIKI

)
K

=

(
1

aikjk

)
i

(
1

ajIkI

)
k

.

(10.21)

Доказательство. Числители не равны тождественно нулю в силу предполо-
жения о разрешимости уравнения относительно любой переменной. В каж-
дой паре тождеств докажем только первое, второе получается перестановкой
(i, I) ↔ (i, J). Отметим также, что все тождества инвариантны относительно
перестановки k ↔ K. Разрешая уравнения (10.19) относительно uI , получаем
равенство вида

f(uj , uK , a
ikj + aKJi) = g(uj , uk, a

iKj + akJi),

и его дифференцирование даёт соотношения

fK + f ′aKJiK = g′aiKjK , f ′(aikji + aKJii ) = g′(aiKji + akJii ), f ′aKJiJ = g′akJiJ ,

где штрих обозначает производные функций f, g по последним аргументам.
Отношение второго и третьего равенств доказывает (10.20), а из первого и
третьего имеем

fK
f ′

=
aKJiJ

akJiJ

aiKjK − aKJiK = φ ⇒ φJa
ikj
k = φka

KJi
J ,
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что даёт ((
aKJiJ

akJiJ

)
J

aiKjK − aKJiKJ

)
aikjk = (aKJiJ )2aiKjK

(
1

akJiJ

)
k

.

Деля на aiKjK aikjk (aKJiJ )2 и дифференцируя по uj , получаем (10.21).

Соотношения (10.20) играют основную роль в последующем анализе. Соот-
ношения (10.21) нужны лишь, чтобы доказать следующее свойство, которое, в
свою очередь, понадобится лишь при доказательстве утверждения 10.21. Тем
не менее, его удобно привести сейчас, пока нужные формулы под рукой.

Утверждение 10.11. Если хотя бы одна из функций ajIKIK , aKJiKJ , ajIkIk или
akJikJ отлична от нуля, то

aikjik a
ikj
kj

(aikjk )2
=
aiKjiK aiKjKj

(aiKjK )2
.

Доказательство. Дважды дифференцируя (10.20) по uk и uK , получаем урав-
нения

aikjik

(
1

aKJiJ

)
K

= aiKjiK

(
1

akJiJ

)
k

, aikjkj

(
1

ajIKI

)
K

= aiKjKj

(
1

ajIkI

)
k

,

образующие вместе с (10.21) пару однородных линейных систем, одну относи-
тельно (1/aKJiJ )K , (1/akJiJ )k и вторую относительно (1/ajIKI )K , (1/ajIkI )k. Опре-
делители этих систем совпадают. Утверждение означает в точности, что если
хотя бы одна система имеет нетривиальное решение, то этот определитель
равен нулю.

Непосредственным следствием тождеств (10.20) являются следующие фор-
мулы.

Утверждение 10.12. Функции aikj и aiKj имеют вид

aikj = aijbk + pik + pkj , aiKj = aijbK + piK + pKj , bkbK 6= 0. (10.22)

Доказательство. Дифференцируя уравнения (10.20), получаем

aikjij a
kJi
J = aiKjij aKJiJ , aikjij a

jIk
I = aiKjij ajIKI . (10.23)

Полагая uI , uJ , uK произвольными постоянными, находим

aikjij = αijβik = αijγjk ⇒ aikjij = αijbk

и интегрирование ведёт к формуле (10.22). При этом функция aij определена с
точностью до слагаемых µi+νj и умножения на константу, что компенсируется
переопределением b и p. Из (10.23) легко видеть, что эту функцию можно
выбрать одной и той же обеих формулах, причём множители b можно считать
ненулевыми без потери общности.
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Замечание 10.13. Принимая во внимание все трёхногие формы (10.18), полу-
чаем, что представление типа (10.22) имеется для каждой функции almn и,
таким образом, вид уравнений уже уточнён до функций от двух аргументов.
Однако, следует подчеркнуть, что обозначения в формулах (10.22) относятся
к некоторой фиксированной паре трёхногих форм (10.19). Если бы мы захо-
тели применять эти формулы для всевозможных наборов индексов сразу, то
пришлось бы использовать более сложную нумерацию для функций b и p. В
этом не возникнет необходимости, так как мы будем сравнивать трёхногие
формы попарно, постепенно уточняя вид функций.

Утверждение 10.14. Если aijij 6= 0, то функции bk и bK либо обе непостоян-
ные, либо обе постоянные, причём трёхногие формы (10.19) имеют соответ-
ственно вид

aijbk +
cjI

bK
+
cJi

bK
= 0 ⇔ aijbK +

cjI

bk
+
cJi

bk
= 0, (10.24)

либо

(aij + pik + pkj) + (cjI + pKj) + (cJi + piK) = 0

⇔ (aij + piK + pKj) + (cjI + pkj) + (cJi + pik) = 0.
(10.25)

Доказательство. Равенства (10.23) ещё не исчерпаны, и при aijij 6= 0 сводятся
к соотношениям

bkakJiJ − bKaKJiJ = 0, bkajIkI − bKajIKI = 0, (10.26)

интегрируя которые получаем

akJi =
cJi

bk
+ dki, ajIk =

cjI

bk
+ djk, (10.27)

aKJi =
cJi

bK
+ dKi, ajIK =

cjI

bK
+ djK . (10.28)

Таким образом, трёхногие формы (10.19) принимают вид

(aijbk + pik + pkj) +
(cjI
bK

+ djK
)

+
(cJi
bK

+ dKi
)

= 0,

(aijbK + piK + pKj) +
(cjI
bk

+ djk
)

+
(cJi
bk

+ dki
)

= 0.

Легко видеть, что они эквивалентны, если и только если выполняется тожде-
ство

bK(pik + pkj + djK + dKi) = bk(piK + pKj + djk + dki),

откуда следует bKK(pikk + pkjk ) = bkk(p
iK
K + pKjK ). Если bkk = 0, то pikk + pkjk 6= 0, так

как иначе первая трёхногая форма не содержит uk, но тогда также bKK = 0 и,
полагая bk = bK = 1, получаем формулы (10.25).
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Если же bkk 6= 0, то имеем

pik + pkj = bk(pi + pj) + qi + qj , piK + pKj = bK(pi + pj) + q̃i + q̃j .

Нетрудно видеть, что эти слагаемые можно, не теряя общности, положить
равными нулю, переопределяя остальные члены уравнений. Но тогда получа-
ем

djK + dKi =
dj + di

bK
, djk + dki =

dj + di

bk
,

и опять-таки эти слагаемые адсорбируются в функциях cjI , cJi. В результате,
трёхногие формы (10.22) приводятся к виду (10.24).

Дальнейший анализ требует не столько сложных вычислений, сколько ак-
куратного перебора. Приняв во внимание развилки, указанные в утверждении
10.14, удобно организовать этот перебор, выделив следующие типы уравнений:

I. aikjikj 6= 0 хотя бы для одной тройки i, k, j;
II. aikjikj = 0 для всех i, k, j, но aikjij 6= 0 хотя бы для одной тройки;
III. aikjij = 0 для всех i, k, j.

Эти случаи исчерпывают все логические возможности и их полное описание
даёт доказательство теоремы 10.9.

10.3.4 Случай I

Полагая, без потери общности, bk = uk, bK = uK , приведём формы (10.24) к
виду

aijuk +
cjI

uK
+
cJi

uK
= 0 ⇔ aijuK +

cjI

uk
+
cJi

uk
= 0. (10.29)

Теперь мы должны сравнивать их с другими трёхногими формами. Восполь-
зуемся тем, что функции ajIk, akJi также должны иметь вид (10.22). Отсюда
немедленно следует, что

cjI = cjbI + dI , cJi = cibJ + dJ .

Предположим сначала, что cjIJ 6= 0 или cJii 6= 0. Для определённости, пусть
cjIJ 6= 0, тогда сравним (10.29) с трёхногой формой (Ijk): aIKj+ajik+akJI = 0.
Применимы формулы (10.27), из которых следует, что

ajik =
cj

uk
bi + qji + qjk,

а функция aiKj должна иметь двоякое представление

aiKj = aijuK =
cKj

bi
+ dij ⇒ aiKj =

uK
bibj

.
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Так как по условию aijij 6= 0, то отсюда следует bii 6= 0, но тогда и bII 6= 0, а
уравнение приводится к виду

cKj

bi
+ ajkbI +

ckJ

bi
= 0.

Вычитая из (10.29), получаем тождество

cjI

uk
+
cJi

uk
= ajkbI +

ckJ

bi

при помощи которого несложно показать, что уравнение приводится, с точно-
стью до замен замен (10.17), к уравнению (T1).

Пусть теперь cjIj = cJii = 0, тогда уравнение (10.29) принимает вид

log aij + log uK − log(cI + cJ) + log uk = 0.

Этот случай (после очевидной перенумерации) покрывается следующим утвер-
ждением, в котором мы рассматриваем уравнения более общего вида. Это де-
лается, чтобы избежать повторения рассуждений в случаях II и III, также
приводящих к таким уравнениям. В данном утверждении не предполагается,
что уравнение относится к какому-то из выделенных нами классов. (Анализ
ответов, проведённый в разделе 10.3.2, показывает, что уравнение (T6) дей-
ствительно относится к классу I, уравнение (T7) к классу III, а (T4) к классу
I при γ 6= 1 и классу III при γ = 1.)

Утверждение 10.15. Пусть одна из трёхногих форм уравнения (10.16) имеет
вид

pIK + pKi + pik + qj + qJ = 0, (10.30)

тогда оно сводится к уравнению (T4), (T6) или (T7).

Доказательство. Положив, не теряя общности, qj = uj , qJ = uJ , приведём
уравнение к виду

pIK + pKi + pik + uj + uJ = 0. (10.31)

Докажем, что если pKiKi 6= 0, то pIKIK = 0 и pikik = 0.
Чтобы доказать первое равенство, сравним пару трёхногих форм (10.19),

(ijK) : aikj + ajIK + aKJi = 0, (ijk) : aiKj + ajIk + akJi = 0,

рассматривая (10.31), как первую из них, с aikj = pik + uj , ajIK = pIK и
aKJi = pKi + uJ . Из первого тождества (10.20) получаем

piki + pKii =
aiKji + akJii

akJiJ

⇒ pKiKi =
aiKjiK

akJiJ

. (10.32)
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Предположим, что pKiKi 6= 0. Тогда, дифференцируя последнее равенство по
uk, uJ получаем akJikJ = akJiJJ , но тогда из первого равенства следует также
akJiJi = 0. Следовательно, akJi = µuJ + rki, то есть форма (ijk) принимает вид

aiKj + ajIk + µuJ + rki = 0, µ 6= 0.

Избавляясь, при помощи (10.31), от uJ , получаем тождество

aiKj + ajIk − µ(pIK + pKi + pik + uj) + rki = 0 ⇒ pIKIK = 0.

Второе равенство получается аналогично, если сравнить (10.31) с трёхногой
формой (IjK) (достаточно воспользоваться симметрией i↔ K, k ↔ I).

Итак, мы показали, что (10.31) имеет вид

pI + pKi + pk + uj + uJ = 0 или pIK + pik + uj + uJ = 0.

Но очевидно, что первый случай, после перенумерации i → k → I → K → i,
есть просто частный случай второго. Таким образом, можно считать, что в
уравнении (10.31) pKi = 0. Заметим, что при этом его вид становится инва-
риантным относительно переобозначения i↔ k, I ↔ K, не меняющего также
форму (ijk). Теперь, возвращаясь к тождеству (10.32), получаем

piki =
aiKji + akJii

akJiJ

⇒ aiKjiK = aiKjij = 0

и, пользуясь отмеченной симметрией,

pikk =
ajIkk + akJik

akJiJ

⇒ ajIkIk = ajIkjk = 0.

В результате, мы приводим формы (ijK) и (ijk) к виду

pIK + pik + uj + uJ = 0, aKj + ajI + akJi = 0,

и, разрешая относительно uJ , получаем тождество вида

pIK + uj = ϕ(uk, ui, a
Kj + ajI) ⇒

pIKK
pIKI

=
aKjK

ajII
=
αK

αI
,

где последнее равенство получается при подстановке uj = const. Делая подхо-
дящие точечные замены uI и uk, приводим pIK к виду pIK = P (uI + uK), при
этом aKjK = ajII = rj . Отсюда легко получить

1

P ′
=
aKjj + ajIj

rj

и дважды дифференцируя по uI или uK получаем (1/P ′)′′ = 0, то есть

P (y) = α log(y + β) + γ или P (y) = αy + β.
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Разумеется, для pik получаем аналогичные формулы (сравнивая с формой
(IjK) и после подходящих замен ui, uk), то есть pik = Q(ui + uk), где

Q(y) = λ log(y + µ) + ν или Q(y) = λy + µ.

Различные комбинации приводят, после очевидных дополнительных замен, к
случаям (T4), (T6), (T7).

10.3.5 Случай II

Пусть теперь aikjikj = 0 для всех i, k, j, но aikjij 6= 0 хотя бы для одной тройки.
Для неё получаем пару эквивалентых трёхногих форм (10.25)

(aij + pik + pkj) + (cjI + pKj) + (cJi + piK) = 0

⇔ (aij + piK + pKj) + (cjI + pkj) + (cJi + pik) = 0,

которые теперь нужно сравнивать с другими формами. Здесь удобно про-
извести выделение подслучаев в зависимости от того, какие из смешанных
производных в парах функций pik, pkj и piK , pKj обращаются в ноль.

Предположим сначала, что хотя бы в одной паре смешанные производные
каждой функции не равны нулю. Для определённости, пусть pikik 6= 0, pkjkj 6= 0.
Заметим, что из формулы (10.26) при постоянных bk, bK следует импликация

aikjij 6= 0 ⇒ ajIKIK = aKJiKJ = ajIkIk = akJikJ = 0.

Применяя её ко второй из приведённых выше форм, имеем

ajIkjIk = 0, ajIkjk = pkjkj 6= 0 ⇒ akJiJi = aiKjiK = 0 ⇒ cJiJi = piKiK = 0;

akJikJi = 0, akJiki = pikik 6= 0 ⇒ ajIkjI = aiKjKj = 0 ⇒ cjIjI = pKjKj = 0,

откуда следует, что уравнение имеет вид

aij + pik + pkj + qI + qJ + qK = 0

и после замены qn → un приходим к уравнению (10.33) ниже.
Далее, если предыдущий случай не выполнен, то предположим, что в од-

ной из пар pik, pkj или piK , pKj имеется ровно одна функция, для которой
смешанные производные равны нулю. Для определённости, пусть pikik 6= 0 и
pkjkj = 0. Тогда, как и раньше, cjIjI = pKjKj = 0, и в результате мы приходим к
уравнению вида

aij + pik + qI + cJi + piK = 0,

или, после переобозначений, уравнению (10.34) ниже.
Наконец, если равны нулю все смешанные производные pikik, p

kj
kj , p

iK
iK , pKjKj , то

уравнение относится к специальному типу, уже разобранному в утверждении
10.15:

aij + qk + cjI + qK + cJi = 0;
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как мы видели, среди таких уравнений нет уравнений типа II.
Таким образом, случай II сведён к уравнениям двух специальных типов;

их описание даётся в следующих двух утверждениях, которые приводят к
уравнению (T5) в качестве единственного ответа.

Утверждение 10.16. Не существует уравнений класса II, у которых одна из
трёхногих форм имеет вид

pij + pjk + pki + uI + uJ + uK = 0. (10.33)

Доказательство. Будем сравнивать (10.33) с трёхногой формой

(IJK) : aIkJ + aJiK + aKjI = 0.

Разрешив уравнения относительно uk, получаем тождество вида

f(uI , uJ , a
JiK + aKjI) = g(ui, uj , uI + uJ + uK),

откуда имеем

log aJiKi − log aKjIj = log gi − log gj = h(ui, uj , uI + uJ + uK).

Дифференцируя по uI , uJ и uK , и испольуя симметрию вида уравнения отно-
сительно перестановок i, j, k, получаем отсюда соотношения

−
aKjIjI

aKjIj

=
aJiKJi
aJiKi

=
aJiKiK
aJiKi

−
aKjIKj

aKjIj

= νK ,

−
aIkJkJ

aIkJk

=
aKjIKj

aKjIj

=
aKjIjI

aKjIj

−
aIkJIk

aIkJk

= λI ,

−
aJiKiK
aJiKi

=
aIkJIk

aIkJk

=
aIkJkJ

aIkJk

−
aJiKJi
aJiKi

= µJ ,

где λI , µJ и νK обозначают общие значения соответствующих выражений. Так
как, по условию, уравнение относится ко второму классу, то aJiKJiK = 0 и диф-
ференцируя по uJ последнее равенство в первом уравнении, получаем

µJνK = −
aJiKiK aJiKJi
(aJiKi )2

= 0

и аналогично νKλI = λIµJ = 0; так как, кроме того, λI + µJ + νK = 0, то все
три функции, на самом деле, равны нулю. Это означает, что форма (IJK),
после точечной замены ui, uj , uk, приводится к виду, аналогичному (10.33):

aIJ + aJK + aKI + ui + uj + uk = 0.
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Опять разрешая обе трёхногие формы относительно uk, получаем тождество
вида

aIJ + aJK + aKI + ui + uj = g(ui, uj , uI + uJ + uK),

откуда
aIJI + aKII = aIJJ + aJKJ = aJKK + aKIK .

Эти уравнения легко решаются и мы приходим к трёхногой форме

λ(uI + uJ + uK)2 + µ(uI + uJ + uK) + ν + ui + uj + uk = 0.

Случай λ = 0 нас сейчас не интересует, так как приводит к уравнению (T7),
которое не относится к классу II, а при λ 6= 0, как несложно доказать, данная
форма не эквивалентна уравнению вида (10.33).

Утверждение 10.17. Уравнения класса II, у которых одна из трёхногих
форм имеет вид

pij + pik + piJ + piK + uI = 0, (10.34)

сводятся к уравнению (T5).

Доказательство. Сравнивая с трёхногой формой

(IJK) : aIkJ + aJiK + aKjI = 0,

получаем
piJJ
pikk

=
aJiKJ + aIkJJ

aIkJk

,
piKK
pijj

=
aJiKK + aKjIK

aKjIj

. (10.35)

Отсюда следует aJiKJK = 0. Далее, предположим, что aJiKJi 6= 0. Тогда при
дифференцировании первого равенства по uI и ui получаем aIkJIk = aIkJIJ = 0,
то есть трёхногая форма имеет вид

akJ + aJiK + aKjI = 0.

Разрешая уравнения относительно uI , получаем

pij + pik + piJ + piK = f(uK , uj , a
kJ + aJiK) (10.36)

и, применение ∂j∂k даёт 0 = f ′j , где штрих обозначает производную f по тре-
тьему аргументу, но тогда также pijij = 0.

Меняя ролями j и k, приходим к импликациям

aJiKJi 6= 0 ⇒ aIkJIk = aIkJIJ = pijij = 0; aJiKiK 6= 0 ⇒ aKjIjI = aKjIKI = pikik = 0.

Если одновременно aJiKJi 6= 0 и aJiKiK 6= 0, то pijij = pikik = 0 и уравнение приво-
дится к виду

pj + pk + piJ + piK + uI = 0,
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но это, с точностью до переобозначений, частный случай предыдущего спе-
циального уравнения (10.33). Пусть, например, aJiKJi 6= 0 и aJiKiK = 0. Тогда
выполняется (10.36) и, применяя ∂J∂K , получаем 0 = f ′K (напомним, что
aJiKJK = 0), но тогда также piKiK = 0. При этом опять приходим к уравнению
типа (10.33):

pj + pik + piJ + pK + uI = 0.

Таким образом, осталось единственная возможность aJiKJi = aJiKiK = 0. В
этом случае из (10.35) следует(

piJJ

pikk

)
i

=

(
piKK
pijj

)
i

= 0

и, используя симметрию вида уравнения относительно замены k ↔ K (то есть,
сравнивая (10.34) с формой (IJk) вместо (IJK)), получаем также(

piJJ

piKK

)
i

=

(
pikk
pijj

)
i

= 0.

Из всех этих равенств следует

pij + pik + piJ + piK = (qj + qk + qJ + qK)ri + si,

причём ri 6= const, так как иначе приходим к уравнению (T7), которое не
относится к классу II. С точностью до замен переменных, уравнение (10.34)
приводится к виду

uj + uk + uJ + uK = uIui + si.

Форма (IJK) при этом имеет вид aIkJ + ai + aKjI = 0 и, разрешая уравнения
относительно uj , получаем

uIui + si − uk − uJ − uK = f(uK , uI , a
IkJ + ai) ⇒ uI + sii = − aii

aIkJk

.

Дифференцируя последнее равенство по ui и uI , получаем aiii = 0, но тогда
siii = 0 и дополнительная линейная замена переменных приводит к уравнению
(T5).

10.3.6 Случай III

В этом случае удобно сменить обозначения и переписать трёхногие формы
(10.18) в виде

грани: уравнения:

123, 456 p14 + p42 + p26 + p63 + p35 + p51 = 0,
124, 356 q13 + q32 + q26 + q64 + q45 + q51 = 0,
135, 246 r63 + r32 + r21 + r14 + r45 + r56 = 0,
145, 236 s64 + s42 + s21 + s13 + s35 + s56 = 0

(10.37)
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(за счёт перегруппировки слагаемых каждое равенство определяет сразу две
трёхногие формы, отвечающие паре противоположных граней).

Утверждение 10.18. Каждый член в формах (10.37), как функция f(x, y)
от своих аргументов имеет вид

f = a(x)b(y) + c(x) + d(y) или f = ρ log(a(x) + b(y)) + c(x) + d(y).

Доказательство. Сначала докажем, что выполняются уравнения вида

fx =
α(x)

β(x) + δ(y)
+ γ(x), fy =

λ(y)

µ(y) + κ(x)
+ ν(y). (10.38)

В силу симметрии формул (10.37) достаточно сделать это для f = p14, x = u1,
y = u4. Воспользуемся первым тождеством (10.20), при (i, j, k) = (1, 2, 3) и
(4, 5, 6):

a132
1 + a451

1

a451
5

=
a142

1 + a351
1

a351
5

,
a465

4 + a124
4

a124
2

=
a415

4 + a624
4

a624
2

.

Это даёт
q13

1 + q51
1

q45
5 + q51

5

=
p14

1 + p51
1

p35
5 + p51

5

,
s64

4 + s42
4

s21
2 + s42

2

=
p14

4 + p42
4

p42
2 + p26

2

(10.39)

и, полагая постоянными все переменные, кроме u1, u4, приходим к (10.38).
Далее, вычисляя перекрёстные производные, получаем

−fxy =
α(x)δ′(y)

(β(x) + δ(y))2
=

λ(y)κ′(x)

(µ(y) + κ(x))2
.

Если хотя бы одна из функций α, δ′, λ,κ′ равна нулю, то получаем f = c(x) +
d(y). Если это не так, то, логарифмируя и применяя ∂x∂y, получаем

β′(x)δ′(y)

(β(x) + δ(y))2
=

µ′(y)κ′(x)

(µ(y) + κ(x))2
.

Если β′ = µ′ = 0, то уравнения (10.38) легко интегрируются и дают f =
a(x)b(y) + c(x) + d(y). Наконец, если β′ и µ′ не равны нулю, то отношение
последних равенств даёт α/β′ = λ/µ′ = const и интегрирование завершает
доказательство.

Доказанное утверждение пока ещё не очень облегчает задачу, так как неиз-
вестно, как связаны функции f , отвечающие разным членам форм (10.37).
Для начала мы отсеем случай, когда эти формы содержат слишком много
членов вида c(x) + d(y).

Утверждение 10.19. Если члены с нулевыми перекрёстными производными
имеются в каждой форме (10.37), то тогда в одной из форм таких членов не
меньше четырёх и она является частным случаем уравнения вида (10.30).
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Доказательство. Дифференцируя, получаем из (10.39)

s21
21 = 0 ⇔ p14

14 = 0 ⇔ q45
45 = 0,

то есть, наличие члена с нулевыми перекрёстными производными в одной фор-
ме ведёт к их наличию ещё в двух формах. Продолжая эту цепочку, нетрудно
получить цикл из импликаций

p14
14 = 0 ⇒ q45

45 = 0 ⇒ s56
56 = 0

⇒ p63
63 = 0 ⇒ q32

32 = 0 ⇒ s21
21 = 0 ⇒ p14

14 = 0,

не содержащий членов rij . Разумеется, все формы равноправны и, стартуя,
например, с r14, получаем цикл

r14
14 = 0 ⇒ p42

42 = 0 ⇒ q26
26 = 0

⇒ r63
63 = 0 ⇒ p35

35 = 0 ⇒ q51
51 = 0 ⇒ r14

14 = 0

не содержащий членов sij . Отсюда видно, что если члены с нулевыми пере-
крёстными производными есть в каждой форме, то в одной из них их накапли-
вается по меньшей мере четыре. Например, если зануляются оба выписанных
цикла, то p14

14 = p63
63 = p42

42 = p35
35 = 0, и тогда первое уравнение (10.37) прини-

мает вид p4 + p26 + p3 + p51 = 0.

Для сравнения членов вида, указанного в утверждении 10.18, применим
следующую лемму. Отметим, что в ней функция F определяет общее решение
уравнения Лиувилля (logF )xy = −2F .

Лемма 10.20. Все решения функционального уравнения

gx(x, z)hy(y, z)

(g(x, z)− h(y, z))2
= F (x, y) 6= 0

описываются формулами

g =
δ(z)

γ(z)− α(x)
+ ε(z), h =

δ(z)

γ(z)− β(y)
+ ε(z), F =

α′(x)β′(y)

(α(x)− β(y))2
.

Доказательство. Интегрируя по x, получаем

hy(y, z)

g(x, z)− h(y, z)
= h̃(y, z)−

∫
F (x, y)dx.

Полагая y = y0 = const, приходим к формуле вида

δ(z)

g(x, z)− ε(z)
= γ(z)− α(x),

причём, так как hy 6= 0, то y0 можно выбрать так, чтобы числитель и знамена-
тель дроби не обращались тождественно в ноль. Отсюда находим выражение
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для g. Далее, воспользуемся инвариантностью уравнения относительно невы-
рожденных дробно-линейных замен

g → p(z)g + q(z)

r(z)g + s(z)
, h→ p(z)h+ q(z)

r(z)h+ s(z)
, F → F

и приведём g к виду g = α(x), α′ 6= 0. Тогда имеем

α′(x)hy(y, z)

(α(x)− h(y, z))2
= F (x, y)

⇒ hyz
hy

+
2hz

h− α(x)
= 0 ⇒ hzα

′

(h− α(x))2
= 0,

откуда h = β(y), и обратная дробно-линейная замена завершает доказатель-
ство.

Теперь мы можем разобрать случай, когда хотя бы в одной из форм (10.37)
каждый член не представим в виде суммы функций одной переменной. Для
определённости, пусть это будет первая форма (10.37).

Утверждение 10.21. Если pijij 6= 0 для всех i, j, то уравнение (10.16) эквива-
лентно (T2) или (T3).

Доказательство. Применим утверждение 10.11. Имеем

aikj = pik + pkj , ajIK = pjI + pIK , aKJi = pKJ + pJi

и, так как, по предположению, ajIKIK = pIKIK 6= 0, то выполняется равенство

pikikp
kj
kj

(pikk + pkjk )2
=
aiKjiK aiKjKj

(aiKjK )2
= Aij .

Тогда, согласно лемме 10.20, имеем

pikk + pkjk =
δk

γk − αi
− δk

γk − βj
,

то есть, представления из утверждения 10.18 для pik и pkj согласованы, а
именно:

если pik = aibk + ci + dk, то pkj = ajbk + cj − dk;
если pik = ρ log(ai + bk) + ci + dk, то pkj = −ρ log(aj + bk) + cj − dk.

Применяя доказанное к паре pkj , pjI и далее по циклу, получаем, соответ-
ственно, представления

pik = aibk + ci + dk,
pkj = ajbk + cj − dk,
pjI = ajbI − cj + dI ,
pIK = aKbI + cK − dI ,
pKJ = aKbJ − cK + dJ ,
pJi = âibJ + ĉi − dJ ,

или

pik = ρ log(ai + bk) + ci + dk,
pkj = −ρ log(aj + bk) + cj − dk,
pjI = ρ log(aj + bI)− cj + dI ,
pIK = −ρ log(aK + bI) + cK − dI ,
pKJ = ρ log(aK + bJ)− cK + dJ ,
pJi = −ρ log(ãi + bJ) + c̃i − dJ ,
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причём из сравнения первого и последнего членов следует, что

âi = εai, ĉi = −ci + δ, или ãi = εai + δ, c̃i = −ci + σ.

Складывая, получаем, после точечных замен и перенумерации, уравнения ви-
да

u1u4 + u4u2 + u2u6 + u6u3 + u3u5 + εu5u1 = δ,

(u1 + u4)(u2 + u6)(u3 + u5) = σ(u4 + u2)(u6 + u3)(u5 + εu1 + δ).

Чтобы уточнить постоянные, разрешим эти уравнения относительно одной из
переменных, скажем u6 = f(u1, u2, u3, u4, u5), и сравним со второй формой
(10.37), из которой следует, что для u6 имеется выражение вида

u6 = ϕ(u2, u4, q
13 + q32 + q45 + q51).

Отсюда легко получить, что должно удовлетворяться уравнение (log(f3/f5))24 =
0, что для заданной функции f допускает прямую, хотя и несколько громозд-
кую проверку. В результате, оказывается, что константы определяются одно-
значно и мы приходим к уравнениям

u1u4 + u4u2 + u2u6 + u6u3 + u3u5 − u5u1 = 0,

(u1 + u4)(u2 + u6)(u3 + u5) = (u4 + u2)(u6 + u3)(u5 + u1).

Первое сводится к (T2) после дополнительной замены u2 → −u2, u6 → −u6,
второе совпадает с (T3) после смены знаков у u4, u5, u6.

Доказательство теоремы 10.9 завершено.

10.4 Классификация совместных пятёрок

10.4.1 Отделение несовместных уравнений

Теперь мы должны комбинировать трёхногие уравнения в совместные трой-
ки/пятёрки, c учётом того, что ноги на общих гранях октаэдров совпадают,
согласно утверждению 10.7. При этом таблица 10.2 позволяет сразу исклю-
чить некоторые заведомо несовместные комбинации. Например, уравнение ти-
па (T1) может сочетаться либо с уравнениями такого же типа, либо с уравне-
ним типа (T6). Разумеется, в обоих случаях надо ещё разбираться, сочетается
или нет, но то, что другие комбинации невозможны, вытекает из следующего
предложения.

Утверждение 10.22. Функции

xyz, xy, y, (x+ z)ky, (x+ y)z,

y + log(x+ z), log(x+ y)− log(y + z), log(x+ y),
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где k 6= 0, попарно неэквиваленты по модулю преобразований

ã(x, y, z) = γa(f(x), g(y), h(z)) + µ(x) + ν(z),

с непостоянными f, g, h, а также замены x ↔ z. При этом функции (x + z)ky
с разными k не эквивалентны друг другу.

Доказательство. Доказательства однотипны, рассмотрим несколько пар для
примера. То, что не существует преобразований указанного вида, таких, что

γg(y) + γ log(f(x) + h(z)) + µ(x) + ν(z) = log
x+ y

y + z
,

следует немедленно при дифференцировании по x и z.
Допустим, что

γf(x)g(y)h(z) + µ(x) + ν(z) = (x+ y)z,

тогда дифференцирование даёт γf ′(x)g′(y)h′(z) = 0.
Допустим, что

γ(f(x) + h(z))kg(y) + µ(x) + ν(z) = (x+ z)my.

Отсюда получаем, что g(y) = αy + β и далее αγ(f(x) + h(z))k = (x + z)m, то
есть f(x)+h(z) = const(x+z)m/k. Дифференцируя по x, z получаемm = k.

Более аккуратный анализ показывает, что на самом деле спарить уравне-
ния (T1) и (T6) нельзя, несмотря на общую ногу. Точнее, имеет место следую-
щее утверждение.

Утверждение 10.23. Не существует совместных троек, у которых одно из
уравнений относится к типу (T4) при γ 6= 1, (T5) или (T6).

Доказательство. Доказательство использует то, что каждое из перечислен-
ных уравнений обладает уникальной ногой, не встречающейся в уравнениях
других типов (y(x + z)γ , (x + y)z и y + log(x + z), соответственно). В силу
утверждения 10.7, отсюда следует, что по крайней мере ещё одно уравнение,
совместное с рассматриваемым, относится к тому же типу. Так как, соглас-
но определению совместности все координаты в Z4 равноправны, то, не те-
ряя общности, можно считать, что совместная тройка задаётся уравнениями
(10.11), причём уникальной ноге отвечает функция a(u1, u4, u14) в первом и
втором уравнениях. Более того, в силу уникальности ноги сами эти уравнения
тоже восстанавливаются с точностью до замен (10.17), то есть, определяются
функции b(u2, u4, u24) и c(u3, u4, u34). Оказывается, что при этом в разности
b− c зависимость от u4 сокращается, то есть третье уравнение (10.11) оказы-
вается приводимым, что противоречит предположениям.

Далее Ui обозначает произвольную непостоянную функцию от ui.
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Уравнение (T4) при γ 6= 1. Рассмотрим уравнение

U1U24 = (U2 + U12)(U4 + U14)−γ .

Трёхногая форма относительно грани (4, 14, 24) имеет вид

U1(U4 + U14)γ − U2/U24 = U12/U24

и, сравнивая с первым уравнением (10.11), получаем

a(u1, u4, u14) = U1(U4 + U14)γ + λ(u14) + µ(u4),

b(u2, u4, u24) = U2/U24 + µ(u4) + ν(u24).

При этом a в таблице 10.2 отвечает уникальная функция y(x + z)γ , то есть
второе уравнение (10.11) относится к тому же типу и имеет трёхногую форму

U3/U34 − U1(U4 + U14)γ = −U13/U34.

Отсюда c(u3, u4, u34) = U3/U34 +µ(u4)+κ(u34), но тогда во третьем уравнении
(10.11) члены µ(u4) сокращаются.

Уравнение (T5). Рассмотрим уравнение

U2U14 = U1 + U4 + U24 + U12 ⇒ U1 + U4

U14
− U2 = −U24 + U12

U14
.

Отсюда имеем

a(u1, u4, u14) =
U1 + U4

U14
+ λ(u14) + µ(u4), b(u2, u4, u24) = U2 + µ(u4) + ν(u24).

В силу уникальности a второе уравнение (10.11) должно также относиться к
типу (T5) и иметь трёхногую форму

U3 −
U1 + U4

U14
=
U34 + U23

U14
,

откуда c(u3, u4, u34) = U3 +µ(u4)+κ(u34), и третье уравнение (10.11) не содер-
жит u4.

Уравнение (T6). Рассмотрим уравнение

U1U2U12U24 = U4 + U14 ⇒ (log(U4 + U14)− logU1)− logU2 = log(U12U24).

Отсюда имеем

a(u1, u4, u14) = log(U4 + U14)− logU1 + λ(u14) + µ(u4),

b(u2, u4, u24) = logU2 + µ(u4) + ν(u24).

В силу уникальности a второе уравнение (10.11) также относится к типу (T6)
и имеет трёхногую форму

logU3 − (log(U4 + U14)− logU1) = − log(U13U34),

откуда c(u3, u4, u34) = logU3 + µ(u4) + κ(u34) и, как и в предыдущих случаях,
третье уравнение (10.11) не содержит u4.
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10.4.2 Завершение классификации

Заметим, что после исключения из таблицы 10.2 уравнений (T5) и (T6) уни-
кальной становится нога xy, однако рассуждения по образцу утверждения
10.23 уже не проходят. Как видно из доказательства следующей теоремы, за-
вершающей наше исследование, чтобы разобраться с оставшимися случаями,
одних формул (10.11) недостаточно и приходится сравнивать все трёхногие
представления (10.14) и (10.15). По этой причине мы используем здесь более
симметричную индексацию (10.10).

Прежде чем формулировать результат, уточним, какие преобразования ис-
пользуются для приведения уравнений к стандартному виду. Прежде всего,
это автономные точечные замены u → U(u), одни и те же в каждом узле
решётки. Если пользоваться только ими, то ответ будет содержать довольно
много произвольных постоянных параметров. Оказывается, что все эти па-
раметры несущественны и уничтожаются при помощи неавтономных замен,
отличающихся от узла к узлу решётки. Вообще говоря, при такой замене урав-
нение тоже становится неавтономным и следует допускать только такие специ-
альные замены, когда этого не происходит. Их существование связано с нали-
чием у уравнения какой-либо группы симметрий. Например, если уравнение
инвариантно относительно однопараметрической группы сдвигов u→ u+a, то
оно допускает неавтономные замены вида u(i, j, k)→ u(i, j, k)+αi+βj+γk, при
этом параметры α, β, γ входят в преобразованное уравнение и могут быть ис-
пользованы для его упрощения (или усложнения, что встречается в некоторых
работах). Аналогичные замены имеются во всех рассматриваемых случаях, и
как уже сказано, их учёт позволяет полностью исключить все параметры. От-
метим, что это характерно и для непрерывных трёхмерных уравнений.

Теорема 10.24. Совместная пятёрка неприводимых нелинейных трансляц-
ионно-инвариантных уравнений типа ∆KP эквивалентна, с точностью до неав-
тономных точечных замен, одной из пятёрок, перечисленных в списке 10.3
(разные индексы отвечают сдвигам по разным координатным направлениям;
при реализации решётки Q(A4) как Z4 индекс 0 просто опускается).

Доказательство. Общая схема заключается в том, что мы начинаем с одного
трёхногого уравнения, заменяя переменные uij на неизвестные пока непосто-
янные функции Uij = Uij(uij). Сравнивая члены в трёхногих формах (10.14),
удаётся определить вид всей совместной пятёрки, с точностью до десяти про-
извольных функций U01, . . . , U34. Чтобы уточнить вид этих функций, исполь-
зуется вторая группа трёхногих форм (10.15). Сравнение членов позволяет
показать, что все функции Uij связаны друг с другом теми или иными дробно-
линейными преобразованиями, в зависимости от типов уравнений. Точечная
замена позволяет просто считать, что функции Uij дробно-линейны, при этом
их коэффициенты связаны некоторыми соотношениями. Разрешив их, прихо-
дим к совместной системе, содержащей некоторое количество свободных па-
раметров; используя неавтономные замены получаем окончательный ответ.
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uijukm − uikujm + uimujk = 0, 0 ≤ i < j < k < m ≤ 4; (χ5
1)

(uij − uik)(ujk − ukm)(ujm − uim)

(uik − ujk)(ukm − ujm)(uim − uij)
= −1, i, j, k,m ∈ {0, 1, 2, 3, 4}; (χ5

2)

(uik − uij)u0i + (uij − ujk)u0j + (ujk − uik)u0k = 0, i, j, k ∈ {1, 2, 3, 4},
(u12 − u13)(u23 − u34)(u24 − u14)

(u13 − u23)(u34 − u24)(u14 − u12)
= −1; (χ4

3χ2)

uik − uij
u0i

+
uij − ujk
u0j

+
ujk − uik
u0k

= 0, i, j, k ∈ {1, 2, 3, 4},

(u12 − u13)(u23 − u34)(u24 − u14)

(u13 − u23)(u34 − u24)(u14 − u12)
= −1; (χ4

4χ2)

ui4 − uj4
u04

= uij

( 1

u0j
− 1

u0i

)
, i, j = 1, 2, 3,

u13 − u12

u01
+
u12 − u23

u02
+
u23 − u13

u03
= 0,

u14 − u24

u12
+
u24 − u34

u23
+
u34 − u14

u13
= 0. (χ3

5χ
2
4)

Список 10.3. Совместные пятёрки уравнений типа ∆KP

Уравнение (T1), согласно таблице 10.2, может быть совместно лишь с урав-
нениями этого же типа. Уравнения (10.14) при (i, j, k,m, n) = (1, 2, 3, 4, 0) при-
нимают вид

〈1〉 :
U24

U02U04
− U34

U03U04
=

U23

U02U03
,

〈2〉 :
U34

U03U04
− U14

U01U04
=

U13

U01U03
,

〈3〉 :
U14

U01U04
− U24

U02U04
=

U12

U01U02
.

(10.40)

Действительно, в первом уравнении функции Uij можно выбрать без ограни-
чений; тем самым во втором уравнении будет определено первое слагаемое.
Но тогда во втором слагаемом 〈2〉 зависимость от u04 известна, а u14 и u01,
которых в первом уравнении не было, входят через новые произвольные функ-
ции. Продолжая аналогично, выражаем все члены в уравнениях через десять
произвольных функций Uij . При этом в качестве следствия получаем

〈4〉 : U12U03 + U13U02 + U23U01 = 0, 〈0〉 : U12U34 + U13U24 + U14U23 = 0.
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Тем самым, уравнения (10.14) исчерпаны. Для определения функций Uij сле-
дует сравнить уравнения (10.40) в форме (10.15). Переходя к новым трёхногим
формам, имеем:

T1

(
U03

U23U34
− U02

U23U24
=

U04

U24U34

)
,

T2

(
U01

U13U14
− U03

U13U34
=

U04

U14U34

)
,

T3

(
U02

U12U24
− U01

U12U14
=

U04

U14U24

)
и сопоставление ног в левой части равенств даёт соотношения типа

αU03(u0)

U23(u2)U34(u4)
=

U01(u0)

U12(u2)U14(u4)
+ µ(u2) + ν(u4).

Легко видеть, что членами µ+ ν в данном случае можно пренебречь и функ-
ции U12, U13, U23 отличаются лишь множителями, также как U01, U02, U03.
В силу симметрии исходных уравнений относительно всех индексов (или рас-
смотрев уравнения (10.15) для некоторой другой перестановки) получаем, что
вообще все десять функций пропорциональны. Не теряя общности, можно по-
ложить Uij = αijuij и непосредственная проверка показывает, что уравнения
совместны при любых αij . Эти параметры можно положить равными 1, не
теряя общности, если воспользоваться неавтономной заменой

ũ(n0, n1, n2, n3, n4) =
∏
i,j

α
ninj
ij u(n0, n1, n2, n3, n4)

и ответ можно записать в виде пятёрки (χ5
1).

Уравнение (T4) при γ = 1. Рассмотрим это уравнение в виде

U04(U24 − U34) = U23(U02 − U03).

Отождествляя его с первым уравнением (10.14) при (i, j, k,m, n) = (1, 2, 3, 4, 0),
имеем

[02, 24, 04] = U24U04, [03, 34, 04] = U34U04, [02, 23, 03] = U23(U03 − U02),

и следующие два уравнения (10.14) должны иметь вид

〈2〉 : U34U04 − [01, 14, 04] = [03, 13, 01],

〈3〉 : [01, 14, 04]− U24U04 = [01, 12, 02].

Так как нога вида xy уникальна, то оба уравнения также относятся к типу
(T4). Нетрудно показать, что это определяет их в следующем виде:

U34U04 − U14U04 = U13(U01 − V03), U14U04 − U24U04 = U12(V02 − V01),
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где V , как и U , обозначает некоторые непостоянные функции Vij = Vij(uij).
Складывая, получаем четвёртое уравнение

〈4〉 : U12(V02 − V01) + U13(U01 − V03) + U23(U03 − U02) = 0,

которое может относится только к типу (T2). Но тогда соответствующие функ-
ции U и V связаны линейно, и нетрудно видеть, что их можно считать просто
совпадающими, за счёт переобозначения U12, U13 и U01. В результате, прихо-
дим к следующей пятёрке уравнений:

〈1〉 : (U24 − U34)U04 = U23(U03 − U02),

〈2〉 : (U34 − U14)U04 = U13(U01 − U03),

〈3〉 : (U14 − U24)U04 = U12(U02 − U01),

〈4〉 : U12(U02 − U01) + U13(U01 − U03) + U23(U03 − U02) = 0,

〈0〉 :
U14 − U24

U12
+
U24 − U34

U23
+
U34 − U14

U13
= 0.

(10.41)

При этом уравнения (10.14) исчерпаны, а оставшийся функциональный про-
извол надо уточнять их (10.15). Первые три уравнения переписываются в виде

T1

(
U23U03 − U23U02 = U04(U24 − U34)

)
,

T2

(
U13U01 − U13U03 = U04(U34 − U14)

)
,

T3

(
U12U02 − U12U01 = U04(U14 − U24)

)
,

и сопоставление ног в левой части даёт соотношения типа

αU23(u2)U03(u0) = U12(u2)U01(u0) + µ(u2) + ν(u4),

где члены µ+ ν добавлены, чтобы учесть произвол в определении ног. Отсю-
да нетрудно получить, что U12, U13, U23 отличаются множителями, а функции
U01, U02 и U03 связаны аффинно-линейно. Кроме того, уравнение 〈4〉 прини-
мает вид

αU04(u01)(U24(u12)− U34(u13)) + βU04(u02)(U34(u23)− U14(u12))

+U04(u03)(U14(u13)− U24(u23)) = 0

и сравнивая с предыдущим представлением, получаем, что U14, U24 и U34

аффинно-линейно связаны с U12, а U04 с U01. Наконец, для 〈0〉 получаем пред-
ставление в виде

U02(u12)− U03(u13)

U04(u14)
+ γ

U03(u23)− U01(u12)

U04(u24)
+ δ

U01(u13)− U02(u23)

U04(u34)
= 0

(достаточно, заметить, что уравнения (10.41) инвариантны относительно пе-
рестановки 4↔ 0 и замены U04, U12, U13, U23 на обратные) и сравнивая преды-
дущим представлением получаем, что 1/U04 аффинно-линейно связана с U14.
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Нетрудно видеть, что тем самым все функции выразились через одну с точ-
ностью до констант, и не теряя общности можно принять, что как функции
от u они имеют вид

U12 = u, U13 = pu, U23 = qu, U04 = 1/u,

Ui4 = aiu+ bi, U0i = ci/u+ di, i = 1, 2, 3.

Подстановка в (10.15) позволяет доказать, что bi = di = 0 и приводит к урав-
нениям

aixi4 − ajuj4
u04

= Auij

( ai
u0j
− aj
u0i

)
, i, j = 1, 2, 3

совместным при любых параметрах. Легко проверить, что замена

ũ(i, j, k,m, n) = ai1a
j
2a
k
3A

mnu(i, j, k,m, n)

позволяет положить все параметры равными 1, и мы приходим к совместной
пятёрке (χ3

5χ
2
4).

Уравнение (T2). Теперь мы исключаем из рассмотрения уравнения типа
(T4), и ноги вида y(u+ z) становятся уникальными для уравнения типа (T2).
Легко видеть, что в совместной с ним пятёрке по крайней мере четыре урав-
нения имеют этот же тип. Действительно, трёхногая форма либо не содержит
ног вида y(x+z), либо содержит сразу три, следовательно, если начать с такой
ноги для одного уравнения четвёрки (10.14), то и ноги всех оставшихся будут
такого же типа. Несложный анализ приводит к системе

〈1〉 : U24(U02 − U04) + U34(U04 − U03) + U23(U03 − U02) = 0,

〈2〉 : U34(U03 − U04) + U14(U04 − U01) + U13(U01 − U03) = 0,

〈3〉 : U14(U01 − U04) + U24(U04 − U02) + U12(U02 − U01) = 0,

〈4〉 : U12(U02 − U01) + U13(U01 − U03) + U23(U03 − U02) = 0,

〈0〉 :
(U14 − U12)(U24 − U23)(U34 − U13)

(U12 − U24)(U23 − U34)(U13 − U14)
= −1.

(10.42)

Здесь то, что 〈4〉 следует из первых трёх уравнений очевидно, а 〈0〉 легко
выводится из их мультипликативного представления

Ui4 − Uij
Uij − Uj4

=
U04 − U0j

U0i − U04
.

Чтобы определить функции U , сравниваем ноги в представлениях (10.15).
Первые три уравнения переписываются в виде

T1

(
U03(U23 − U34)− U02(U23 − U24) = U04(U24 − U34)

)
,

T2

(
U01(U13 − U14)− U03(U13 − U34) = U04(U34 − U14)

)
,

T3

(
U02(U12 − U24)− U01(U12 − U14) = U04(U14 − U24)

)
,
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и сопоставление ног даёт равенства типа

αU03(u0)(U23(u2)− U34(u4)) = U01(u0)(U12(u2)− U14(u4)) + µ(u2) + ν(u4).

Учитывая симметрию между индексами 1, 2, 3, 4, получаем, что функции U12,
U13, U23, U14, U24, U34 связаны аффинно-линейно, также как и функции U01,
U02, U03, U04. Чтобы установить связь между этими двумя наборами, достаточ-
но сравнить ноги T1([03, 04, 02]) от уравнения 〈1〉 и T0([13, 14, 12]) от уравнения
〈0〉, что даёт

log
U02(u2)− U04(u4)

U04(u4)− U03(u3)
= λ log

U12(u2)− U14(u4)

U14(u4)− U13(u3)
+ µ(u2) + ν(u3). (10.43)

Дифференцируя по u2, получаем

U ′02(u2)

U02(u2)− U04(u4)
=

λU ′12(u2)

U12(u2)− U14(u4)
+ µ′(u2),

откуда следует, что U04 и U14 связаны дробно-линейным преобразованием.
Нетрудно видеть, что можно, не теряя общности, свести рассмотрение к двум
случаям:

1) Uij(u) = aiju+ bij , i, j = 0, 1, 2, 3, 4;

2) Uij(u) = aiju+ bij , i, j = 1, 2, 3, 4,

U0i(u) = ci/u+ di, i = 1, 2, 3, 4.

Анализ уравнений (10.15) показывает, что в случае 1) имеется две возможно-
сти: aij = αiαj , bij = b12 или же aij = 1, bij = βi + βj , а в случае 2) aij = cicj ,
bij = b12, di = d1. Неавтономные растяжения или сдвиги позволяют свести
дело к пятёркам (χ4

3χ2) и (χ4
4χ2).

Уравнение (T3). Если теперь исключить из рассмотрения уравнения типа
(T2), то уравнение (T3) может входить в пятёрку лишь с уравнениями того
же типа. Как и раньше, трёхногие формы (10.14) позволяют доказать, начав
с одного уравнения, что совместная система имеет вид

(Uij − Uik)(Ujk − Ukm)(Ujm − Uim)

(Uik − Ujk)(Ukm − Ujm)(Uim − Uij)
= −1.

Сравнение же трёхногих форм (10.15) приводит к соотношениям типа (10.43)
для всевозможных перестановок индексов, откуда следует, что все Uij связаны
друг с другом дробно-линейно. Раньше в аналогичной ситуации мы использо-
вали метод неопределённых коэффициентов, но в данном случае он, к счастью,
не нужен, как показывает более аккуратный анализ соотношения (10.43). Дей-
ствительно, повторяя рассуждения леммы 10.20, можно вывести из него, что
дробно-линейное соотношение между функциями U02 и U12 то же самое, что
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между U04 и U14 или между U03 и U13 (при этом λ = 1 и µ+ ν = 0). Это верно
и для других наборов индексов, то есть

Uik = MijUjk, i 6= j 6= k 6= i,

где Mij некоторое дробно-линейное отображение. Отсюда следует MijMjk =
Mik и полагая Li = M0i, L0 = id, получаем Mij = LiL

−1
j . Но тогда имеем

L−1
i Xik = L−1

j Xjk, в частности L−1
i X0i = L−1

j X0j , а с другой стороны Uij =
LiX0j = LjX0i, откуда следует LiLj = LjLi. Таким образом, мы доказали, что
Uij(u) = LiLjX(u), где все Li коммутируют, а U(u) произвольная функция.
Полагая U(u) = u без потери общности, и делая замену ũ(n0, n1, n2, n3, n4) =
Ln1

1 Ln2
2 Ln3

3 Ln4
4 (u(n0, n1, n2, n3, n4)) сводим дело к случаю, когда все Li = id.

Уравнение (T7). Несложный анализ трёхногих форм (10.14), (10.15) пока-
зывает, что совместные уравнения этого типа сводятся к линейным с посто-
янными коэффициентами, что не представляет большого интереса. (В данном
случае имеет смысл отказаться от условия трансляционной инвариантности,
что может, в принципе, привести к вспомогательным линейным задачам для
гипотетических четырёхмерных уравнений. Такие примеры в настоящее время
неизвестны.)

Комментарии к главе 10

Глава основана на работах Адлера, Бобенко, Суриса [18] и Адлера, Шабата
[24].
·B Определение 4D-совместности уравнений типа ∆KP является новым. Как

объяснялось в разделах 10.1.1, 10.1.2, оно логически несколько сложнее, чем в
случае уравнений типа ∆BKP, несмотря на то, что последние являются более
общими.
·B Уравнение ∆BKP, введённое в работе Мивы [128], известно также как

уравнение Хироты-Мивы, Мивы, и дискретное уравнение Нижника-Веселова-
Новикова. Его 4D-совместность установлена в работе Адлера, Бобенко и Су-
риса [15]. Это уравнение связано с линейным уравнением Мутара описывает
трёхмерный принцип нелинейной суперпозиции преобразований Бэклунда для
уравнения BKP, или Нижника-Веселова-Новикова, и 2 + 1-мерного уравнения
sin-Гордон. При этом диаграмма Бьянки заменяется на куб Эйзенхарта. Этим
вопросам посвящены, в частности, статьи Аторна, Ниммо [34], Ганжи, Царё-
ва [75] и Ниммо, Шифа [135, 136]. Относительно уравнения ∆CKP см. напр.
статью Шифа [152].
·B В качестве альтернативных подходов к понятию 4-мерной совместности

следует отметить так называемые локальное уравнение Янга-Бакстера (Майе,
Найхоф [112], Кашаев [93]) и функциональное уравнение тетраэдра (Кашаев,
Корепанов, Сергеев [94]). Различие здесь примерно то же, что и между 3D-
совместностью и уравнением Янга-Бакстера в двумерном случае. Отметим
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также работы Корепанова [98] и Бажанова, Сергеева [38], посвящённые этой
проблеме.
·B Результаты раздела 10.1.3 получены в работе [24]. Бездисперсионным урав-

нениям посвящена богатая литература, имеется ряд классификационных ре-
зультатов для бездисперсионных уравнений более общего вида, в том числе и
с бо́льшим числом независимых переменных, см. напр. работу Ферапонтова,
Хуснутдиновой и Царёва [69].
·B Для трёхмерных интегрируемых уравнений известно не так много класси-

фикационных результатов даже в непрерывном случае, поскольку выработка
достаточно общего, и в то же время работоспособного теста представляет со-
бой весьма непростую задачу. Симметрийный подход к классификации обсуж-
дался в работе Михайлова и Ямилова [127], (см. также Адлер, Шабат, Ямилов
[25]), пертурбативный в работах Михайлова, Новикова [123] и Ванг [188]. Пере-
ход на полностью дискретный уровень, предпринятый в данной главе, оказал-
ся достаточно эффективным, но следует признать, что универсальность этого
приёма не очень высока. Действительно, определение 10.1 годится только для
уравнения вполне определённого типа, и к тому же основано на постулате, что
совместные с ним уравнения также относится к этому типу, что уже приводит
к потере примера (9.9). Несомненно, что идея многомерной совместности адек-
ватно отражает основные свойства дискретных уравнений, и, в то же время,
хотелось бы сделать это понятие более алгоритмическим.
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Årsskrift 19 (1883) 1–48. 8, 47

[37] V. Bazhanov, V. Mangazeev, S. Sergeev. Faddeev-Volkov solution of the
Yang-Baxter equation and discrete conformal symmetry. Nucl. Phys. B 3
(2007) 234–258. 85

[38] V. Bazhanov, S. Sergeev. Zamolodchikov’s tetrahedron equation and hidden
structure of quantum groups. J. Phys. A 39:13 (2006) 3295–3310. 85, 271

[39] M. Berger. Geometry. Springer-Verlag, Berlin 1987. 128

[40] L. Bianchi. Sulla trasformazione di Bäcklund per le superficie pseudosferiche.
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