
Î äèíàìèêå èäåàëüíîé æèäêîñòè ñî ñâîáîäíîéïîâåðõíîñòüþÀ.È.Äüÿ÷åíêîÈíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè èì. Ë.Ä.Ëàíäàó �ÀÍ, 117334, Ìîñêâà, óë. Êîñûãèíà, 2
ÀííîòàöèÿÏîëó÷åíû òî÷íûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ïîòåíöèàëüíîå òå÷åíèå äâó-ìåðíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Óðàâíåíèÿ îêàçûâàþòñÿ êóáè÷åñêè íåëè-íåéíûìè, à ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿ, îñóùåñòâëÿþùàÿ êîí�îðì-íîå ïðåîáðàçîâàíèå îáëàñòè, çàíèìàåìîé æèäêîñòüþ, íà íèæíþþ ïîëó-ïëîñêîñòü, è êîìïëåêñíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ñêîðîñòü òå÷åíèÿ. Îíè ÿâëÿþòñÿóðàâíåíèÿìè ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà è îïèñûâàþò ïåðåíîñ îñîáåííîñòåéêîí�îðìíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè.PACS êîäû: 47.10.+g, 47.15.Hg, 03.40.G, 02.60.Cb1. Ôèçè÷åñêèå (åñòåñòâåííûå ïåðåìåííûå)Çàäà÷à î ïîòåíöèàëüíîì òå÷åíèè íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõ-íîñòüþ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç �óíäàìåíòàëüíûõ â ãèäðîäèíàìèêå. Óðàâíåíèÿ, îïè-ñûâàþùèå òàêîå òå÷åíèå, âïåðâûå áûëè âûâåäåíû Ñòîêñîì â 1845 ãîäó. Â äàííîéñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ òå÷åíèå äâóìåðíîé æèäêîñòè íà ïëîñêîñòè, ÷òî ïîçâî-ëÿåò ïðèìåíèòü äëÿ åãî èññëåäîâàíèÿ òåîðèþ êîí�îðìíûõ îòîáðàæåíèé.Ïîòåíöèàë ñêîðîñòè æèäêîñòè φ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà
△φ = 0â îáëàñòè, çàíèìàåìîé æèäêîñòüþ. Ýòà îáëàñòü îãðàíè÷åíà ñâîáîäíîé ïîâåðõíî-ñòüþ y = η(x, t) íà êîòîðîé çàäàíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ïîòåíöèàëà ñêîðîñòèè êèíåìàòè÷åñêîå óñëîâèå äâèæåíèÿ ñàìîé ãðàíèöû:
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ïðè y = η(x, t) è
∂φ

∂y
= 0, y → −∞,

∂φ

∂x
= 0, |x| → ∞. (1.2)Çäåñü g - ýòî ãðàâèòàöèîííîå óñêîðåíèå, à P - ïîñòîÿííîå äàâëåíèå íà ïîâåðõ-íîñòè (íå íàðóøàÿ îáùíîñòè ïîëàãàåì P=0). Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.1) è (1.2)ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé ñ ãàìèëüòîíèàíîì
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gη2(x, t)dx (1.3)è êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûìè ïåðåìåííûìè ψ(x, t) = φ(x, η(x, t), t) è η(x, t)( ñì. [1℄ ):
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. (1.4)Íàðÿäó ñ ãàìèëüòîíèàíîì èìåþòñÿ åùå òðè èíòåãðàëà äâèæåíèÿ. Ýòî êîëè-÷åñòâî æèäêîñòè:
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η(x, t)dx = 0, (1.5)è âåðòèêàëüíûé è ãîðèçîíòàëüíûé èìïóëüñû:
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φxdy = 0. (1.6)Óðàâíåíèÿ (1.1) è (1.2) ÿâëÿþòñÿ �óíêöèîíàëüíî íåëèíåéíûìè, è ïîýòîìó÷ðåçâû÷àéíî òðóäíû äëÿ èññëåäîâàíèÿ. Ñðåäè èçâåñòíûõ ðåøåíèé ñëåäóåò îò-ìåòèòü ðåøåíèÿ ïîëó÷åííûå Äèðèõëå â 1860 ãîäó. Ýòî ñâîáîäíûå ïîâåðõíîñòè,îãðàíè÷åííûå êðèâûìè âòîðîãî ïîðÿäêà: ýëëèïñîì, ãèïåðáîëîé è ïàðàáîëîé.�åøåíèÿ Äèðèõëå ïîäðîáíî îïèñàíû â ðàáîòå[2℄.2. Êîí�îðìíûå ïåðåìåííûåÄëÿ òîãî, ÷òîáû óïðîñòèòü óðàâíåíèÿ (1.1) è (1.2) íåîáõîäèìî ñäåëàòü êîí�îðì-íîå ïðåîáðàçîâàíèå (ñì.[3℄) îáëàñòè íà z-ïëîñêîñòè, çàíèìàåìîé æèäêîñòüþ, íàíèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé w = u+ iv

−∞ < u <∞, −∞ < v < 0.2



Ïîñëå òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðàíèöà æèäêîñòè áóäåò çàäàâàòüñÿ ïàðàìåòðè-÷åñêè äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòÿìè êîí�îðìíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, âçÿòîãîíà âåùåñòâåííîé îñè:
y = y(u, t), x = x(u, t) = u+ x̃(u, t), (2.7)çäåñü âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè x̃(u, t) è y(u, t) ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ïðåîá-ðàçîâàíèåì �èëüáåðòà
y = Ĥx̃, x̃ = −Ĥy, Ĥ2 = −1è

Ĥ(f(u)) = P.V.
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∫
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f(u′)du′

u′ − u
.Ïîñëå êîí�îðìíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ φ(x, y, t) → φ(u, v, t). Ïóñòü Ψ(u, t) = φ(u, 0, t),çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Â ðàáîòå [3℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî

y(u, t) è Ψ(u, t) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé:
yt = (yuĤ − xu)
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(2.8)
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ĤΨu

J
ĤΨu − gy (2.9)ãäå g - ýòî óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè, à

J = x2
u + y2

u = 1 + 2x̃u + x̃2
u + y2

u. (2.10)Äðóãàÿ �îðìà óðàâíåíèé (2.8) è (2.9), ïîëó÷åííàÿ â ðàáîòå [3℄ èûãëÿäèò òàê:
ytxu − xtyu = −ĤΨu,

Ψtxu − xtΨu + gyxu = Ĥ (Ψtyu − ytΨu + gyyu) (2.11)Èíòåãðàëû äâèæåíèÿ ïðèîáðåòàþò ñëåäóþùèé âèä:
H = −

∫

∞

−∞
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Ψyudu. (2.12)Åñëè óæ ìû ïðèìåíèëè êîí�îðìíîå ïðåîáðàçîâàíèå è èñïîëüçóåì êîìïëåêñíûéïîòåíöèàë ñêîðîñòè, òî íàì ñëåäóåò âìåñòî âåùåñòâåííûõ óðàâíåíèé (2.8) è (2.9)3



íàïèñàòü êîìïëåêñíûå óðàâíåíèÿ äëÿ z(w, t) è êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà ñêîðî-ñòè Φ(w, t). Ýòè êîìïëåêñíûå óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü ïðèìåíÿÿ îïåðàòîðïðîåêòèðîâàíèÿ P̂
P̂ (f) =

1

2
(1 + iĤ)(f)ê óðàâíåíèÿì 2.8) è (2.9):

zt = iUzu,

Φt = iUΦu − P̂ (
|Φu|2
|zu|2

) + ig(z − u). (2.13)Çäåñü U - ýòî êîìïëåêñíàÿ ñêîðîñòü ïåðåíîñà:
U = 2P̂ (

−ĤΨu

|zu|2
).Îêàçàëîñü, ÷òî óðàâíåíèÿ (2.13) ìîãóò áûòü óïðîùåíû ïðîñòî çàìåíîé ïå-ðåìåííûõ. Äåéñòâèòåëüíî, âìåñòî ïåðåìåííûõ z(w, t) è Φ(w, t) ââåäåì íîâûå�óíêöèè R(w, t) è V (w, t) ñëåäóþùèì ñïîñîáîì:

R =
1

zw

,

Φw = −iV zw. (2.14)(V - ýòî i∂Φ
∂z
, ò.å. êîìïëåêñíàÿ ñêîðîñòü). Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó z(w, t) ÿâ-ëÿåòñÿ êîí�îðìíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, åãî ïðîèçâîäíàÿ ñóùåñòâóåò â íèæíåéïîëóïëîñêîñòè è íå èìååò òàì íóëåé. Òàêèì îáðàçîì �óíêöèÿ R(w, t) òàêæå ÿâ-ëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè, è èìååò ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûåóñëîâèÿ:

R(w, t) → 1, |w| → ∞, Im(w) ≤ 0.Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ V ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âûãëÿäÿò òàê:
V (w, t) → 0, |w| → ∞, Im(w) ≤ 0.Òîãäà äëÿ ýòèõ �óíêöèé óðàâíåíèÿ ïðèîáðåòàþò âåñüìà èçÿùíóþ �îðìó:
Rt = i(UR′ − U ′R),
Vt = i(UV ′ − RP̂ ′(V V̄ )) + g(R− 1). (2.15)Çäåñü

U = P̂ (V R̄ + V̄ R).Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ êóáè÷åñêè íåëèíåéíû è âëþ÷àþò â ñåáÿ ëèíåéíûé èíòå-ãðàëüíûé îïåðàòîð. Îíè ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà, íîäåéñòâóþò â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Âàæíóþ ðîëü â ýòèõ óðàâíåíèÿõ èãðàåò4



êîìïëåêñíàÿ ñêîðîñòü ïåðåíîñà U . Îíà ïåðåíîñèò íóëè �óíêöèè R(w, t), êîòî-ðûå ÿâëÿþòñÿ îñîáûìè òî÷êàìè êîí�îðìíîãî îòîáðàæåíèÿ z(w, t). �àçíûå òèïûíóëåé ïðåäïîëàãàåòñÿ èçó÷èòü â ñëåäóþùåé ñòàòüå. Çäåñü æå ñëåäóåò ëèøü îòìå-òèòü, ÷òî â ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè íàáëþäàþòñÿ ëèøü êîðíåâûå (√w) òî÷êèâåòâëåíèÿ.Â óðàâíåíèÿõ (2.15) ëåãêî ó÷åñòü è ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå, ñëåäóåò ëèøüçàìåíèòü âòîðîå óðàâíåíèå íà
Vt = i(UV ′ − RP̂ ′(V V̄ ) + g(R− 1)) − 2σRP̂ ′(Q′Q̄− Q̄′Q),ãäå σ - ýòî êîý��èöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ, à Q =

√
R.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèÿ (2.15) ñîõðàíÿþò ñâîþ �îðìó è äëÿ äðóãèõãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Íàïðèìåð, âìåñòî ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (1.2) ìîæíî ðàññìîò-ðåòü ïåðèîäè÷åñêèå óñëîâèÿ, à òàêæå æèäêîñòü êîíå÷íîé ãëóáèíû.Îòìåòèì òàêæå, ÷òî íîâûå óðàâíåíèÿ âêëþ÷àþò â ñåáÿ òîëüêî ïðîèçâîäíûåêîí�îðìíîãî îòîáðàæåíèÿ è êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè. ×òî êàñàåòñÿèíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ, òî îíè ïðèîáðåòàþò â íîâûõ ïåðåìåííûõ áîëåå ñëîæíóþ�îðìó. Îäíàêî, åñëè èíòåãðèðîâàíèåì âîññòàíîâèòü êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë

Φ = −i
∫

V

R
dwòî ãàìèëüòîíèàí ðàâåí

H = −
∫

∞

−∞

Re(Φ)Im(Φ′)à èìïóëüñû
Py =

∫

∞

−∞

Re(Φ)Re(
1

R
)du, Px =

∫

∞

−∞

Re(Φ)Im(
1

R
)du.3. Çàêëþ÷åíèåÎñíîâíîå óòâåðæäåíèå ñòàòüè çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Õîðîøî èçâåñòíûåóðàâíåíèÿ (1.1), îïèñûâàþùèå ïîòåíöèàëüíîå òå÷åíèå íåñæèìàåìîé æèäêîñòèñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé, ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè êóáè÷åñêèì óðàâíåíèÿì (2.15),êîòîðûå íàïèñàíû äëÿ îáðàòíîé ïðîèçâîäíîé êîí�îðìíîãî îòîáðàæåíèÿR(w, t) =

1/z′(w, t) è êîìïëåêñíîé ñêîðîñòè æèäêîñòè V (w, t). Ýòè óðàâíåíèÿ ÿâëÿþò-ñÿ óðàâíåíèÿìè ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà è îïèñûâàþò ïåðåíîñ îñîáåííîñòåéêîí�îðìíîãî îòîáðàæåíèÿ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Äâèæåíèå îñîáåííîñòåé èîïðåäåëÿåò �îðìó ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè.Àâòîð ãëóáîêî áëàãîäàðåí àêàäåìèêó Â.Å. Çàõàðîâó çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿðàáîòû. Ýòà ðàáîòà áûëà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà ãðàíòîì INTAS-96-0413, ONRãðàíòîì # N00014-98-1-0070, ãðàíòîì �ÔÔÈ . 00-01-00929 è ãðàíòîì ïîääåðæêèâåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë �îññèè . 00-15-96007.5
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