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Потенциальное течение 2D жидкости
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Энергия и интегралы

Кинетическая и потенциальная энергии жидкости
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∫
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Импульс и масса

~P =

∫ η(x,t)

−∞
dy
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∫
η(x , t)dx = 0
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Гамильтоновы переменные

Гамильтониан

H = K + U

Гамильтоновы переменные

ψ(x , t) = φ(x , η(x , t), y) η(x , t)

∂η

∂t
=

∂H

∂ψ
,

∂ψ

∂t
= −∂H

∂η
. (2)
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Конформное преобразование Z (W , t)

область на Z -плоскости Z = x + iy ,

−∞ < x <∞, −∞ < y ≤ η(x , t) ,

на нижнюю полуплоскость,
−∞ < u <∞, −∞ < v ≤ 0 ,

Z -плоскость W = u + iv .
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Конформное преобразование Z (W , t)

Z (W , t) = x(u, v , t) + iy(u, v , t)

Z (W , t)→W W →∞
Условия Коши-Римана

xu(u, v , t) = yv (u, v , t) xv (u, v , t) = −yu(u, v , t).

Замена переменных:

φ(x , y , t) = φ(x(u, v , t), y(u, v , t), t) = ψ(u, v , t)

Двумерное интегрирование по dxdy → J(u, v , t)dudv .

J =

∥∥∥∥xu xv
yu yv

∥∥∥∥ = x2
u + y2

u = x2
v + y2

v

ψu = φxxu + φyyu, ψv = φxxv + φyyv

φx =
1
J

(ψuxu − ψvyu), φy =
1
J

(ψuyu + ψvxu)
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Энергия в конформных переменных

Кинетическая энергии жидкости

K =
1
2

∫ η(x,t)

−∞
dy

∫
(φ2

x + φ2
y )dx → 1

2

∫ ∫
(ψ2

u + ψ2
v )dudv

Потенциальная энергии жидкости

U =
1
2

∫ ∫
η2(x , t)dx → 1

2

∫
y2(u, 0, t)xudu

Функция тока

Φ(W , t) = ψ(u, v , t) + iθ(u, v , t)

Для Φ так же выполяются условия Коши-Римана:

ψu(u, v , t) = θv (u, v , t) ψv (u, v , t) = −θu(u, v , t).
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Энергия в конформных переменных

∫
du

∫ 0

−∞
(ψ2

u + ψ2
v )dv =

∫
du

∫ 0

−∞
(θ2

v + ψ2
v )dv =

Проинтегрируем по частям по v : (ψu = θv )

=

∫
du
[
(θθv + ψψv )|0−∞ −

∫
(θθvv + ψψvv )dv

]
=

Используем условия Коши-Римана:

=

∫
du
[
(θψu − ψθu)|v=0 −

∫
(θψuv − ψθuv )dv

]
=

Еще раз проинтегрируем по частям, но теперь по u:

=

∫
du
[
− 2ψθu|v=0 −

∫
(θuψv − ψuθv )dv

]
=

= −2
∫

duψθu|v=0 −
∫ ∫

(ψ2
v + ψ2

u)dudv

Итого:
K = −1

2

∫
duψθu|v=0
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Интегралы движения в конформных переменных

Аналогично можно вычислить и другие интегралы движения -
импульсы и массу жидкости:

M =

∫ ∞
−∞

du yxu|v=0,

Py =

∫ ∞
−∞

du ψxu|v=0,

Px =

∫ ∞
−∞

du ψyu|v=0. (3)

Гамильтониан и интегралы движения определяются значениями
функций только на вещественной оси (v = 0).
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Преобразование Гильберта

Теорема Коши (частный случай): Пусть функция f (w) аналитична в
нижней полуплоскости и f (w) → 0 если|w | → ∞, v < 0.
Тогда ∮

f (w)dw = 0

Рассмотрим следующий интеграл:

1
2πi

∮
f (w ′)

w ′ − w
dw ′

в котором контур интегрирования - вещественная ось и v → −∞
и вычислим его на вещественной оси, т.е. при v = 0

1
2πi

∮
f (w ′)

w ′ − u
dw ′ =

1
2πi

P.V .

∫
f (u′)

u′ − u
du′ +

1
2
f (u) = 0

Ĥ(ψ(u)) = P.V .
1
π

∫ ∞
−∞

ψ(u′)du′

u′ − u
.
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Преобразование Гильберта

Для
f (u) = ψ(u) + iθ(u)

имеем

1
2πi

P.V .

∫
ψ(u′) + iθ(u′)

u′ − u
du′ +

1
2

(ψ(u) + iθ(u)) = 0

. выделяя вещественную и мнимую части, получаем:

θ(u) = Ĥψ(u), ψ(u) = −Ĥθ(u)

Такие же соотношения справедливы и для вещественной и мнимой
части конформного преобразования (при v = 0)

y(u, t) = Ĥ(x(u, t)− u), x(u, t)− u = −Ĥy(u, t)
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Лагранжиан и конформные переменные

Лагранжиан для глубокой воды имеет вид:

L =

∫
ψ(x , t)

∂η

∂t
dx − H . (4)

Экстремум действия

δS = 0 , S =

∫
Ldt , (5)

определяет уравнения движения, (Бернулли и кинематическое
условие)
После замены переменных вычислим η̇ или ẏ при dx = 0:

dx = xudu + ẋdt, dy = yudu + ẏdt

0 = xudu + ẋdt, dy = − ẋ

xu
dt + ẏdt ẏ |x=const = − ẋ

xu
+ ẏ

dx и ψ(x , t) в Лагранжиане переходят в

dx → xu du ψ(x , t)→ ψ(u, 0, t)

Обозначим потенциал на вещественной оси ψ(u, 0, t)

Ψ(u, t).
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Лагранжиан и конформные переменные

Кинетическая и потенциальная энергии

K = −1
2

∫ ∞
−∞

ψθudu → −1
2

∫ ∞
−∞

ψĤΨudu

U =
g

2

∫ ∞
−∞

η2xudu (6)

Лагранжиан принимает следующий вид,

L =

∫ ∞
−∞

Ψ(u)(ytxu−xtyu)du+
1
2

∫ ∞
−∞

ΨĤΨudu−
g

2

∫ ∞
−∞

y2xudu+

∫ ∞
−∞

F (y−Ĥx̃)du .

(7)
Здесь F - множитель лагранжа для условия y = Ĥx̃ = Ĥ(x − u).
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Лагранжиан и конформные переменные

Принцип Гамильтона,

δS

δΨ
= 0,

δS

δy
= 0 и

δS

δx
= 0 .

дает следующие ТРИ уравнения,

ytxu − xtyu = −ĤΨu , (8)

Ψtxu −Ψuxt + gyxu = F , (9)

Ψtyu −Ψuyt + gyyu = −ĤF , (10)

Можно вычислить множитель лагранжа F :

Ψu(ytxu − xtyu) = xuĤF + yuF

−ΨuĤΨu = xuĤF + yuF
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Множитель Лагранжа

−ΨuĤΨu = xuĤF + yuF

Вычислим множитель лагранжа

−1
2

(Ψu + i ĤΨu)2 = (xu + iyu)(F + i ĤF )
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Уравнения глубокой воды в конформных переменных

ytxu − xtyu = −ĤΨu , (11)

Im
[
(xt + iyt)(xu − iyu)

]
= −Im

[
Ψ + i ĤΨu

]
, (12)
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Уравнения глубокой воды в конформных переменных

Ψtyu −Ψuyt + gyyu + Ĥ(Ψtxu −Ψuxt + gyxu) = 0 . (13)

y(u, t) и Ψ(u, t) удовлетворяют следующей системе уравнений:

yt = (yuĤ − xu)
ĤΨu

J
(14)

Ψt = −Ψ2
u + ĤΨ2

u

2J
+ Ĥ

(
ĤΨu

J

)
Ψu +

ĤΨu

J
ĤΨu − gy (15)

где J - якобиан конформного преобразования

J = x2
u + y2

u = (1 + x̃u)2 + y2
u . (16)
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