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Нелинейные волновые процессы



Линейный осциллятор

Гамильтониан

H =
1
2
(
p2

m
+ kx2)

и уравнения движения:

ẋ =
δH

δp
=

p

m

ṗ = −δH
δx

= −kx

(Вариация Гамильтониана здесь совпадает с производной)
Уравнение линейного осциллятора

ẍ + ω2x = 0 ω =

√
k

m

Цель - вместо x и p ввести новую комплексную переменную a

a = A(
√
kx + i

p√
m
)
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Линейный осциллятор
x , p− > a

a = A(
√
kx + i

p√
m
)

Такая замена дает:

ȧ+ iωa = 0 ω =

√
k

m

и
x , p,H(x , p)→ a,H(a, a∗)

Тогда

ȧ = A(
√
kẋ + i

ṗ√
m
)

уравнения движения−−−−−−−−−−−−−−−−→ ȧ = A(
√
k
δH

δp
− i√

m

δH

δx
)

Вычислим
δH

δp
и

δH

δx

в терминах комплексной переменной a
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Линейный осциллятор

Вычислим вариации Гамильтониана.

δH

δp
=
δH

δa

∂a

∂p
+
δH

δa∗
∂a∗
∂p

δH

δx
=
δH

δa

∂a

∂x
+
δH

δa∗
∂a∗
∂x

Поскольку
a = A(

√
kx + i

p√
m
)

a∗ = A(
√
kx − i

p√
m
)

вычислим их производные по x и p:

∂a

∂x
= A
√
k ,

∂a∗

∂x
= A
√
k

∂a

∂p
= iA

1√
m
,

∂a∗

∂p
= −iA 1√

m
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Линейный осциллятор

Тогда

δH

δp
= iA

δH

δa

1√
m
− iA

δH

δa∗
1√
m

δH

δx
= A

δH

δa

√
k + A

δH

δa∗

√
k

ȧ = A(
√
k
δH

δp
− i√

m

δH

δx
)

ȧ+ i2A2

√
k

m

δH

δa∗
= 0

Вычислим Гамильтониан:

x =
1

2A
√
k
(a+ a∗) p = −i

√
m

2A
(a− a∗)

H =
1

2A2 aa
∗
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Линейный осциллятор

ȧ+ i2A2

√
k

m

δH

δa∗
= 0 ȧ+ iωa = 0

H =
1

2A2 aa
∗

2A2 =
1
ω

ȧ+ i
δH

δa∗
= 0

H = ωaa∗
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Нелинейный осциллятор

Гамильтоновы переменные p и q
Гамильтониан

H =
1
2
(
p2

m
+ αq2 + βq3 + . . . )

a =
1
2ω

(
√
αq + i

p√
m
)

ω2 =
α

m

Гамильтониан как функция a и a∗

H = ωaa∗ + αq2 +
U

3
(a3 + a∗3) + V (|a|2a∗ + |a|2a) + . . .

и уравнение движения:

ȧ+ i
δH

δa∗
= 0

ȧ+ iωa = −iUa∗2 − iVa2 − 2iV |a|2 + . . .
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Набор осцилляторов

Линейка "осцилляторов":

H =
1
2

N∑
j=1

(p2
j

m
+ U2(qj+1 − qj)

2
)
=

ω2 =
U2

m

ak =
1

2ωk
(
√
kxk + i

pk√
mk

)

ȧk + iωk
δH

δa∗k
= 0 ȧk + iωkak = 0

H =
∑

ωk |ak |2
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Непрерывная среда

Непрерывная среда "осцилляторов":

H =
1
2

∫
(p

1̂
m
p + qk̂q)dx =

1
2

∫
(
( 1
m

)
k
|p|2 + kk |q|2)dk =

ω2
k =

kk
mk

ak =
1

2ωk
(
√
kxk + i

pk√
mk

)

ȧk + iωk
δH

δa∗k
= 0 ȧk + iωkak = 0

H =

∫
ωk |ak |2dk
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