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Нелинейные волновые процессы



НУШ

Здесь

A(x , t) − нормальная комплексная гамильтонова переменная.

Нелинейное уравнение Шредингера

i
∂A

∂t
+
∂2A

∂x2 + |A|2A = 0

Гамильтониан:
H =

∫ [
|Ax |2 −

1
2
|A|4

]
dx

Каноническое преобразование

A → q

H(A,A∗) → H(q, q∗)

Ȧ = i
δH

δA∗
→ q̇ = i

δH

δq∗

An = qn +
∑

n1,n2,n3

Bnn1
n2n3

q∗n1
qn2qn3δn+n1,n2+n3 + . . .
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Вспомогательный Гамильтониан для НУШ

H̃ =
i

2

∑
n,n1,n2,n3

Bnn1
n2n3

q∗nq
∗
n1
qn2qn3δn+n1,n2+n3+

+
i

3

∑
n,n1,n2,n3,n4,n5

C nn1n2
n3n4n5

q∗nq
∗
n1
q∗n2

qn3qn4qn5δn+n1+n2,n3+n4+n5 + . . .

Коэффициенты должны обеспечить вещественность
вспомогательного Гамильтониана:

1 Перестановки нижних и верхних индексов не должны менять их
значения

2

Bnn1
n2n3

= −Bn2n3
nn1

C nn1n2
n3n4n5

= −C n3n4n5
nn1n2

3

Bnn1
nn1

= 0 C nn1n2
nn1n2

= 0
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Гамильтониан

После подстановки преобразования в Гамильтониан:

H =
∑
n

ωn|qn|2−

− 1
2

∑
T nn1
n2n3

q∗nq
∗
n1
qn2qn3δn+n1,n2+n3 + . . .

Здесь

T nn1
n2n3

= 1− 1
2

(ωn + ωn1 − ωn2 − ωn3)Bnn1
n2n3

ωn = k2
n

R4 ⇐

{
k2
n + k2

n1
− k2

n2
− k2

n3
= 0

n + n1 − n2 − n3 = 0.

R̄4 ⇐

{
k2
n + k2

n1
− k2

n2
− k2

n3
6= 0

n + n1 − n2 − n3 = 0.

Нелинейные волновые процессы



T nn1
n2n3

= 1− 1
2(k

2
n + k2

n1
− k2

n2
− k2

n3
)Bnn1

n2n3

∑
n,n1,n2,n3

T nn1
n2n3

q∗nq
∗
n1
qn2qn3 =

∑
ni∈R4

T nn1
n2n3

q∗nq
∗
n1
qn2qn3+

����������∑
ni /∈R4

T nn1
n2n3

q∗nq
∗
n1
qn2qn3

Лучший выбор для Bnn1
n2n3

:

Bnn1
n2n3

=
2

k2
n + k2

n1
− k2

n2
− k2

n3

if ni /∈ R4,

Bnn1
n2n3

= 0 if ni ∈ R4

R4 имеет только тривиальные решения:

n = n2, n1 = n3 n = n3, n1 = n2

T nn1
n2n3

⇒ Dnn1 =

{
2 if n 6= n1 ≤ 0,
1 if n = n1.

Нелинейные волновые процессы



Новый Гамильтониан

H =
∑
n

k2
n |qn|2 −

1
2

∑
n,n1

Dnn1 |qn|2|qn1 |2 + . . .

и уравнение для q:

i q̇n − k2
nqn +

[∑
n1

Dnn1 |qn1 |2
]
qn = 0

Здесь
∑
n1

Dnn1 |qn1 |2 = λn

НЕ зависит t и определяется ТОЛЬКО начальными условиями.
Решение этого уравнения - тривиально:

qn(t) = qn(0)e i(λn−k2
n )t

λn - нелинейный сдвиг частоты
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