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Волны на поверхности глубокой воды
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Нормальные переменные ak
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H = H2 +H3 +H4 + . . .

H2 =

∫
ωk |ak |2

H3 = H3(ak , a
∗
k )− трехволновые

H4 = H4(ak , a
∗
k )− четырехволновые

Для ak имеем уравнение
∂ak
∂t

+ i
δH

δa∗k
= 0
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Каноническое преобразование ak → bk

ak → bk - каноническое преобразование
ak → bk - удаляет 3-х и 4-х волновые нерезонансные члены

Уравнение Захарова:

H =

∫
ωkbkb

∗
kdk +

1
2

∫
Tk2k3

kk1
b∗
k b

∗
k1bk2bk3δk+k1−k2−k3dkdk1dk2dk3

i ḃk = ωkbk +

∫
Tk2k3

kk1
b∗
k1bk2bk3δk+k1−k2−k3dk1dk2dk3
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Канонические переменные bk

bk = ck − i

∫
~Bk2k3

kk1
c∗k1ck2ck3δk+k1−k2−k3dk1dk2dk3 + . . .

~Bkk1
k2k3

=
Tk2k3

kk1
− T̃ k2k3

kk1

ωk+ωk1−ωk2−ωk3

T̃ k2k3
kk1

=
(kk1k2k3)

1
2

2π
min(k, k1, k2, k3)θ(kk1k2k3).

or

T̃ k2k3
kk1

= θ(kk1k2k3)
(kk1k2k3)

1
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8π
(k + k1 + k2 + k3−

− |k − k2| − |k − k3| − |k1 − k2| − |k1 − k3|)
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Уравнение движения

H =

∫
c∗V̂ c dx +

1
2

∫
|c |2

[
i

2
(cc ′∗ − c∗c ′)− K̂ |c |2

]
dx .

Vk =
ωk

k
c ' ei(kx−ωt), k > 0, ω > 0

ċ + P̂+ ∂

∂x

δH

δc∗
= 0 P̂+

k = θ(k)

Скобка Гарднера-Захарова-Фаддеева:

∂

∂x

Нелинейные волновые процессы



Суперкомпактое и полностью нелинейные уравнения
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Figure: Образование волны-убийцы
при t=802 (полностью нелинейные
уравнения)
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Figure: Образование волны-убийцы
при t=874 (суперкомпактое
уравнение)

Нелинейные волновые процессы



Фурье преобразование по x и t

∂c

∂t
+ i ω̂c − i P̂+ ∂

∂x

(
|c |2 ∂c

∂x

)
= P̂+ ∂

∂x
(Uc)

U = K̂ |c |2 T k2k3
kk1

= min(k , k1, k2, k3)θ(kk1k2k3)

i ċk =
√
gkck+

kθk
2π

∫
T kk1
k2k3

c∗k1
ck2ck3δk+k1−k2−k3dk1dk2dk3

После Фурье преобразования по времени и умножения на (ω +
√
gk)

получаем:

(ω2 − gk)ckω =
(ω + ωk)kθk

(2π)2

∫
T kk1
k2k3

c∗k1ω1
ck2ω2ck3ω3×

× δk+k1−k2−k3δω+ω1−ω2−ω3dk1dk2dk3dω1dω2dω3
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Пространственное уравнение (Spatial Equation)

Для волн малой амплитуды в R.H.S. gk можно заменить на ω2, так
что:

(ω2 − gk)ckω=
2ω3θω
g2

1
(2π)2

∫
T

ω2ω2
1

ω2
2ω

2
3
c∗k1ω1

ck2ω2ck3ω3×

× δk+k1−k2−k3δω+ω1−ω2−ω3dk1dk2dk3dω1dω2dω3

Применяя обратное преобразование Фурье над этим уравнением по
x и t, получаем пространственное уравнение для волн на воде:

∂

∂x
cω − i

ω2

g
cω=

= −2ω3θω
g3

i

2π

∫
T

ω2ω2
1

ω2
2ω

2
3
c∗ω1

cω2cω3δω+ω1−ω2−ω3dω1dω2dω3

Это задача Коши по x .
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Spatial Equation

Это уравнение можно записать в Гамильтоновой форме.:

∂

∂x
cω = iω3θω

δH

δc∗ω

со скобкой третьего порядка:

iω3θω ↔
∂3

∂t3

и Гамильтонианом:

H =
1
g

∫
1
ω
|cω|2dω−

− 1
2π

1
g3

∫
T

ω2ω2
1

ω2
2ω

2
3
c∗ωc
∗
ω1
cω2cω3δω+ω1−ω2−ω3dωdω1dω2dω3
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Spatial Equation

Явный вид T
ω2ω2

1
ω2

2ω
2
3
:

T
ω2

kω
2
k1

ω2
k2
ω2

k3
=

1
4
(ω2

k + ω2
k1

+ ω2
k2

+ ω2
k3
−

−|ω2
k − ω2

k2
| − |ω2

k − ω2
k3
| − |ω2

k1
− ω2

k2
| − |ω2

k1
− ω2

k3
|)

T
ω2ω2

1
ω2

2ω
2
3

позволяет записать Гамитьтониян 4-го порядка Hint в
компактной форме:

Hint =
1

2g3

∫
|c |2(c̈∗c + c̈c∗)dt +

i

g3

∫
|c |2ω̂(ċc∗ − cċ∗)dt
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Компактное пространственное уравнение

Имеем уравнение движения:

∂

∂x
c = P̂−

∂3

∂t3
δH

δc∗

или в t-пространстве:

∂

∂x
c +

i

g

∂2

∂t2
c =

=
P̂−

2g3
∂3

∂t3

[
∂2

∂t2
(
|c |2c

)
+ 2|c |2c̈ + c̈∗c2

]
+

+
i P̂−

g3
∂3

∂t3

[
∂

∂t

(
cω̂|c |2

)
+ ċω̂|c |2 + cω̂ (ċc∗ − cċ∗)

]
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Восстановление η

η(x , t) =
ω̂−

1
2

√
2
[c(x , t) + c∗(x , t)]−

− ∂2

∂t2
1
4g

[
ω̂−

1
2 [c(x , t)− c∗(x , t)]

]2
+ . . .
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Приближение "почти" монохроматической волны

Let c(x , t) - is almost monochromatic wave with the frequency ω0:

c(x , t) = C (x , t − x

vg
)ei(k0x−ω0t),

ω0 =
√
gk0, vg =

ω0

2k0
.

where C (x , t) is a slowly varying function. One can derive the following
equation:

∂

∂x
C +

i

g

∂2

∂t2
C +

2iω5
0

g3 |C |
2C =

4ω4
0

g3

[
4|C |2Ċ +

3
2
C 2Ċ∗ + iC ω̂|C |2

]
L. Shemer - 2001, F.Fedele - 2011

Нелинейные волновые процессы



Заключение

H =
1
g

∫
1
ω
|cω|2dω +

1
2g3

∫
|c |2 [c̈∗c + c̈c∗ + 2i ω̂(ċc∗ − cċ∗)] dt

∂

∂x
c = P̂−

∂3

∂t3
δH

δc∗

H =

∫
c∗V̂ c dx +

1
2

∫
|c |2

[
i

2
(cc ′∗ − c∗c ′)− K̂ |c |2

]
dx .

Vk =
ωk

k
c ' ei(kx−ωt), k > 0, ω > 0

ċ + P̂+ ∂

∂x

δH

δc∗
= 0
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