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Введение

В настоящее время имеется большой экспериментальный и теоретический интерес к

электронному транспорту в низкоразмерных системах (двумерный электронный газ, кван-

товые проволоки, поверхность трехмерных топологических изоляторов, графен, металли-

ческие одноэлектронные транзисторы) и наноструктурах (квантовые точечные контак-

ты, квантовые точки, углеродные нанотрубки, молекулярные одноэлектронные транзи-

сторы). Во всех перечисленных системах электрон-электронное взаимодействие оказы-

вает существенное влияние на электронный транспорт. Межэлектронное взаимодействие

ответственно за явление дробного квантового эффекта Холла, определяет температурную

зависимость ширины переходов между плато в холловской проводимости для целочис-

ленного квантового эффекта Холла, приводит к переходу металл-изолятор в двумерных

неупорядоченных электронных системах и к переходу сверхпроводник-изолятор в тонких

неупорядоченных пленках, а также ведёт к появлению на поверхности трёхмерного топо-

логического изолятора критического металлического состояния, в котором проводимость

при нуле температур остаётся конечной. Оно же ответственно за нелинейную при ма-

лых напряжениях вольт-амперную характеристику в квантовых проволоках и углеродных

нанотрубках, кулоновскую блокаду электронного транспорта в одноэлектронных транзи-

сторах и квантовых точках, и явление мезоскопической стоунеровской неустойчивости в

квантовых точках из почти ферромагнитных материалов. Существенную роль межэлек-

тронное взаимодействие играет и в неравновесном электронном транспорте, приводя к

возможности релаксации неравновесной функции распределения.

Несмотря на то, что влияние электрон-электронного взаимодействия на электронный

транспорт в низкоразмерных системах и наноструктурах интенсивно исследуется с 70-х

годов прошлого века, существует большой круг задач, нерешённых до настоящего време-

ни. Это связано как со сложностью теоретического учёта влияния электрон-электронного

взаимодействия на транспорт, так и с появлением новых объектов для экспериментальных

и теоретических исследований.

Настоящая диссертационная работа преследует следующие цели: 1) построение тео-

ретического описания влияния спиновых и изоспиновых степеней свободы на переход

металл-изолятор в двумерной сильно-коррелированной неупорядоченной электронной си-

стеме; 2) исследование влияния электрон-электронного взаимодействия на целочислен-

ный квантовый эффект Холла в двумерной сильно-коррелированной неупорядоченной
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электронной системе в сильном магнитном поле, полностью поляризующем электронный

спин; 3) построение теории макроскопического зарядового квантования в одноэлектрон-

ном транзисторе; 4) исследование влияния сильных спиновых корреляций, связанных с

явлением мезоскопической стоунеровской неустойчивости, на термодинамические и транс-

портные свойства электронов в квантовых точках.

При всём разнообразии рассмотренных в диссертационной работе задач, все они свя-

заны между собой тем, что на физику явлений в рассматриваемых электронных системах

оказывает сильное влияние электрон-электронное взаимодействие. Именно оно приводит

к тем физическим явлениям, которые исследуются в диссертации.

Каждая глава диссертационной работы имеет своё собственное введение, в котором

представлен детальный обзор теоретических и экспериментальных результатов, связанных

с задачами, решаемыми в данной главе.

Основные результаты диссертации, выносимые на защиту, сводятся к следующему:

1. Построена теория электронного транспорта в двумерной сильно-коррелированной

неупорядоченной электронной системе со спиновыми и изоспиновыми степенями сво-

боды, не предполагающая равенство амплитуд взаимодействия между электронами с

разными проекциями спина и изоспина. Показано, что рассмотренный ранее случай,

когда амплитуды взаимодействия совпадают, является неустойчивым относительно

малых нарушений этого условия.

2. Построена теория транспорта в двумерной взаимодействующей двухдолинной неупо-

рядоченной электронной системе в присутствии междолинного и зеемановского рас-

щеплений. Объяснена экспериментально наблюдаемая эволюция температурной за-

висимости сопротивления от металлического типа к диэлектрическому типу при

увеличении параллельного магнитного поля. Предсказана возможность существова-

ния двух максимумов в температурной зависимости сопротивления вблизи перехода

металл-изолятор.

3. Построена теория транспорта для двумерной взаимодействующей неупорядоченной

электронной системы в структурах с двойной квантовой ямой и общими рассеива-

телями. Объяснено наблюдаемое в эксперименте слабое изменение температурной

зависимости сопротивления и времени сбоя фазы при сильном уменьшении концен-

трации электронов в одной из квантовых ям.

4. В двухпетлевом приближении исследован переход металл-изолятор в системе взаи-

модействующих электронов с полностью поляризованными спинами. Показано, что
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в случае размерности пространства d = 2 переход металл-изолятор отсутствует.

5. Для случая спин-поляризованных электронов построена теория целочисленного

квантового эффекта Холла с учетом электрон-электронного взаимодействия. Прове-

дённые аналитические вычисления подтверждают тот факт, что а) наличие межэлек-

тронного взаимодействия не меняет хорошо известное для модели невзаимодейству-

ющих электронов объяснение целочисленного квантования холловской проводимо-

сти, б) переход между плато в случае короткодействующего электрон-электронного

взаимодействия попадает в тот же класс универсальности, что и модель невзаи-

модействующих электронов, тогда как в случае кулоновского взаимодействия этот

квантовый фазовый переход находится в новом классе универсальности по сравне-

нию с моделью невзаимодействующих электронов.

6. С помощью подхода нелинейной сигма-модели исследована температурная зависи-

мость времени сбоя фазы в критической области перехода между плато в режи-

ме целочисленного квантового эффекта Холла в спин-поляризованной электронной

неупорядоченной системе с короткодействующим межэлектронным взаимодействи-

ем. Показано, что критический индекс, характеризующий степенную зависимость

времени сбоя фазы от температуры в критической области перехода между плато,

определяется значением аномальной размерности амплитуды электрон-электронного

взаимодействия в критической точке, соответствующей невзаимодействующим элек-

тронам.

7. Для двумерной неупорядоченной электронной системы с кулоновским взаимодей-

ствием в перпендикулярном магнитном поле, полностью поляризующем спин элек-

трона, построена теория квантовых холловских осцилляций магнетосопротивления

и теплоёмкости в магнитном поле, связанных с наличием делокализованных состо-

яний. Показано, что при низких температурах зависимость амплитуды квантовых

холловских осцилляций от температуры отличается от температурной зависимости

амплитуды осцилляций Шубникова-де Гааза.

8. Для решения проблемы кулоновской блокады в одноэлектронном транзисторе пред-

ложена и исследована новая физическая величина, определяющая затворную ём-

кость одноэлектронного транзистора, которая отличается от геометрической ёмкости

затвора из-за перенормировок, связанных с наличием кулоновского взаимодействия.

Показано, что диаграмма двухпараметрического потока (в координатах: перенорми-
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рованные кондактанс и затворная ёмкость) имеет топологию аналогичную диаграм-

ме потока (в координатах: продольная и холловская проводимости) для целочислен-

ного квантового эффекта Холла. Предсказано целочисленное квантование заряда,

соответствующего (перенормированной) затворной ёмкости, при нулевой температу-

ре.

9. В рамках нульмерного приближения (модель универсального гамильтониана) для

квантовой точки с прямым и ферромагнитным обменным взаимодействиями ана-

литически решена задача об одновременном учете в спиновой восприимчивости и

туннельной плотности состояний зарядовых и спиновых корреляций, зеемановского

расщепления и флуктуаций одночастичных уровней энергии. Вблизи порога сто-

унеровской неустойчивости найден широкий интервал температур, в котором явле-

ние мезоскопической стоунеровской неустойчивости проявляется в законе Кюри для

спиновой восприимчивости с квадратом эффективного спина, логарифмически за-

висящим от температуры, и в дополнительном немонотонном поведении туннельной

плотности состояний как функции энергии.

Все результаты диссертационной работы получены впервые, её выводы обоснованы на-

дежностью применявшихся аналитических методов, согласием с теоретическими резуль-

татами, полученными в других работах, и согласием с данными физических и численных

экспериментов, выполненных другими авторами.

Развитые в диссертационной работе методы могут быть использованы для описания

широкого круга явлений в электронном транспорте в низкоразмерных электронных си-

стемах и наноструктурах.

Полученные в диссертационной работе однопетлевые уравнения ренормализационной

группы, описывающие зависимость физических величин (проводимости, спиновой воспри-

имчивости, изоспиновой восприимчивости) от размера системы при нулевой температуре в

двумерной сильно-коррелированной неупорядоченной электронной системе со спиновыми

и изоспиновыми степенями свободы и не предполагающие равенство амплитуд межэлек-

тронного взаимодействия, существенно обогощают теорию переходов металл-изолятор.

Применение полученных уравнений ренормализационной группы к конкретным двумер-

ным электронным системам с дополнительными изоспиновыми степенями свободы позво-

ляет объяснить ряд экспериментальных наблюдений в электронном транспорте и сделать

предсказание о новом интересном поведении сопротивления при понижении температуры,

требующее экспериментальной проверки.
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Развитый в диссертационной работе метод получения непертурбативных уравне-

ний ренормализационной группы, описывающих для случая взаимодействующих спин-

поляризованных электронов зависимость диссипативной и холловской проводимости, а

также амплитуды взаимодействия от размера системы и магнитного поля при нулевой тем-

пературе, является в настоящее время единственным способом учесть одновременно пере-

нормировку проводимости за счёт электрон-электронного взаимодействия и орбитального

влияния магнитного поля. В дальнейшем этот метод может быть применён для изучения

вопроса о наблюдаемом экспериментально сосуществовании перехода металл-изолятор в

нулевом магнитном поле и целочисленного квантового эффекта Холла. Развитый в диссер-

тационной работе метод вычисления непертурбативных уравнений ренормализационной

группы может быть применён и для вычисления непертурбативных поправок к физиче-

ским наблюдаемым в неабелевых калибровочных теориях поля.

Построенная в диссертационной работе теория квантовых холловских осцилляций маг-

нетопроводимости и теплоёмкости, учитывающая влияние межэлектронного взаимодей-

ствия, будет способствовать постановке экспериментов по изучению всплывания делока-

лизованных состояний над уровнем химического потенциала и квантования холловской

проводимости в слабых магнитных полях.

Предсказываемое в диссертационной работе целочисленное квантование в пределе ну-

левой температуры новой физической величины, соответствующей затворной ёмкости од-

ноэлектронного транзистора с большим числом туннельных каналов, имеет фундамен-

тальное значение и существенно обогащает теорию кулоновской блокады в одноэлектрон-

ных устройствах. Полученный результат показывает существование тесной связи между

теорией целочисленного квантового эффекта Холла и теорией электронного транспорта в

одноэлектронных устройствах.

Полученные в диссертационной работе результаты для температурной зависимости

спиновой восприимчивости и туннельной плотности состояний, учитывающие наличие за-

рядовых и спиновых корреляций, зеемановского расщепления и флуктуаций одночастич-

ных уровней энергии, показывают, что в квантовых точках из почти ферромагнитных

материалов явление мезоскопической стоунеровской неустойчивости можно эксперимен-

тально исследовать при достаточно высоких температурах.

Основные результаты диссертационной работы опубликованы в 2002 – 2011 годах в 14

научных работах, список которых приводится в конце диссертации.

Диссертация состоит из введения, четырёх глав, заключения, четырёх приложений,

списка публикаций и списка литературы.
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Во введении обрисовано современное состояние физики электронного транспорта в

низкоразмерных электронных системах и наноструктурах, обоснована актуальность темы,

сформулирована цель работы, обоснованы новизна и практическая ценность полученных

результатов. Здесь же раскрыто содержание диссертации по главам.

Первая глава посвящена изучению влияния спиновых и изоспиновых степеней сво-

боды на переход металл-изолятор в двумерной сильно-коррелированной неупорядоченной

электронной системе. Во введении (раздел 1.1) делается обзор основных теоретических

и экспериментальных результатов о переходе металл-изолятор и электронном транспорте

в двумерной неупорядоченной электронной системе и формулируются задачи, решаемые

в первой главе. В разделе 1.2 рассматривается нелинейная сигма-модель для взаимодей-

ствующей электронной системы со спиновыми и изоспиновыми степенями свободы, и в

рамках однопетлевого приближения выводятся уравнения ренормализационной группы,

описывающие зависимость физических наблюдаемых (проводимости, спиновой и изоспи-

новой восприимчивости) от размера системы при нулевой температуре. Полученные урав-

нения ренормализационной группы обобщают известные в литературе результаты на слу-

чай разных параметров взаимодействия между электронами с различными проекциями

спина и изоспина. Показывается, что рассматриваемая ранее в литературе ситуация с оди-

наковыми параметрами взаимодействия оказывается неустойчивой. В разделе 1.3 общие

уравнения ренормализационной группы, полученные в разделе 1.2, применяются для опи-

сания зависимости сопротивления, спиновой и долинной восприимчивости от температуры

в двумерной электронной системе в кремниевых металл-оксид-полупроводник cтруктурах

с высокой подвижностью носителей в параллельном магнитном поле. Показывается, что

при температурах меньших, чем междолинное или зеемановское расщепление, реализует-

ся ситуация, когда параметры взаимодействия между электронами с разными проекциями

спина и изоспина оказываются различными. Это приводит к ряду новых эффектов, на-

пример, к существованию режима с двумя максимумами в температурной зависимости

сопротивления. Также появление различных параметров взаимодействия позволяет объ-

яснить экспериментальные наблюдения. В разделе 1.4 общие уравнения ренормализаци-

онной группы из раздела 1.2 используются для описания зависимости сопротивления от

температуры в двумерной электронной системе с двумя почти идентичными квантовыми

ямами и с общими рассеивателями в ситуации баланса, когда концентрации и подвижно-

сти электронов в обоих квантовых ямах совпадают. Этот случай сравнивается со случаем,

когда одна из квантовых ям полностью обеднена электронами. Оказывается, что различие

в межэлектронном взаимодействии внутри и между квантовыми ямами приводит к раз-
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личию в параметрах взаимодействия, которое согласно уравнениям ренормализационной

группы усиливается при понижении температуры. Показывается, что построенная теория

позволяет объяснить наблюдаемое в эксперименте слабое изменение температурной зави-

симости сопротивления и времени сбоя фазы при сильном обеднении электронами одной

из квантовых ям. В разделе 1.5 изучается переход Андерсона в бесспиновой неупорядочен-

ной электронной системе. В размерности d = 2, хорошо известные однопетлевые уравнения

ренормализационной группы предсказывают в случае кулоновского взаимодействия тем-

пературную зависимость сопротивления диэлектрического типа, что указывает на вероят-

ное отсутствие перехода металл-изолятор. Показывается, что вычисленное в двухпетлевом

приближении (следующий порядок малости по безразмерному кондактансу) уравнение ре-

нормализационной группы также приводит к температурной зависимости проводимости

диэлектрического типа, подтверждая гипотезу о том, что для взаимодействующих бес-

спиновых электронов переход металл-изолятор в размерности d = 2 отсутствует и элек-

тронная система становится локализованной на больших масштабах. Завершается глава

заключением (раздел 1.6).

Во второй главе исследуется влияние электрон-электронного взаимодействия на це-

лочисленный квантовый эффект Холла. Во введении (раздел 2.1) делается обзор основных

теоретических и экспериментальных результатов для электронного транспорта в режиме

целочисленного квантового эффекта Холла и ставятся задачи, решаемые во второй главе.

В разделе 2.2 рассматривается нелинейная сигма-модель с топологическим членом, кото-

рая описывает двумерную взаимодействующую электронную систему в сильном, поляри-

зующем спин, перпендикулярном магнитном поле. С учётом наличия межэлектронного

взаимодействия вычисляются непертурбативные (инстантонные) вклады в зависимость

диссипативной и холловской проводимости от размера системы при нулевой температуре.

Показывается, что механизм появления зависимости физических наблюдаемых от θ-угла

(холловской проводимости) в нелинейной сигма-модели с топологическим членом не за-

висит от наличия межэлектронного взаимодействия, несмотря на то, что взаимодействие

меняет поведение наблюдаемых при увеличении размера системы. В разделе 2.3 резуль-

таты инстантонного анализа предыдущего раздела применяются для изучения влияния

электрон-электронного взаимодействия на ширину критической области (при конечном

размере системы или ненулевой температуре) при переходе между плато в режиме цело-

численного квантового эффекта Холла. Для этого, результаты, полученные в разделе 2.2,

интерпретируются как уравнения ренормализационной группы для физических наблюда-

емых. Тогда ширина квантовой критической области (перехода между плато) определя-
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ется критическими индексами, которые вычисляются стандартным образом по значениям

ренормгрупповых бета-функций и их производных в критической точке. Показывается,

что для электронов, с полностью поляризованными спинами, взаимодействие не меняет

топологию диаграммы потока. В разделе 2.4 изучается температурная зависимость време-

ни сбоя фазы на переходе между плато в случае короткодействующего межэлектронного

взаимодействия. Вычисление в духе золотого правила Ферми показывает, что темпера-

турное поведение времени сбоя фазы зависит от двух индексов µ2 и α, определяющих

скейлинговое поведение усреднённых по беспорядку корреляционных функций с четырь-

мя и восьмью волновыми функциями, соответственно. В подходе нелинейной сигма-модели

эти корреляционные функции представляются в виде средних от линейной комбинации

собственных относительно ренормализационной группы операторов, являющихся полино-

мами четвёртой степени от матричного поля нелинейной сигма-модели. Показывается, что

индекс α определяется аномальной размерностью одного из этих собственных операторов.

Известные в литературе пертурбативные вычисления для соответствующей аномальной

размерности дают нулевое значение α. Инстантонный анализ, аналогичный вычислениям

раздела 2.2, показывает, что непертурбативный вклад в α так же равен нулю. Получен-

ный результат о нулевом значении индекса α = 0 подтверждается результатами численных

экспериментов. В разделе 2.5 изучается зависимость физических наблюдаемых (диссипа-

тивной и холловской проводимости, а также теплоёмкости) от температуры и магнитно-

го поля в области, где диссипативная проводимость велика по сравнению с квантовым

значением e2/h. Согласно предсказанию Д. Е. Хмельницкого для невзаимодействующих

электронов, магнетопроводимость в этой области должна испытывать осцилляции в маг-

нитном поле, связанные с наличием делокализованных состояний. Показывается, что для

случая кулоновского взаимодействия эти, так называемые квантовые холловские, осцил-

ляции испытывает не только магнетопроводимость, но и теплоёмкость, а их амплитуда

определяется инстантонным вкладом, и как следствие, растёт с понижением температу-

ры. Демонстрируется, что найденная температурная зависимость амплитуды квантовых

холловских осцилляций магнетопроводимости находится в качественном согласии с ре-

зультатами экспериментов по магнетотранспорту. Завершается глава заключением (раз-

дел 2.6).

Третья глава посвящена изучению явления макроскопического зарядового квантова-

ния в одноэлектронных устройствах. Во введении (раздел 3.1) делается обзор основных

теоретических и экспериментальных результатов по электронному транспорту в одноэлек-

тронных устройствах и изучению явления кулоновской блокады, а также формулируется
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задача, решаемая в третьей главе. В разделе 3.2 приводятся необходимые для дальнейшего

рассмотрения сведения о действии Амбегаокара-Эккерна-Шона, описывающего одноэлек-

тронный транзистор с большим числом туннельных каналов. Для теоретического опи-

сания этой системы используется модель, в которой межэлектронное взаимодействие на

островке одноэлектронного транзистора учитывается с помощью ёмкостного взаимодей-

ствия. Связь островка с резервуарами описывается в рамках туннельного гамильтониана.

В разделе 3.3 определяются физические наблюдаемые для одноэлектронного транзистора.

С помощью стандартной процедуры отклика на изменение граничного условия для фа-

зы в действии Амбегаокара-Эккерна-Шона находятся две физические наблюдаемые G и

Q, первая из которых совпадает с кондактансом одноэлектронного транзистора, а вторая,

связанная с несимметризованным коррелятором токов, в задачах о транспорте через одно-

электронный транзистор до сих пор не рассматривалась. Показывается, что величины G

и Q оказываются аналогичными диссипативной и холловской проводимости в целочислен-

ном квантовом эффекте Холла. В разделе 3.4 исследуется поведение физических наблю-

даемых в режиме слабой связи в действии Амбегаокара-Эккерна-Шона, что соответствует

пределу сильного туннелирования между островком и резервуарами. Показывается, что

в этом режиме, температурная зависимость физической наблюдаемой Q появляется толь-

ко при учёте топологически нетривиальных решений классических уравнений движения

(инстантонов) для действия Амбегаокара-Эккерна-Шона. В разделе 3.5 рассматривается

режим сильной связи для действия Амбегаокара-Эккерна-Шона, когда между островком

и резервуарами имеется слабое туннелирование. В области кулоновских пиков, т. е. при

значениях наведённого заряда близкого к полуцелому значению, с помощью известного

отображения действия Амбегаокара-Эккерна-Шона на более простое действие для модели

Бозе-Кондо вычисляется зависимость физической наблюдаемой Q от температуры и на-

пряжения затвора. Показывается, что при нулевой температуре физическая наблюдаемая

Q становится независящей от туннельного кондактанса и целочисленно квантуется при

всех значениях напряжения затвора, соответствующих полуцелым значениям наведённо-

го заряда. Таким образом, демонстрируется, что одноэлектронный транзистор с большим

числом туннельных каналов при нулевой температуре оказывается эквивалентным изоли-

рованному островку. Завершается глава заключением (раздел 3.6).

В четвёртой главе исследуются спиновые корреляции в квантовых точках вблизи

порога стоунеровской неустойчивости. Во введении (раздел 4.1) делается обзор основных

теоретических и экспериментальных результатов по межэлектронному взаимодействию в

квантовых точках и ставится проблема, которая решается в четвёртой главе. В разделе 4.2

15



содержатся необходимые сведения об универсальном гамильтониане, который, как хорошо

известно, описывает взаимодействующие электроны в квантовой точке в нульмерном пре-

деле. Также в этом разделе для модели универсального гамильтониана содержится вывод

точного аналитического результата для туннельной плотности состояний, определяющей

ток через квантовую точку в приближении последовательного туннелирования. В разделе

4.3 вычисляется продольная спиновая восприимчивость, усреднённая по реализациям од-

ноэлектронных уровней энергии, в зависимости от магнитного поля и температуры, при

температурах больших типичного расстояния между одночастичными уровнями энергии.

Анализируется поведение средней спиновой восприимчивости вблизи порога стоунеров-

ской неустойчивости в разных областях на плоскости безразмерных параметров: отноше-

ния зеемановского расщепления к энергии обменного взаимодействия и отношения пере-

нормированной энергии обменного взаимодействия, расходящейся на переходе Стоунера,

к температуре. Показывается, что в области температур малых по сравнению с перенорми-

рованной энергией обменного взаимодействия из-за известного явления мезоскопической

стоунеровской неустойчивости, средняя спиновая восприимчивость в нулевом магнитном

поле ведет себя согласно закону Кюри с квадрата эффективного спина, логарифмически

зависящим от температуры вследствие флуктуаций одночастичных уровней энергии. В

разделе 4.4 рассматривается поведение туннельной плотности состояний, усреднённой по

реализациям одноэлектронных уровней энергии, с изменением магнитного поля и темпе-

ратуры, при температурах больших типичного расстояния между одночастичными уров-

нями энергии, и вблизи порога стоунеровской неустойчивости. Показывается, что при тем-

пературах малых по сравнению с перенормированной энергией обменного взаимодействия

явление мезоскопической стоунеровской неустойчивости проявляется в возникновении до-

полнительных максимумов в туннельной плотности состояний, причём учёт флуктуации

одночастичных уровней энергии приводит к тому, что эти максимумы становятся более

резкими. Завершается глава заключением (раздел 4.5).

В заключении сформулированы основные результаты и выводы диссертационной ра-

боты, выносимые на защиту.

В приложения вынесен ряд громоздких вычислений.

В диссертации используется система единиц, в которой постоянные Планка, Больцмана

и скорости света равны единице: ~ = kB = c = 1.
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Глава 1

Влияние спиновых и изоспиновых

степеней свободы на переход

металл-изолятор в двумерной

сильно-коррелированной

неупорядоченной электронной системе

1.1 Введение

В этой главе изучается влияние спиновых и изоспиновых степеней свободы на переход

металл-изолятор в двумерной сильно-коррелированной неупорядоченной электронной си-

стеме. Построенная в этой главе теория позволяет объяснить ряд экспериментальных на-

блюдений в температурной зависимости сопротивления двумерных электронных систем

при низких температурах. Также, построенная теория предсказывает ряд новых особенно-

стей в низкотемпературном поведении сопротивления, которые являются специфическими

для двухдолинных электронных систем.

1.1.1 Переход металл-изолятор в неупорядоченной электронной

системе

Явление андерсоновской локализации [1] состоит в том, что интерференция может полно-

стью подавить диффузию квантовой частицы в случайном потенциале. Квантовые состо-
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яния частицы с данной энергией могут быть либо все локализованы либо все делокали-

зованы. Это приводит к возможности существования квантового фазового перехода при

изменении энергии частицы или параметров случайного потенциала, который принято

называть переходом Андерсона. Вместо квантовомеханической задачи про одну частицу

можно рассматривать задачу о системе невзаимодействующих электронов. В этом случае

переход Андерсона может происходить при изменении безразмерного параметра kF l, где

kF – импульс Ферми, а l – длина свободного пробега. При этом факт наличия делокали-

зованных состояний будет означать, что с точки зрения транспорта электронная система

является металлом. Если же все состояния локализованы, то система невзаимодействую-

щих электронов ведёт себя как изолятор.

Будут ли состояния при всех энергиях локализованы, делокализованны или существует

переход Андерсона зависит от размерности пространства. В случае размерности простран-

ства d = 1 все состояния локализованы при сколь угодно слабом случайном потенциале [2]

(см. также [3]), а при d = 3 существует переход Андерсона [1]. Вопрос о том, какой вари-

ант реализуется в размерности d = 2 оказывается более сложным. Основываясь на связи

между кондактансом и откликом на изменение граничных условий в системе конечного

размера [4], оказывается возможным построить скейлинговую теорию для кондактанса [5],

которая находится в согласии с диаграммным расчётом в области слабого беспорядка [6, 7].

Анализ скейлинговой теории показывает, что в размерности d = 2 все состояния должны

быть локализованы. При d > 2 скейлинговая теория предсказывает существование пере-

хода Андерсона, вблизи которого кондактанс ведет себя степенным образом в зависимости

от расстояния до точки перехода [8]. Наличие скейлинга вблизи перехода Андерсона поз-

воляет использовать методы, развитые для описания критических явлений: низкоэнерге-

тическое эффективное действие и ренормализационную группу (см., например [9, 10, 11]).

Для задачи об андерсоновской локализации низкоэнергетическое эффективное дей-

ствие имеет вид нелинейной сигма-модели [12, 13, 14, 15, 16, 17], которая описывает диф-

фузное движение частицы на масштабах больших длины свободного пробега 1. Изучение

андерсоновской локализации в области слабого беспорядка с помощью нелинейной сигма-

модели существенно удобнее [19, 20], чем с использованием стандартной диаграммной

техники. Для явления локализации основную роль играет взаимодействие диффузных

мод 2, приводящее на масштабах больших длины свободного пробега к логарифмическим

1Для размерности d = 1 в строго одноканальном случае подход нелинейной сигма-модели не работает.

Это связано с тем, что длина локализации равна длине свободного пробега и нет области масштабов, где

происходит диффузное движение частицы [18].
2Под диффузными модами понимаются как диффузоны (двухчастичный пропагатор в канале частица-
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расходимостям в размерности d = 2.

Существование перехода Андерсона зависит не только от размерности пространства,

но и от симметрии гамильтониана, описывающего движение частицы. Вывод об отсутствии

перехода Андерсона в размерности d = 2 справедлив для гамильтониана из ортогональ-

ного класса симметрии по классификации Вигнера-Дайсона [21, 22, 23], т.е. когда гамиль-

тониан симметричен относительно обращения времени и вращения спина. Например, в

случае симплектического класса симметрии, когда отсутствует симметрия относительно

вращения спина, что бывает, например, при наличии спин-орбитального взаимодействия, в

размерности d = 2 реализуется переход Андерсона. В настоящее время установлено суще-

ствование ровно десяти классов симметрии для гамильтонианов, описывающих случайное

движение частицы, и вид соответствующих им нелинейных сигма-моделей [24, 25, 26].

Оказывается, что для каждого класса симметрии соответствующая нелинейная сигма-

модель при некоторых размерностях пространства допускает существование топологиче-

ских членов. Наличие топологического члена существенным образом влияет на вопрос о

локализации 3. Первым и самым известным примером такого рода является целочислен-

ный квантовый эффект Холла. Гамильтониан частицы в случайном двумерном потенциале

в присутствии перпендикулярного постоянного магнитного поля относится к унитарному

классу симметрии (нарушена симметрия относительно обращения времени). В этом случае

в размерности d = 2 стандартная скейлинговая теория предсказывает локализацию [27].

Существование при d = 2 в нелинейной сигма-модели для унитарного класса симмет-

рии топологического члена [28, 29] приводит к появлению делокализованных состояний и

целочисленному квантованию холловской проводимости [30]. В настоящее время постро-

ена полная классификация топологических членов для всех десяти классов симметрии в

зависимости от размерности пространства [31, 32, 33].

Интересной и важной особенностью перехода Андерсона является явление мульти-

фрактальности [34, 35], проявляющееся в существовании бесконечного набора критиче-

ских индексов, характеризующих поведение моментов функции распределения модуля

квадрата волновой функции в системе конечного размера. Это явление связано с силь-

ными корреляциями волновых функций в точке перехода. В нелинейной сигма-модели

мультифрактальность волновых функций проявляется в существовании бесконечного чис-

ла релевантных операторов [34, 36].

Подчеркнем, что всё перечисленное выше разнообразие явления андерсоновской ло-

дырка), так и купероны (двухчастичный пропагатор в канале частица-частица).
3Более подробно влияние топологии на переход металл-изолятор обсуждается в главе 2.
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кализации проявляется в задаче о невзаимодействующих (квази)частицах. Несмотря на

простоту постановки задачи об андерсоновской локализации, к настоящему времени она

полностью не решена, хотя и получено большое количество, как аналитических, так и

численных результатов, позволяющих построить детальную качественную, а в чём-то, и

количественную картину явления [37, 38, 39].

Согласно скейлинговой теории [5] кондактанс невзаимодействующих электронов в слу-

чайном потенциале зависит от размера системы L. При этом температура в этой зависи-

мости не появляется, так как предполагается идеальная ситуация: электроны не взаимо-

действуют друг с другом и с окружением. Реализовать такие условия в лабораторных экс-

периментах достаточно сложно, так как невозможно исключить межэлектронное взаимо-

действие и взаимодействие электронов с фононами 4. При низких температурах основную

роль играет электрон-электронное взаимодействие. Неупругие процессы при электрон-

электронном рассеянии с малой по сравнению с температурой передачей энергии приводят

к тому, что фазовая когерентность, необходимая для квантовой интерференции, сохраня-

ется только на временных масштабах меньших времени сбоя фазы τφ [42, 43, 44]. 5 При

понижении температуры время τφ и соответствующий ему пространственный масштаб Lφ

растут, обращаясь в бесконечность при нулевой температуре. При конечных температу-

рах таких, что Lφ < L, длина сбоя фазы играет роль эффективного размера системы, что

приводит к температурной зависимости кондактанса [44].

Кроме влияния на кондактанс через время сбоя фазы 6 электрон-электронное взаимо-

действие приводит к появлению при низких температурах сильной температурной зави-

симости кондактанса, связанной с виртуальными процессами при электрон-электронном

рассеянии [51]. Физически сильная температурная зависимость кондактанса возникает из-

за когерентного рассеяния на фриделевских осцилляциях [53]. Сильная, по сравнению с

ферми-жидкостной, температурная зависимость возникает также в термодинамических

величинах: теплоёмкости и спиновой восприимчивости (см., например [54]). Наиболее ин-

тересная ситуация возникает в размерности d = 2, где в области слабого беспорядка

4Недавно появились эксперименты (см., например [40, 41]) в которых андерсоновская локализация

изучается в системе холодных атомов в оптическом случайном потенциале.
5Заметим, что вообще говоря, время сбоя фазы отличается от обратной частоты электрон-электронных

столкновений (уходного времени в формализме квантового кинетического уравнения [45, 46]) (см., напри-

мер [47]).
6В ситуации, когда в приближении невзаимодействующих электронов все состояния локализованы

электрон-электронное взаимодействие может приводить к существованию при конечной температуре пе-

рехода между состояниями с нулевой (при низких температурах) и конечной (при высоких температурах)

проводимостью [48, 49, 50].
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вклады в кондактанс, связанные с электрон-электронным взаимодействием, так же как

и вклады, связанные с интерференцией электронов (обсуждавшиеся выше), оказываются

логарифмическими [52]. В обоих случаях к логарифмическим вкладам приводит взаимо-

действие диффузных мод на масштабах больше длины свободного пробега. Для ортого-

нального класса симметрии влияние сильного электрон-электронного взаимодействия на

кондактанс оказывается противоположным влиянию интерференции, стремящейся лока-

лизовать электроны. Это приводит к возможности существования в размерности d = 2

квантового фазового перехода металл-изолятор при изменении безразмерного параметра

kF l в области сильного межэлектронного взаимодействия.

Первая попытка построить скейлинговую теорию перехода металл-изолятор по ана-

логии со скейлинговой теорией [5] для невзаимодействующих электронов была сделана

в работе [55]. Несмотря на качественную и количественную неправильность предложен-

ной теории, важным обстоятельством была идея о необходимости двухпараметрическо-

го скейлинга для описания перехода металл-изолятор в присутствии межэлектронного

взаимодействия. Для последовательного изучения вопроса о переходе металл-изолятор

оказывается возможным построить эффективное низкоэнергетическое действие, которое

обобщает нелинейную сигма-модель для невзаимодействующих электронов на случай ме-

жэлектронного взаимодействия [56]. С помощью метода ренормализационной группы уда-

лось построить правильную скейлинговую теорию для перехода металл-изолятор в раз-

мерности d > 2 с учётом электрон-электронного взаимодействия [57, 58, 59, 60, 61, 62].

Как правило, электрон-электронное взаимодействие приводит к изменению класса уни-

версальности перехода металл-изолятор по сравнению с задачей без взаимодействия, (см.,

например [63, 64]), т.е. с точки зрения теории критических явлений, взаимодействие, как

правило, оказывается релевантным возмущением для перехода Андерсона. Недавно влия-

ние взаимодействия на локализацию было изучено также в сверхпроводящих и киральных

классах симметрий [65].

Для ортогонального класса симметрии в размерности d = 2 при слабом беспорядке

влияние электрон-электронного взаимодействия оказывается сильнее интерференционно-

го эффекта, что приводит к металлическому поведению кондактанса при низких темпе-

ратурах [62]. Этот факт является аргументом в пользу существования перехода металл-

изолятор в d = 2 при учёте межэлектронного взаимодействия.

Несмотря на длительное экспериментальное изучение двумерных электронных

систем [66], экспериментальное наблюдение [67, 68] в кремниевых металл-оксид-

полупроводник (Si-МОП) cтруктурах с высокой подвижностью носителей изменение тем-
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Рисунок 1.1: Температурная зависимость сопротивления в Si-МОП структуре. Электронная кон-

центрация возрастает на 0.224 · 1010 см−2, начиная с 6.72 · 1010 см−2 (верхняя кривая). Рисунок

взят из работы [69].

пературного поведения сопротивления от диэлектрического к металлическому типу при

увеличении электронной концентрации (см. Рис. 1.1) оказалось неожиданным. Как раз

к такому “веерному” поведению температурной зависимости сопротивления при разных

электронных концентрациях и должен приводить переход металл-изолятор. Позже похо-

жее поведение сопротивления было экспериментально обнаружено и в других двумерных

электронных системах [70, 71, 72, 73, 74, 75]. В существовании температурного поведения

сопротивления, характерного для перехода металл-изолятор, важную роль играет элек-

тронный спин. На это указывает тот факт, что магнитное поле, слабое по сравнению с

полем необходимым для полной поляризации электронных спинов и приложенное парал-

лельно двумерному слою в Si-МОП структуре, меняет температурную зависимость со-

противления с металлической на диэлектрическую [76, 77, 78](см. Рис. 1.2). Аналогичный

эффект наблюдался в двумерной дырочной системе в гетероструктуре GaAs/AlGaAs [80].

В последнем случае такое поведение сопротивления в параллельном поле при низких тем-

пературах может быть объяснено скейлинговой теорией, учитывающей, что на больших

расстояниях зеемановское расщепление выключает две из трёх диффузных мод в триплет-

ном канале [63]. Недавно существование перехода металл-изолятор в размерности d = 2

было теоретически продемонстрировано в специальном случае, при котором спин элек-

трона равен N → ∞ (сигма-модельное действие SU(N) инвариантно) [81]. Таким образом,

существующие экспериментальные и теоретические результаты показывают, что спино-

вые степени свободы играют важную роль для существования перехода металл-изолятор
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Рисунок 1.2: Температурная зависимость сопротивления для Si-МОП структуры с электронной

концентрацией n = 1.075 · 1011 см−2 в параллельном магнитном поле. Магнитное поле меняется

на 0.1 T в диапозоне от 0 до 2.5, начиная с нижней кривой. Рисунок взят из работы [79].

в двумерной электронной системе.

1.1.2 Постановка задачи

Недавно, предсказания скейлинговой теории [63] были детально сопоставлены с результа-

тами экспериментов на Si-МОП структурах. Температурная зависимость сопротивления в

металлической области [82], магнитосопротивление в параллельном поле [79, 83], и сопро-

тивление в критической области (двух-параметрический скейлинг) [69] показали неплохое

согласие с теорией. Существенной особенностью двумерной электронной системы в изуча-

емых экспериментально Si-МОП структурах является наличие двух долин 7. Это приводит

к появлению двух дополнительных энергетических масштабов: междолинного расщепле-

ния ∆v и времени междолинного рассеяния 1/τv, величины которых в критической обла-

сти оказываются порядка 1 K и 0.1 K, соответственно [84, 85]. Поэтому для детального

сравнения экспериментальных данных с теорией при температурах ниже 1 K, требуется

развитие теории с учётом наличия в двухдолинной электронной системе междолинного

расщепления и конечного времени междолинного рассеяния.

7В объемном кремнии в зоне Бриллюэна находится 6 долин вырожденных по энергии. В Si(001)-МОП

структуре вырождение частично снимается и четыре из шести долин становятся отделены от двух других

долин, центры которых лежат на оси z в обратном пространстве, энергетической щелью порядка 200 K и

поэтому не участвуют в транспорте при низких температурах.
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Хорошо известно [86], что двухдолинная электронная система реализуется также в

n-AlAs квантовой яме 8. В отличие от Si-МОП структуры, в n-AlAs квантовой яме мож-

но воздействовать не только на спиновую степень свободы, прикладывая параллельное

магнитное поле, но и на возникающую из-за наличия двух долин изоспиновую степень

свободы, используя упругое напряжение для изменения величины междолинного расщеп-

ления [87, 88]. В работах [87, 88] было обнаружено, что для изменения температурной

зависимости сопротивления с металлической на диэлектрическую недостаточно прило-

жить только параллельное магнитное поле или только упругое напряжение: необходимо

наличие как зеемановского, так и междолинного расщеплений. Этот экспериментальный

результат находится в согласии с экспериментами [76, 77, 78], так как в электронной си-

стеме в Si-МОП структуре конечное междолинное расщепление всегда присутствует. Од-

нако, экспериментальные наблюдения работ [87, 88] находятся в противоречии с теорией.

Простейшее обобщение теории [82] на случай только зеемановского или междолинного

расщеплений приводит к тому, что наличие одного из этих факторов достаточно для сме-

ны температурной зависимости сопротивления с металлического на диэлектрическое [89].

Таким образом, теория электронного транспорта в двухдолинной системе оказывается в

противоречии с экспериментом.

Ещё одной системой, в которой двумерные электроны имеют изоспиновую степень

свободы, является гетероструктура с двойной квантовой ямой. В этом случае изоспин

отличает состояния локализованные в разных ямах. Несмотря на большое количество ин-

тересных физических явлений, обнаруженных в гетероструктурах с двойной квантовой

ямой, в том числе и в присутствии сильного магнитного поля, влияющего на орбиталь-

ное движение двумерных электронов, и таких как кулоновское увлечение [90, 91, 92, 93],

конденсация Бозе-Эйнштейна экситонов [94, 95, 96], ферромагнитная [97, 98] и наклонная

антиферромагнитная [99] фазы, переход металл-изолятор экспериментально подробно не

исследовался. Электронный транспорт в гетероструктуре с двойной квантовой ямой изу-

чался только при больших концентрациях электронов, вдали от области параметров, в

которой можно ожидать перехода металл-изолятор [100, 101].

В гетероструктуре с двойной квантовой ямой и с общими рассеивателями для элек-

тронов в обеих ямах можно ожидать такое же поведения сопротивления как и в Si-МОП

8В объемном AlAs имеется шесть долин, вырожденных по энергии, центры которых расположены

точно на границах зоны Бриллюэна, так что на одну зону приходится 3 долины. В n-AlAs квантовой яме

вырождение частично снимается и при низких температурах играют роль только долины, расположенные

на осях x и y в обратном пространстве.
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структуре. Изменение концентрации электронов в одной из ям с помощью затвора поз-

воляет плавно переходить от случая равных электронных концентраций в двух ямах

(ситуация аналогичная двухдолинной системе) к случаю, когда электронами заполнена

только одна яма (ситуация аналогичная однодолинной системе). Согласно теории [82],

при переходе от двухдолинной к однодолинной ситуации ожидается сильное изменение

температурной зависимости сопротивления. Однако, недавние эксперименты [102, 103] в

гетероструктурах с двойной квантовой ямой не обнаружили значительных изменений в

температурной зависимости сопротивления при обеднении одной из ям. Этот эксперимен-

тальный результат требует теоретического объяснения.

Важность спиновых (и изоспиновых) степеней свободы для существования перехо-

да металл-изолятор подчеркивается предельным случаем бесспиновых электронов. Такой

случай реализуется в однодолинной ситуации в присутствии достаточно сильных магнит-

ных примесей или сильного магнитного поля, полностью поляризующего спины электро-

нов. Хорошо известно [63], что в этом случае поправка в проводимость от взаимодействия

действует в пользу локализации, приводя к температурной зависимости сопротивления

диэлектрического типа. В связи с этим, интересно сравнить случай бесспиновых электро-

нов со случаем, рассмотренным в работе [81], при котором спин электрона равен N → ∞.

Для проведения такого сравнения необходимо вычислить поправку к проводимости бес-

спиновых электронов от взаимодействия в следующем порядке по малому безразмерному

параметру 1/kF l.

Итак, основной задачей, которая решается в данной главе, является изучение влия-

ния спиновых и изоспиновых степеней свободы на переход металл-изолятор в двумерной

сильно-коррелированной неупорядоченной электронной системе.

Материал главы организован следующим образом. В разделе 1.2 приводятся необхо-

димые для дальнейшего сведения о нелинейной сигма-модели и выводятся однопетлевые

уравнения ренормализационной группы для ситуации, когда кроме спина состояние элек-

трона характеризуется ещё изоспином. В разделе 1.3 полученные общие результаты при-

меняются для изучения транспорта в двумерной двухдолинной электронной системе в Si-

МОП структуре в присутствии междолинного и зеемановского расщеплений. В разделе 1.4

исследуется транспорт в двумерной электронной системе в структурах с двойной кванто-

вой ямой и общими рассеивателями. В разделе 1.5 вычисляется проводимость двумерных

бесспиновых электронов в двухпетлевом приближении. Завершается глава заключением

(раздел 1.6).
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1.2 Нелинейная сигма-модель

1.2.1 Введение

В этом разделе будет рассмотрена нелинейная сигма-модель для взаимодействующей элек-

тронной системы со спиновыми и изоспиновыми степенями свободы. В рамках однопетле-

вого приближения будут получены уравнения ренормализационной группы, описывающие

зависимость физических наблюдаемых (проводимости, спиновой восприимчивости, изо-

спиновой восприимчивости и т. д.) от размера системы при нулевой температуре. Новизна

этих уравнений ренормализационной группы состоит в том, что параметры, характеризу-

щие взаимодействие в разных каналах, не предполагаются с самого начала равными. В

следующих разделах общие уравнения ренормализационной группы применяются к описа-

нию транспорта в двухдолинной электронной системе в Si-МОП структуре и в электронной

системе в двойной квантовой яме.

1.2.2 Действие нелинейной сигма-модели

При низких температурах Tτtr ≪ 1, где τtr – транспортное время упругого рассеяния,

эффективное описание неупорядоченной электронной жидкости производится с помощью

нелинейной сигма-модели 9, которая учитывает взаимодействие низкоэнергетических мод

(диффузонов и куперонов) с энергиями |ε| . 1/τtr. Нелинейная сигма-модель является

теорией матричного поля Qαβ
mn(r), подчиняющегося условиям Q2(r) = 1 и Q(r) = Q†(r).

Целые числа α, β = 1, 2, . . . , Nr обозначают репличные индексы. Целые числа m,n соот-

ветствуют мацубаровским энергиям εn = πT (2n+ 1).

В зависимости от задачи элемент матрицы Qαβ
mn(r) может иметь дополнительную мат-

ричную структуру и удовлетворять дополнительным соотношениям [63, 64]. В этом разде-

ле для определенности нелинейная сигма-модель будет сформулирована для случая, когда

купероны и взаимодействие в куперовском канале можно не учитывать 10. Тогда, Qαβ
mn(r)

является матрицей 4 × 4, действующей в спиновом и изоспиновом пространствах.

9В этой и следующей главах используется репличная нелинейная сигма-модель. В принципе, рассмат-

риваемые задачи можно было бы также решать с помощью келдышевской нелинейной сигма-модели (см.,

например [104]). Однако, так как в диссертации рассматриваются равновесные задачи, формализм кел-

дышевской нелинейной сигма-модели приводит к ненужным усложнениям.
10Для двумерной электронной жидкости это происходит при наличии слабого перпендикулярного маг-

нитного поля B & max{1/τφ, T }/D, где D – коэффициент диффузии (см., например [54]).
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Действие нелинейной сигма-модели имеет вид

S = Sσ + SF + SSB. (1.1)

Первый член Sσ представляет собой нелинейную сигма-модель для невзаимодействующих

электронов [12, 13, 14, 16]

Sσ = −σxx

32

∫
dr tr(∇Q)2, (1.2)

где σxx = 4πν⋆D (D – коэффициент диффузии) представляет собой друдовскую проводи-

мость в единицах e2/h. Термодинамическая плотность состояний ν⋆ = m⋆/π определяется

эффективной массой m⋆, которая учитывает ферми-жидкостные перенормировки. Заме-

тим, что друдовская проводимость равна σxx = 2kF l и предполагается большой по срав-

нению с единицей: σxx ≫ 1. Символ tr обозначает след по репличным, мацубаровским,

спиновым и изоспиновым индексам.

Наличие электрон-электронного взаимодействия приводит к дополнительному вкладу

в действие нелинейной сигма-модели [56, 57, 58, 59, 105]

SF = −πT
∫
dr

[
∑

αn;ab

Γab

4
tr Iα

n tabQ(r) tr Iα
−ntabQ(r) − 4z tr ηQ+ 6z tr ηΛ

]
. (1.3)

Здесь 16 матриц tab = τa ⊗ σb (a, b = 0, 1, 2, 3) являются генераторами группы SU(4).

Матрицы Паули τa, a = 0, 1, 2, 3, действуют в изоспиновом пространстве, а матрицы

Паули σb, b = 0, 1, 2, 3, действуют в спиновом пространстве. Величины Γab обозначают

амплитуды электрон-электронного взаимодействия. Параметр z определяется термодина-

мической плотностью состояний 11: z = πν⋆/4. Физический смысл параметра z состоит в

том, что его перенормированное значение определяет температурную зависимость тепло-

ёмкости [106]. Амлитуды взаимодействия Γab в действии (1.1) нелинейной сигма-модели

связаны с ферми-жидкостными параметрами взаимодействия Fab:

Γab = −zFab/(1 + Fab). (1.4)

Матрицы Λ, η и Iγ
k определены следующим образом:

Λαβ
nm = signnδnmδ

αβt00, ηαβ
nm = nδnmδ

αβt00, (Iγ
k )αβ

nm = δn−m,kδ
αγδβγt00. (1.5)

11Величина z является независимым зарядом (в теоретико-полевом смысле) действия нелинейной сигма-

модели. Она впервые была введена А. М. Финкельштейном в работе [56] для того, чтобы уравнения

ренормализационной группы согласовывались с условием сохранения полного числа частиц.
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Последняя часть действия (1.1) учитывает наличие членов, понижающих симметрию:

SSB = izab∆ab

∫
dr tr tabQ+

Nrzab

πT

∫
dr∆2

ab. (1.6)

Например, наличие зеемановского расщепления ∆s приводит к появлению члена (1.6) с

tab = t03 и ∆03 = ∆s. В случае, когда изоспин нумерует электроны в двухдолинной элек-

тронной системе в Si-МОП структуре, наличие междолинного расщепления ∆v соответ-

ствует появлению ∆30 = ∆v.

Матрица Q в действии (1.1) формально имеет бесконечный размер в мацубаровском

пространстве. Для того, чтобы работать с такими матрицами в промежуточных вычис-

лениях необходимо ввести обрезание для больших мацубаровских частот. Будем считать,

что целые числа m,n, соответствующие мацубаровским фермионным энергиям, изменя-

ются в пределах −NM 6 m,n 6 NM − 1, где NM ≫ 1 12. Хорошо известно [105, 107], что

глобальные вращения Q матрицей exp(iχ̂):

Q(r) → exp(iχ̂)Q(r) exp(−iχ̂), (1.7)

где χ̂ =
∑

α,n χ
α
nI

α
n , играют важную роль, так как связаны с постоянным в пространстве

электрическим потенциалом, который может быть исключен из задачи с помощью ка-

либровочного преобразования фермионных операторов. Удобно определить предельный

переход NM → ∞ таким образом 13, чтобы выполнялись следующие соотношения (F-

алгебра) [105]:

tr Iα
n tabe

iχ̂Qe−iχ̂ = tr Iα
n tabe

iχ0Qe−iχ0 + 8in(χab)
α
−n ,

tr ηeiχ̂Qe−iχ̂ = tr ηQ+
∑

αn;ab

in(χab)
α
n tr Iα

n tabQ− 4
∑

αn;ab

n2(χab)
α
n(χab)

α
−n, (1.8)

где χ0 =
∑

α χ
α
0 I

α
0 . С помощью соотношений (1.8) можно проверить что соотношение

Γ00 = −z гарантирует, так называемую, F-инвариантность [105], т.е. инвариантность дей-

ствия Sσ + SF при глобальных вращениях (1.7) с χab = χδa0δb0.

1.2.3 Физические наблюдаемые

Наиболее важные величины, которые содержат информацию о низкоэнергетическом пове-

дении нелинейной сигма-модели, – это физические наблюдаемые σ′
xx, z

′, и z′ab, соответству-

12Условие применимости нелинейной сигма-модели приводит к естественной оценке NM ∼ 1/(2πTτtr).
13Заметим, что предельный переход NM → ∞ делается при фиксированном значении числа N = NrNM ,

которое потом в репличном пределе Nr → 0 стремится к нулю. Заметим, что теория с конечным значением

NM эквивалентна случаю невзаимодействующих электронов на масштабах много больших
√
D/2πTNM

[108].
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ющие параметрам σxx, z, и zab в действии (1.1). Величина σ′
xx – это полная проводимость

электронной системы, определяемая по линейному отклику на внешнее электромагнитное

поле. Величина z′ определяет теплоёмкость [106]. Величины z′ab соответствуют статиче-

ским обобщённым восприимчивостям: χab = 2z′ab/π [59, 61]. Кондактанс σ′
xx определяется

из следующего выражения (формулы Кубо) [109]

σ′
xx(iωn) = − σxx

16n

〈
tr[Iα

n , Q][Iα
−n, Q]

〉
+

σ2
xx

64dn

∫
dr′〈〈tr Iα

nQ(r)∇Q(r) · tr Iα
−nQ(r′)∇Q(r′)〉〉

(1.9)

с помощью аналитического продолжения на действительные частоты iωn → ω + i0+ в

статическом пределе ω → 0. Здесь средние вычисляются с действием (1.1), а 〈〈. . . 〉〉 обо-

значает неприводимое среднее, 〈〈A · B〉〉 = 〈AB〉 − 〈A〉〈B〉. Физическая наблюдаемая z′

определяется из термодинамического потенциала Ω [109]:

z′ =
1

2π tr ηΛ

∂

∂T

Ω

T
. (1.10)

Наблюдаемые z′ab вычисляются с помощью следующих соотношений [63]:

z′ab =
π

2Nr

∂2Ω

∂∆2
ab

(1.11)

1.2.4 Однопетлевая перенормировка

Теория возмущений

Для построения теории возмущений по малому параметру 1/σxx удобно выбрать корневую

параметризацию матрицы Q:

Q = W + Λ
√

1 −W 2, W =

(
0 w

w† 0

)
. (1.12)

Тогда действие (1.1) может быть представлено как бесконечный ряд по степеням полей w

и w†. В отсутствие SSB парная корреляционная функция полей w и w† имеет вид

〈[wab(q)]
α1α2
n1n2

[w†
cd(−q)]α4α3

n4n3
〉 =

4

σxx
δab;cdδ

α1α3δα2α4δn12,n34×

×Dq(ω12)
[
δn1n3 −

32πTΓab

σxx
δα1α2D(ab)

q (ω12)
]
, (1.13)

где ω12 = εn1 − εn2 = 2πTn12 = 2πT (n1 − n2) и

D−1
q (ωn) = q2 +

16zωn

σxx

, [D(ab)
q (ωn)]

−1 = q2 +
16(z + Γab)ωn

σxx

. (1.14)
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Здесь и в дальнейшем используется соглашение, что целые числа n1, n3, . . . принимают

неотрицательные значения, а n2, n4, . . . – отрицательные.

Динамическая обобщенная восприимчивость χab(ω, q), описывающая отклик на зави-

сящий от времени и координат параметр ∆ab, может быть получена из следующего выра-

жения для мацубаровской восприимчивости [63]

χab(iωn, q) =
2zab

π
− Tz2

ab〈〈tr Iα
n tabQ(q) tr Iα

−ntabQ(−q)〉〉 (1.15)

с помощью аналитического продолжения на действительные частоты: iωn → ω + i0+ [59].

В “древесном” приближении выражение (1.15) равно

χab(iωn, q) =
2zab

π

(
1 − 16zabωn

σxx
Dab

q (ωn)

)
. (1.16)

В зависимости от вида матрицы Γab действие Sσ + SF может быть инвариантно от-

носительно глобальных поворотов Q → uQu−1 с матрицей u = ua0b0ta0b0 . Это означа-

ет, что сохраняется величина tr ta0b0Q и, как следствие, выполняется тождество Уорда:

χa0b0(ω, q = 0) = 0. Тогда из уравнения (1.16) следует, что должно выполняться соотно-

шение

za0b0 = z + Γa0b0 . (1.17)

В общем случае простой связи между величинами zab и Γab нет.

Наличие члена SSB c ∆a0b0 меняет выражение (1.13) для парной корреляционной функ-

ции:

〈[wab(q)]
α1α2
n1n2

[w†
cd(−q)]α4α3

n4n3
〉 =

4

σxx
δα1α3δα2α4δn12,n34×

×
[
D̂q(ω12)δn1n3 −

32πT

σxx
δα1α2D̂q(ω12)Γ̂D̂

(int)
q (ω12)

]
ab,cd

, (1.18)

где Γ̂ = diag{Γ00,Γ01,Γ02,Γ03,Γ10, . . . ,Γ33} и

[
D̂q(ωn)

]−1

ab,cd
=

(
q2 +

16zωn

σxx

)
δab,cd + 2iza0b0∆a0b0C

a0b0
ab,cd,

[
D̂(int)

q (ωn)
]−1

ab,cd
=
[
D̂q(ωn)

]−1

ab,cd
+

16Γabωn

σxx
δab,cd.

(1.19)

Здесь Cab
cd;ef обозначают структурные константы для SU(4): [tcd, tef ] =

∑
ab Cab

cd;ef tab. Как

видно из выражений (1.19), часть диффузных мод становится массивными, а значит не

приводит к логарифмическим расходимостям на масштабах L≫
√
σxx/(za0b0∆a0b0). Мож-

но проверить, что именно эти моды определяют перенормировку соответствующей обоб-

щенной восприимчивости χa0b0(ω, q). Как следствие, на масштабах L≫
√
σxx/(za0b0∆a0b0)

величина za0b0 не перенормируется.
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Однопетлевая перенормировка физических наблюдаемых

Ниже влияние члена SSB на парную корреляционную функцию полей w and w†

учитываться не будет. Это возможно, если рассмотрение ограничивается масштабами

L ≪ min
ab

√
σxx/(zab∆ab). Вычисляя стандартным образом с помощью уравнения (1.13)

в однопетлевом приближении средние в выражении (1.9) находим, что

σ′
xx(iωn) = σxx +

256πT

ωnσxxd

∫
ddp

(2π)d
p2
∑

ab;ωm>0

Γab min{ωm, ωn}Dp(ωm+n)Dp(ωm)D(ab)
p (ωm). (1.20)

Делая аналитическое продолжение на действительные частоты iωn → ω + i0+, в пределе

ω → 0 получаем следующее выражение для статической проводимости:

σ′
xx = σxx +

64

σxxd
Im

∫
ddp

(2π)d
p2
∑

ab

Γab

∫
dΩ

∂

∂Ω

(
Ω cth

Ω

2T

)
[DR

p (Ω)]2D(ab),R
p (Ω). (1.21)

Здесь DR
p (Ω) и D

(ab),R
p (Ω) запаздывающие функции, соответствующие мацубаровским

функциям Dp(ωn) и D(ab)
p (ωn), соответственно:

[DR
p (Ω)]−1 = p2 − 16iΩz

σxx
, [D(ab),R

p (Ω)]−1 = p2 − 16iΩ(z + Γab)

σxx
. (1.22)

Заметим, что результат (1.21) может быть получен также с помощью процедуры фонового

поля [10], примененной для действия Sσ + SF .

Для вычисления физической наблюдаемой z′, необходимо вычислить термодинамиче-

ский потенциал Ω. В однопетлевом приближении находим следующее выражение

T 2∂Ω/T

∂T
= 8NrT

∑

ωn>0

ωn

[
z +

2

σxx

∑

ab

∫
ddp

(2π)d

(
(z + Γab)D

(ab)
p (ωn) − zDp(ωn)

)]
. (1.23)

С помощью определения (1.10) получаем из уравнения (1.23), что

z′ = z +
2

σxx

∑

ab

Γab

∫
ddp

(2π)d
Dp(0). (1.24)

Для нахождения физических наблюдаемых z′ab необходимо вычислить в однопетлевом при-

ближении обобщенную восприимчивость χab(ω, q) при ω = 0 и q → 0. Таким образом,

получим

z′ab = zab +
32πz2

ab

σ2
xx

∑

cd;ef

[
Cab

cd;ef

]2
∫

ddp

(2π)d
T
∑

ωm>0

[
D(ef)

p (ωm)D(cd)
p (ωm) −D2

p(ωm)
]
. (1.25)
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Как обсуждалось выше, даже в отсутствие члена SSB, понижающего симметрию дей-

ствия нелинейной сигма-модели, в ситуации общего положения величины zab, z Γab не

связаны друг с другом. Поэтому перенормировка величин Γab должна находится незави-

симо. Это может быть сделано с помощью процедуры фоновых полей (см. Прил. A.1) [110].

В результате, получаем

Γ′
ab = Γab −

1

8σxx

∫
ddp

(2π)d
Dp(0)

∑

cd;ef

Γcd

[
sp(tcdtef tab)

]2 − 32πT

σ2
xx

∑

ωm>0

∫
ddp

(2π)d

∑

cd;ef

[
Cab

cd;ef

]2 ×

×
{

Γ2
abD

2
p(ωm) −

[
ΓcdΓef + Γ2

ab − 2ΓabΓcd

]
D(cd)

p (ωm)D(ef)
p (ωm)

}
. (1.26)

Здесь sp обозначает след по спиновым и изоспиновым индексам.

Выражения (1.21)-(1.26) полностью описывают однопетлевые перенормировки в дей-

ствии (1.1) на масштабах L≪ min
ab

√
σxx/(zab∆ab).

1.2.5 Уравнения ренормализационной группы в однопетлевом

приближении

Выражения (1.21)-(1.26) позволяют найти уравнения ренормализационной группы в од-

нопетлевом приближении. Обычно эти уравнения пишутся для зависимости от масштаба

перенормированных параметров σxx, Γab и z, стоящих в действии. Например, уравнения

ренормализационной группы могут быть получены с помощью схемы минимального вы-

читания из требования, чтобы физические наблюдаемые σ′
xx, Γ′

ab и z′ не содержали расхо-

димостей при ǫ→ 0 в размерности d = 2 + ǫ [10]. Совершенно аналогичные уравнения ре-

нормализационной группы могут быть записаны для физических наблюдаемых (см. Прил.

A.2). Поэтому в дальнейшем в однопетлевых уравнениях ренормализационной группы у

физических наблюдаемых будем опускать знак штриха для краткости. В этой главе нас

будет интересовать случай размерности d = 2. В этом случае однопетлевые уравнения

ренормализационной группы, которые определяют поведение физических наблюдаемых с

изменением масштаба L при T = 0, имеют вид:

dσxx

dy
= −2

π

[
2 +

∑

ab

f(Γab/z)

]
, f(x) = 1 − 1 + x

x
ln(1 + x)

dΓab

dy
= − 1

2πσxx

∑

cd;ef

[
[
sp(tcdtef tab)

]2Γcd

8
+
[
Cab

cd;ef

]2 (Γ2
ab

z
− (Γab − Γcd)(Γab − Γef)

Γcd − Γef

ln
z + Γcd

z + Γef

)]
,

dz

dy
=

1

πσxx

∑

ab

Γab. (1.27)
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Здесь y = lnL/l. Уравнения (1.27) описывают поведение физических наблюдаемых на

масштабах L ≪ min
ab

√
σxx/(zab∆ab) при T = 0. Уравнения (1.27) были впервые получены

в работе [114] и обобщают известные результаты [63, 82] на случай электронной системы

со спиновыми и изоспиновыми степенями свободы с учётом разных параметров взаимо-

действия Γab. Согласно этим уравнениям ситуация, когда совпадают все Γab кроме Γ00,

оказывается неустойчивой (см. Прил. A.3). Как показано в следующих разделах, различ-

ные значения Γab действительно реализуются в электронных системах со спиновыми и

изоспиновыми степенями свободы и приводят к ряду новых эффектов по сравнению со

стандартной ситуацией [63, 82], когда все Γab кроме Γ00 одинаковы.

В квадратные скобки в правой части ренормгруппового уравнения для σxx добавлена 2,

которая описывает вклад от куперонов в слабую локализацию. Как хорошо известно [54,

111, 112], этот вклад не зависит от наличия членов SSB, понижающих симметрию действия

нелинейной сигма-модели 14. Напомним, что слаболокализационная поправка обрезается

слабым орбитальным магнитным полем B & 1/Dτφ.

Вообще говоря, купероны также приводят к поправкам от взаимодействия в куперов-

ском канале для проводимости и параметров взаимодействия. Для двумерной электронной

системы с неэкранированным кулоновским взаимодействием, взаимодействие в куперов-

ском канале, как правило, отталкивательное и перенормируется в нуль [63]. Более того,

относительно слабое орбитальное магнитное поле B & T/D подавляет соответствующие

вклады [113].

С помощью выражения (1.25) можно найти однопетлевые уравнения ренормализаци-

онной группы для наблюдаемых zab [114]:

dzab

dy
=

z2
ab

2πσxx

∑

cd;ef

[
Cab

cd;ef

]2 [ 1

Γcd − Γef

ln
z + Γcd

z + Γef

− 1

z

]
. (1.28)

Как видно из уравнений (1.27), в общем случае подстановка zab = z + Γab не решает

уравнение (1.28).

Строго говоря, уравнения ренормализационной группы описывают поведение наблю-

даемых при T = 0 с изменением размера системы L. При конечной температуре T ожи-

дается, что температурное поведение физических наблюдаемых может быть найдено из

интегрирования ренормгрупповых уравнений до масштаба Lin, определяющегося темпера-

турой. Вообще говоря, существование однозначной связи температуры T и длины можно

14Строго говоря, это справедливо, если нет упругого рассеяния с переворотами спина или изоспина,

приводящих к появлению в действии членов вида tr[Σ, Q]2, где вид матрицы Σ определяется конкретной

задачей.

33



ожидать только вблизи фиксированных точек, описывающих переход металл-изолятор.

В области хорошего металла σxx ≫ 1 ситуация оказывается более сложной. При конеч-

ной температуре однопетлевые уравнения ренормгруппы (1.27) справедливы до масштаба

LT =
√
σxx/(zT ). После этого масштаба и до масштаба Lφ =

√
σxxτφ/z проводимость ме-

няется только за счёт слаболокализационной поправки (цифра 2 в квадратных скобках в

правой части первого уравнения в (1.27)).

В заключение отметим, что случай, когда все параметры взаимодействия кроме Γ00

одинаковы, оказывается неустойчивым и для однодолинной системы. Однако, на данный

момент не известно как в однодолинной системе реализовать случай с разными значени-

ями параметрами взаимодействия.

1.3 Взаимное влияние спина и долинного изоспина в

двумерной неупорядоченной электронной жидкости

1.3.1 Введение

В этом разделе уравнение (1.27) будут применены к описанию зависимости сопротивления,

спиновой и долинной восприимчивости от температуры в двумерной электронной системе

в Si-МОП структуре. Ниже будем считать, что к Si-МОП структуре приложено параллель-

ное магнитное поле B, создающее зеемановское расщепление ∆s = gLµBB. Здесь gL и µB

обозначают g-фактор и магнетон Бора, соответственно. Также будем считать, что в рас-

сматриваемой двухдолинной электронной системе существует междолинное расщепление

∆v и конечное время рассеяния между долинами τv. Будем предполагать, что выполняют-

ся следующие соотношения τ−1
so , τ

−1
v ≪ ∆v ≪ τ−1

tr , где τso – это время спиновой релаксации

за счет спин-орбитального взаимодействия. Экспериментальные результаты работ [84, 85]

указывают на то, что такие соотношения между параметрами выполняются в Si-МОП

структурах при электронных концентрациях близких к тем, при которых наблюдается

переход от металлической к диэлектрической температурной зависимости сопротивления

(см. Рис. 1.1). Также будем предполагать, что зеемановское расщепление удовлетворяет

неравенству ∆v ≪ ∆s ≪ τ−1
tr .
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1.3.2 Микроскопический гамильтониан

Для рассмотрения двумерной неупорядоченной электронной жидкости в системе с двумя

долинами, которая реализуется в Si(001)-МОП структуре, удобно представить оператор

уничтожения электрона с проекцией спина σ/2 на ось z в виде [115, 116]:

ψσ(R) =
∑

τ=±
ψσ

τ (r)ϕ(z)[eizQ/2 + τe−izQ/2]/
√

2, (1.29)

где ось z выбрана перпендикулярной двумерной плоскости (001), r – координатный вектор

в плоскости, а R = r + zez. Индекс τ = ±1 нумерует долины, а ψσ
τ обозначает оператор

уничтожения электрона с проекциями спина σ/2 и изоспина τ/2. Удобно выбрать оги-

бающую функцию ϕ(z) нормированной. В дальнейшем будем пренебрегать малым пере-

крытием
∫
dz ϕ2(z) sin(Qz). Вектор Q = (0, 0, Q) соответствует кратчайшему расстоянию

между долинными минимумами в обратном пространстве. Его величина Q ∼ a−1
lat , где alat

– это постоянная решетки [66].

Рассматриваемая электронная система описывается следующей большой канонической

статистической суммой:

Z =

∫
D[ψ̄, ψ] expS[ψ̄, ψ], (1.30)

где действие в мнимом времени (β = 1/T ) имеет вид

S = −
β∫

0

dt

{∫
drψ̄σ

τ (r, t) [∂t + H0]ψ
σ
τ (r, t) − Ldis − Lint

}
. (1.31)

Одночастичный гамильтониан

H0 = − ∇2

2me

− µ+
∆s

2
σ +

∆v

2
τ (1.32)

описывает двумерную квазичастицу с массой me в присутствие параллельного магнитного

поля, индуцирующего зеемановское расщепление ∆s = gµBB, и междолинного расщепле-

ния ∆v. Здесь, как обычно, µ обозначает химический потенциал. Лагранжиан

Ldis = −
∫
dr ψ̄σ

τ1
(r)Vτ1τ2(r)ψ

σ
τ2

(r) (1.33)

описывает рассеяние электронов на случайном потенциале V (R). Матричные элементы

случайного потенциала имеют вид

Vτ1τ2(r) =
1

2

∫
dz V (R)ϕ2(z)

[
1 + τ1τ2 + τ1e

izQ + τ2e
−izQ

]
. (1.34)
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В общем случае матричные элементы Vτ1τ2(r) приводят не только к рассеянию внутри од-

ной долины, но и к междолинному рассеянию. В дальнейшем будем считать распределение

случайного потенциала V (R) гауссовым, причем

〈V (R)〉 = 0, 〈V (R1)V (R2)〉 = W (|r1 − r2|, |z1 − z2|). (1.35)

Здесь функция W убывает на типичном расстоянии dW . Если dW больше, чем эффек-

тивная толщина двумерной электронной системы [
∫
dz ϕ4(z)]−1, dW ≫ [

∫
dz ϕ4(z)]−1, то

тогда можно пренебречь зависимостью от z в V (R) под знаком интегрирования в уравне-

нии (1.34). В этом случае, остается только внутридолинное рассеяние:

〈Vτ1τ2(r)Vτ3τ4(0)〉 = W (|r|, 0)δτ1τ2δτ3τ4 . (1.36)

В противоположном случае, dW ≪ [
∫
dz ϕ4(z)]−1, получаем [84]

〈Vτ1τ2(r)Vτ3τ4(0)〉 =

∫
dz ϕ4(z)

{
δτ1τ2δτ3τ4

[
W̃ (|r|, 0) + τ1τ3W̃ (|r|, Q)/2

]

+
[
δτ1τ4δτ2τ3 − δτ1τ3δτ2τ4

]
W̃ (|r|, Q)/2

}
, (1.37)

где W̃ (|r|, Q) =
∫
dzW (|r|, |z|) exp(iQz). Последний член в уравнении (1.37) соответству-

ет времени междолинного рассеяния 1/τv. Предполагая, что Q−1 ≪ dW , можно прене-

бречь междолинным рассеянием по сравнению с внутридолинным, частота которого равна

1/τi ∼ W̃ (r, 0). Также будем считать, что электронная концентрация достаточно низкая, и

выполняется условие ned
2
W ≪ 1. Тогда уравнения (1.36) и (1.37) приводят к следующему

выражению

〈Vτ1τ2(r1)Vτ3τ4(r2)〉 =
1

2πν⋆τi
δτ1τ2δτ3τ4δ(r1 − r2), (1.38)

1

τi
= 2πν⋆

∫
d2rdz1dz2W (|r|, |z1 − z2|)ϕ2(z1)ϕ

2(z2),

Q−1 ≪ dW ,

[∫
ϕ4(z)dz

]−1

≪ n−1/2
e . (1.39)

При выполнении условий (1.39), гамильтониан, описывающий взаимодействие электро-

нов, инвариантен при глобальных SU(4) вращениях электронных операторов ψσ
τ в про-

странстве спина и изоспина:

Lint = −1

2

∫
dr1dr2 ψ̄

σ1
τ1

(r1)ψ
σ1
τ1

(r1)U(|r1 − r2|)ψ̄σ2
τ2

(r2)ψ
σ2
τ2

(r2). (1.40)
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Здесь U(r) = e2/ǫr, где ǫ – это постоянная диэлектрического слоя. Низкоэнергетическая

часть (на энергиях |ε| . 1/τtr) лагранжиана Lint может быть записана в виде (см., напри-

мер [63, 64, 53])

Lint =
1

4ν⋆

∫ ′ dq

(2π)2

3∑

a,b=0

Fab(q)m
ab(q)mab(−q), mab(q) =

∫
dk

(2π)2
ψ̄(k + q)tabψ(k). (1.41)

Здесь ψ̄ = {ψ̄+
+ , ψ̄

−
+, ψ̄

+
− , ψ̄

−
−}, ψ = {ψ+

+, ψ
−
+ , ψ

+
− , ψ

−
−}T , а знак штриха у интеграла означает,

что интегрирование по q ограничено условием ql . 1 . Напомним, что 16 матриц tab =

τa⊗σb являются генераторами группы SU(4). Матрица параметров взаимодействия имеет

вид

F(q) =




Fs Ft Ft Ft

Ft Ft Ft Ft

Ft Ft Ft Ft

Ft Ft Ft Ft



, (1.42)

где

Ft = −ν⋆

2
〈U scr(0)〉FS, Fs = ν⋆U(q) + Ft. (1.43)

Величина Ft – это стандартный ферми-жидкостной параметр взаимодействия в триплет-

ном канале. В приближении случайных фаз, его величина определяется статической ча-

стью динамически экранированного взаимодействия

U scr(q, ω) =
U(q)

1 + U(q)Π(q, ω)
, Π(q, ω) = ν⋆

Dq2

Dq2 − iω
, (1.44)

усредненной по ферми-поверхности:

〈U scr(0)〉FS =

2π∫

0

dθ

2π
U scr(2kF sin(θ/2), 0). (1.45)

Подчеркнём, что здесь kF – это импульс Ферми для электронов в одной долине. Параметр

взаимодействия Fs содержит кулоновское взаимодействие на малом импульсе. В преде-

ле q → 0, Fs(q) ≈ κ/q → ∞, где κ = 2πe2ν⋆/ǫ. Напомним известные результаты для

параметра взаимодействия Ft [53]:

Ft = −
2π∫

0

dθ

4π

κ

2kF sin(θ/2) + κ
= − 1

2π
G0(κ/2kF ), G0(x) =

x√
1 − x2

ln
1 +

√
1 − x2

1 −
√

1 − x2
. (1.46)
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В пределе x→ 0 функция G0(x) имеет следующий асимптотический вид

G0(x) ≈ x ln(2/x), x≪ 1. (1.47)

Для применимости приближения случайных фаз, использованного при выводе выраже-

ния (1.44), необходимо выполнение условия κ/kF ≪ 1.

1.3.3 Уравнения ренормгруппы в однопетлевом приближении:

SU(4) симметричный случай

В действии (1.3) амплитуды взаимодействия Γab связаны с параметрами взаимодействия

Fab соотношениями (1.4). Удобно ввести следующее обозначение:

γt = −Ft/(1 + Ft). (1.48)

Тогда для всех Γab кроме Γ00 выполняется соотношение Γab = zγt, а Γ00 = −z. Таким

образом, на высоких энергиях |ε| ∼ 1/τtr и на малых масштабах L ∼ l, межэлектрон-

ное взаимодействие в Si-МОП структуре не различает в какой из двух долин находятся

электроны.

Наличие в гамильтониане (1.32) зеемановского ∆s и междолинного ∆v расщеплений

приводит к появлению в действии (1.1) членов (1.6), понижающих симметрию. На малых

масштабах L ≪ Ls,v, где Ls,v =
√
σxx/(16zs,v∆s,v), причём 15 zs,v = z(1 + γt) или, эквива-

лентно, при высоких температурах T ≫ ∆s,v член (1.6), нарушающий SU(4) симметрию,

не важен.

Используя общие однопетлевые уравнения ренормализационной группы (1.27), полу-

чаем хорошо известные результаты для двухдолинной электронной системы [82]:

dσxx

dy
= −2

π
[2 + 1 + 15f(γt)] , (1.49)

dγt

dy
=

(1 + γt)
2

πσxx

, (1.50)

d ln z

dy
=

15γt − 1

πσxx
. (1.51)

Решение ренормгрупповых уравнений (1.49)-(1.50) приводит к зависимости сопротив-

ления ρ = 1/πσxx от y металлического типа (ρ уменьшается при больших зачениях y),

причём ρ проходит один раз через максимум при значении y, соответствующем значению

γt ≈ 0.46 [82]. Параметр взаимодействия γt монотонно возрастает с увеличением y.

15Эти соотношения следуют из уравнения (1.17) и связаны с сохранением полного спина и изоспина.
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1.3.4 Уравнения ренормгруппы в однопетлевом приближении:

случай симметрии SU(2) × SU(2)

Будем считать, что выполняется условие ∆s ≫ ∆v. Тогда, имеет смысл рассматривать

поведение электронной системы на промежуточных масштабах Ls ≪ L ≪ Lv. На этих

масштабах понижающий симметрию член вида (1.6) с ∆03 = ∆s становится важным. Если

представить матрицуQ в видеQ =
∑

ab tabQab, то как видно из уравнения (1.18), модыQab с

b = 1, 2 становятся массивными и больше не приводят к логарифмическим расходимостям

на масштабах Ls ≪ L ≪ Lv. Таким образом, на этих масштабах действие нелинейной

сигма-модели определяется выражениями (1.2) и (1.3), в которых матрица Q имеет вид

Q =
3∑

a=0

∑

b=0,3

tabQab. (1.52)

Заметим, что если ввести матрицы Q± = (t00±t03)Q/2, то без учёта электрон-электронного

взаимодействия для них будет две независимые нелинейные сигма-модели.

Наличие сильного зеемановского расщепления делает возможным различать взаимо-

действие электронов с одной и той же проекцией спина, и электронов с разными проек-

циями спина. Это приводит, к следующему виду матрицы Γ:

Γ =




Γs 0 0 Γ̃t

Γt 0 0 Γt

Γt 0 0 Γt

Γt 0 0 Γt



. (1.53)

Здесь амплитуда (Γs +Γ̃t) описывает взаимодействие электронов с одинаковыми проекци-

ями спина, а амплитуда (Γs − Γ̃t) – взаимодействие электронов с разными спинами.

Как и в полностью симметричном случае, требование инвариантности действия (1.3)

относительно глобального поворота (1.7) с χab = χδa0δb0 приводит к условию Γs = −z.
Сохранение полного изоспина приводит к соотношению zv = z + Γt, которое выполнялось

и в полностью симметричном случае. Сохранение z-компоненты спина приводит к тому,

что zs = z+Γ̃t. Так как перенормировка спиновой восприимчивости, которая определяется

величиной zs, происходит только из-за взаимодействия массивных диффузных мод (c Sz =

±1 в канале частица-дырка), то логарифмических расходимостей на масштабах Ls ≪ L≪
Lv не возникает. Поэтому на этих масштабах

dzs

dy
=
d(Γs − Γ̃t)

dy
= 0. (1.54)
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Рисунок 1.3: Проекция ренормгруппового потока (1.55)-(1.57) в трёхмерном пространстве

(σxx, γ̃t, γt) на плоскость (γ̃t, γt). Пунктирная кривая d определяется решениями уравнения

2 + 1 + 6f(γt) + f(γ̃t) = 0. Штриховая линия e соответствует уравнению γt = γ̃t.

Подчеркнём, что величины zv и zs, имеющие одинаковое ренормгрупповое поведение на

малых масштабах L ≪ Ls ≪ Lv, должны вести себя по-разному на промежуточных мас-

штабах Ls ≪ L ≪ Lv. Именно это и приводит к необходимости появления амплитуды Γ̃t,

имеющей, как будет показано ниже, отличное от Γt ренормгрупповое поведение.

Используя общие выражения (1.27), получаем однопетелевые уравнения ренормализа-

ционной группы на промежуточных масштабах Ls ≪ L≪ Lv (γ̃t = Γ̃t/z):

dσxx

dy
= −2

π
[2 + 1 + 6f(γt) + f(γ̃t)] , (1.55)

dγt

dy
=

1 + γt

πσxx
(1 + 2γt − γ̃t), (1.56)

dγ̃t

dy
=

1 + γ̃t

πσxx
(1 − 6γt − γ̃t), (1.57)

d ln z

dy
= − 1

πσxx
(1 − 6γt − γ̃t) . (1.58)

Здесь y = lnL/ls, где масштаб ls порядка Ls. Точное вычисление связи между ls и Ls

требует аккуратного описания поведения σxx, γt, γ̃t и z на масштабах L порядка Ls, что

представляет собой отдельную (кроссоверную) задачу (см., например [10]). В дальнейшем

естественно считать, что в начале значения γt и γ̃t одинаковы: γ̃t(0) = γt(0). Уравнения

(1.55)-(1.58) были впервые получены в работе [117].
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Рисунок 1.4: Зависимость сопротивления ρ = 1/(πσxx) от y. Начальные условия для кривых a,

b, и c соответствуют пересечению кривых a, b, и c с линией e (точки X) на Рис. 1.3.

На рисунке 1.3 представлен ренормгрупповой поток в координатах (γ̃t, γt). Есть

неустойчивая фиксированная точка при γ̃t = 1 и γt = 0. Однако, в двухдолинной элек-

тронной системе эта фиксированная точка недостижима, так как ренормгрупповой поток

начинается около γt = γ̃t > 0. Как показано на рисунке 1.4, возможно два различных

типа поведения сопротивления ρ как функции масштаба y. Вдоль кривой a (см. Рис. 1.3),

которая не пересекает кривую d, отвечающую уравнению 2 + 1 + 6f(γt) + f(γ̃t) = 0, со-

противление имеет зависимость металлического типа: ρ монотонно уменьшается при уве-

личении y. Если двигаться вдоль кривых b или c, которые пересекают кривую d один

раз, сопротивление проходит через максимум. Интересно, что во всех случаях поведение

сопротивления на больших масштабах имеет металлический тип. Причина такого пове-

дения может быть легко объяснена. При больших значениях y параметр γt растёт, тогда

как γ̃t стремится к −1. В этом пределе электроны с разными проекциями спина стано-

вятся совершенно независимы, и уравнения (1.55)-(1.58) превращаются в уравнения для

однодолинной электронной системы с проводимостью равной σxx/2. Хорошо известно [63],

что в такой ситуации однопетлевые уравнения ренормгруппы приводят к металлическому

поведению сопротивления.

1.3.5 Уравнения ренормгруппы в однопетлевом приближении:

полностью несимметричный случай

На больших расстояниях L ≫ Lv ≫ Ls понижающий симметрию член вида (1.6) с ∆30 =

∆v также становится важным. Из восьми мод Qab с a = 0, 1, 2, 3 и b = 0, 3, которые

были безмассовыми на промежуточных масштабах Ls ≪ L ≪ Lv, на больших масштабах

L ≫ Lv ≫ Ls безмассовыми остаются только четыре: Q00, Q03, Q30 и Q33. Таким образом,

на этих масштабах действие нелинейной сигма-модели определяется выражениями (1.2) и
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(1.3), в которых матрица Q имеет вид

Q =
∑

a,b=0,3

tabQab. (1.59)

Заметим, что если ввести четыре матрицы Qs′
s = (t00 +st03 +s′t30 +ss′t33)Q/4, где s, s′ = ±,

то без учёта электрон-электронного взаимодействия для них будет четыре независимые

нелинейные сигма-модели.

Вообще говоря, наличие сильных зеемановского и междолинного расщеплений делает

возможным различать взаимодействие электронов с одинаковыми и разными проекциями

спина и изоспина. Это приводит, к следующему виду матрицы Γ:

Γ =




Γs 0 0 Γ̃t

0 0 0 0

0 0 0 0

Γt 0 0 Γ̂t



. (1.60)

Здесь (Γs + sΓ̃t + s′Γt + ss′Γ̂t)/4 описывает взаимодействие электронов с проекцией спина

s и изоспина s′.

Как и в предыдущем случае, требование инвариантности действия (1.3) относитель-

но глобального поворота (1.7) с χab = χδa0δb0 приводит к условию Γs = −z. Сохранение

z-проекции изоспина приводит к соотношению zv = z+Γt, которое выполнялось и на про-

межуточных масштабах Ls ≪ L≪ Lv. Сохранение z-компоненты спина приводит к тому,

что zs = z+Γ̃t. Аналогично спиновой восприимчивости, на масштабах L≫ Lv ≫ Ls долин-

ная восприимчивость перестаёт перенормироваться. По аналогии со спиновой и долинной

восприимчивостью можно формально ввести ещё спин-долинную восприимчивость, ко-

торая описывает отклик на расщепление ∆33. Её статическая часть будет определяться

величиной zsv = z + Γ̂t. Можно убедится, что на масштабах L≫ Lv ≫ Ls величина zsv не

перенормируется. Таким образом, выполняются следующие соотношения

dzv

dy
=
d(Γt − Γs)

dy
= 0,

dzs

dy
=
d(Γ̃t − Γs)

dy
= 0,

dzsv

dy
=
d(Γ̂t − Γs)

dy
= 0. (1.61)

Так как параметры взаимодействия Γ̂t и Γt совпадают на масштабах L ∼ Lv, а на бо́льших

масштабах перенормируются одинаковым образом, то естественно считать их равными:

Γ̂t ≡ Γt.

42



-1

-1

a

1 2 3
Γ
�

t

1

2

3
Γt

Рисунок 1.5: Проекция ренормгруппового потока (1.62)-(1.64) в трёхмерном пространстве

(σxx, γ̃t, γt) на плоскость (γ̃t, γt). Прямая линия a задается уравнения 2γt + γ̃t = 1.

Используя общие выражения (1.27), получаем однопетелевые уравнения ренормализа-

ционной группы на больших масштабах L≫ Lv ≫ Ls:

dσxx

dy
= −2

π
[2 + 1 + 2f(γt) + f(γ̃t)] , (1.62)

dγt

dy
=

1 + γt

πσxx
(1 − 2γt − γ̃t), (1.63)

dγ̃t

dy
=

1 + γ̃t

πσxx

(1 − 2γt − γ̃t), (1.64)

d ln z

dy
= − 1

πσxx
[1 − 2γt − γ̃t] . (1.65)

Заметим, что здесь y = lnL/lv, где масштаб lv порядка Lv. Уравнения (1.62)-(1.58) были

впервые получены в работе [117].

Ренормгрупповой поток, соответствующий уравнениям (1.62)-(1.64), на плоскости

(γt, γ̃t) показан на рисунке 1.4. Существует линия фиксированных точек, описываемая

уравнением 2γt+γ̃t = 1. Линии ренормгруппового потока в плоскости (γt, γ̃t) представляют

собой прямые, описываемые уравнениями: (1+ γ̃t)/(1+γt) = const. Кривая, соответствую-

щая уравнению 2+1+2f(γt)+f(γ̃t) = 0, проходит в области достаточно больших значений

γt и γ̃t. Поэтому, если при y = 0 значение этих параметров не велико, сопротивление ρ(y)

будет монотонно увеличиваться при увеличении y, т.е. будет диэлектрического типа.
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Таблица 1.1: Диапозоны температур, в которых применимы уравнения ренормализационной

группы (1.49)-(1.50), (1.55)-(1.57) и (1.62)-(1.64).

Уравнение ∆s = 0 ∆s ≫ ∆v

(1.49)-(1.50) ∆s ≪ T ≪ 1/τtr ∆s ≪ T ≪ 1/τtr

(1.55)-(1.57) 1/τv ≪ T ≪ ∆v ∆v ≪ T ≪ ∆s

(1.62)-(1.64) 1/τv ≪ T ≪ ∆v

1.3.6 Обсуждение результатов

С оговорками сделанными в конце раздела 1.2.5 будем считать, что уравнения ренорма-

лизационной группы (1.49)-(1.50), (1.55)-(1.57) и (1.62)-(1.64) описывают температурное

поведение наблюдаемых в соответсвующих интервалах температур, как показано в табли-

це 1.1.

Рассмотрим сначала случай нулевого зеемановского расщепления (∆s = 0). Будем

предполагать, что выполняется условие ∆v < T
(I)
max, где T (I)

max – это температура, при кото-

рой сопротивление, согласно уравнениям (1.49)-(1.50), имеет максимум 16. Тогда в зависи-

мости от начальных условий (значений σxx и γt при температуре порядка 1/τ) возможны

два типа поведения сопротивления с температурой, как показано на рисунке 1.6a. Кривая

a представляет типичную зависимость сопротивления от температуры ρ(T ), наблюдаемую

в транспортных экспериментах на Si-МОП структурах [67]. Интересно, что также возмож-

но другое поведение сопротивления с температурой – зависимость с двумя максимумами

(кривая b на Рис. 1.6а). Отметим, что такое поведение ρ(T ) экспериментально до сих пор

не наблюдалось. Таким образом, в отсутствии зеемановского расщепления при темпера-

турах 1/τv ≪ T ≪ 1/τ , металлическое поведение ρ(T ) в области низких температур не

разрушается наличием конечного междолинного расщепления ∆v ≫ 1/τv. Это находится

в согласии с экспериментальными наблюдениями работ [87, 88, 76, 77, 78].

При наличии сравнительно слабого параллельного магнитного поля ∆s < T
(I)
max, воз-

можно три вида поведения ρ(T ), проиллюстрированных на рисунке 1.6б. Во всех трёх

случаях сопротивление имеет максимум при температуре T = T
(I)
max и растёт при умень-

шении температуры. Как видно из рисунка 1.4, в области температур между ∆s и ∆v,

возможно металлическое (кривая a на Рис. 1.6б), диэлектрическое (кривая b на Рис. 1.6б)

16Например, для Si-МОП структуры с электронной концентрацией около 1011 см−2 величина T
(I)
max равна

нескольким градусам Кельвина.
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Рисунок 1.6: Схематическая зависимость сопротивления ρ от температуры T в случае а) нулевого

зеемановского расщепления, б) ∆s < ∆v, в) сильного магнитного поля: ∆v, T
(I)
max < ∆s.

и немонотонное (кривая c на Рис. 1.6б) поведение ρ(T ). Как следствие, в присутствии па-

раллельного магнитного поля также возможно существование зависимости ρ(T ) с двумя

максимами. Таким образом, наличие как междолинного расщепления так и зеемановского

расщепления приводит к изменению температурной зависимости сопротивления при низ-

ких температурах (больших 1/τv) с металлической на диэлектрическую в полном согласии

с экспериментами [87, 88, 76, 77, 78].

В больших параллельных магнитных полях ∆s > T
(I)
max точка максимума при T = T

(I)
max

отсутствует и возможно только два вида зависимости ρ(T ), как показано на рисунке 1.6в.

Если T
(II)
max < ∆v, то температурная зависимость сопротивления монотонная и диэлек-

трическая (кривая a на Рис. 1.6в). Здесь T
(II)
max обозначает температуру максимума со-

противления как следует из решения уравнений (1.55)-(1.57). В противоположном случае

T
(II)
max > ∆v, типичная зависимость сопротивления от температуры показана кривой b на

рисунке 1.6в. Поэтому, если междолинное расщепление достаточно большое, ∆v > T
(II)
max , то

в параллельных полях таких, что ∆s ∼ T
(I)
max, поведение сопротивления должно изменятся

с металлического на диэлектрическое. Это находится в согласии с экспериментальными

даными для Si-МОП структур [76, 79]. Однако, если междолинное расщепление ∆v < T
(II)
max ,

то максимум в зависимости ρ(T ) остаётся и в присутствии параллельного магнитного по-

ля, смещаясь в сторону более низких температур.

Кроме интересного поведения сопротивления с температурой, развитая в этом разделе

теория предсказывает интересное поведение спиновой и долинной восприимчивостей при

понижении температуры. Рассмотрим отношение статических восприимчивостей χv/χs.

На рисунке 1.7 схематически представлена зависимость χv/χs от T при фиксированном

значении междолинного расщепления и для разных значений зеемановского расщепления.

При высоких температурах, T ≫ ∆v,∆s, отношение восприимчивостей равно единице,
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Рисунок 1.7: Схематическая зависимость отношения χv/χs от температуры для случая ∆s < ∆v

(кривая a), для ∆s = ∆v (кривая b), и для ∆s > ∆v (кривая c). Характерные температурные

масштабы Ta,c ≡ ∆s.

χv/χs = 1. При T ≪ ∆v,∆s, находим

χv

χs





< 1 , ∆s < ∆v,

= 1 , ∆s = ∆v,

> 1 , ∆s > ∆v.

(1.66)

Таким образом, отношение χv/χs при T → 0 чувствительно к величине отношения ∆v/∆s.

Этот факт может быть использован для альтернативного измерения величины междолин-

ного расщепления в Si-МОП структурах.

Для наблюдения второго максимума в зависимости сопротивления от температуры тре-

буется иметь достаточно широкий интервал между 1/τv и ∆v. Экспериментальные данные

по магнитосопротивлению в Si-МОП структуре [84] позволяют оценить время междолин-

ного рассеяния. В интервале электронных концентраций 3 − 6 · 1011 см−2 величина 1/τv

оказывается порядка 0.36 K. В том же интервале электронных концентраций междолинное

расщепление остаётся постоянным, но зато меняется от образца к образцу [85]. Из дан-

ных по сопротивлению в параллельном поле междолинное расщепление ∆v было оценено

порядка 0.4− 0.7 К. Такое соотношение между 1/τv и ∆v затрудняет наблюдение второго

максимума в зависимости ρ(T ) [118]. Отметим, что эксперименты для Si-МОП структуры

по магнетотранспорту в параллельном поле показывают отсутствие заметной анизотропии

с изменением направления тока относительно направления магнитного поля [78]. Это ука-

зывает на малость эффектов, связанных со спин-орбитальным взаимодействием, которое

приводит к процессам релаксации спина.

В заключение этого раздела отметим, что идея о необходимости появления трёхпара-

метрического скейлинга на масштабах L≫ min{Ls, Lv} и уравнения ренормализационной
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группы (1.55)-(1.57) и (1.62)-(1.64) были подтверждены в работах [119, 120]. Также в этих

работах был исследован вопрос о том, как устроены уравнения ренормализационной груп-

пы на масштабах, соответствующих температурам T ≪ 1/τv ≪ ∆v. При этом оказалось,

что в случае нулевого зеемановского расщепления уравнения ренормализационной груп-

пы оказываются в точности такими же как для однодолинной электронной системы [63],

т.е. сохраняется металлическое поведение сопротивления с температурой. Для конечного

зеемановского расщепления такого, что ∆s ≫ ∆v ≫ 1/τv, при T ≪ 1/τv уравнения ренор-

мализационной группы оказываются такими же как для однодолинной системы в присут-

ствии параллельного магнитного поля [63]. Как известно, в этом случае сопротивление

зависит от температуры диэлектрическим образом. Таким образом, при прохождении по

температуре масштаба 1/τv зависимость сопротивления от температуры в двухдолинной

электронной системе качественно не меняется.

1.4 Двумерная неупорядоченная электронная жидкость

в двойной квантовой яме

1.4.1 Введение

В этом разделе результаты (1.27) применяются к описанию зависимости сопротивления

от температуры в двумерной электронной системе с двумя почти идентичными кванто-

выми ямами и с общими рассеивателями. Будет рассмотрен наиболее интересный случай

баланса, когда концентрации и подвижности электронов в обоих квантовых ямах совпа-

дают. Результаты, полученные для случая баланса, будут сравниваться со случаем, когда

одна из квантовых ям полностью обеднена электронами. В этом разделе предполагает-

ся, что выполняются следующие соотношения 1/τ+−,∆s,∆SAS ≪ T ≪ 1/τtr, где 1/τ+− –

это время упругого рассеяния между симметричным и антисимметричным состояниями в

структуре с почти идентичными квантовыми ямами, а ∆SAS – расщепление между этими

состояниями. Такие условия были реализованы в недавних экспериментах [102, 103].

1.4.2 Микроскопический гамильтониан

В случае двух почти одинаковых квантовых ям оператор уничтожения электрона удобно

записать в базисе симметричного и антисимметричного состояний:

ψσ(R) = ψσ
τ (r)ϕτ (z), ϕτ (z) =

ϕl(z) + τϕr(z)√
2

. (1.67)
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Здесь мы считаем, что движение электрона вдоль оси z ограниченно наличием квантовых

ям, r обозначает координатный вектор в плоскости перпендикулярной оси z, аR = r+zez.

Индекс σ = ± обозначает проекцию спина электрона на ось z, изоспиновый индес τ = ±
нумерует симметричное (+) и антисимметричное (−) состояния в двойной квантовой яме,

ψσ
τ обозначает оператор уничтожения состояния с проекциями спина σ/2 и изоспина τ/2,

соответственно. Нормированные волновые функции ϕl,r(z) = ϕ(z ± d/2) описывают элек-

трон, локализованный в левой/правой квантовой яме. Ниже будем пренебрегать пере-

крытием волновых функций в левой и правой ямах. Также будем считать выполненным

условие [
∫
dz ϕ4(z)]−1 ≪ d, где d – это расстояние между центрами квантовых ям, которое

означает, что квантовые ямы достаточно узкие.

Рассматриваемая электронная система описывается статистической суммой в большом

каноническом ансамбле:

Z =

∫
D[ψ̄, ψ] expS[ψ̄, ψ] (1.68)

с действием в мнимом времени

S = −
β∫

0

dt
{∫

drψ̄σ
τ (rt)

[
∂t + H0

]
ψσ

τ (rt) − Ldis − Lint

}
. (1.69)

Одночастичный гамильтониан

H0 = − ∇2

2me
− µ+

1

2
(∆sσ + ∆SASτ) (1.70)

описывает двумерную частицу с массой me. Магнитное поле B, перпендикулярное оси

z приводит к зеемановскому расщеплению ∆s = gµBB. Расщепление ∆SAS по энергии

между симметричным и антисимметричным состояниями может быть оценено порядка

2ϕ(d/2)ϕ′(d/2)/me [121].

Заметим, что одночастичный гамильтониан (1.70) полностью аналогичен гамильтони-

ану (1.32) предыдущего раздела, в котором рассматривалась двухдолинная электронная

система в Si-МОП структуре. В последнем случае индекс τ относился к долинам, а ∆SAS

играло роль междолинного расщепления.

Следующий член

Ldis = −
∫
dr ψ̄σ

τ1(rt)Vτ1τ2(r)ψ
σ
τ2(rt) (1.71)

описывает рассеяние электронов на случайном потенциале V (R). Матричные элементы

определены как

Vτ1τ2(r) =

∫
dz V (R)ϕτ1(z)ϕτ2(z). (1.72)
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В общем случае, матричные элементы Vτ1τ2 приводят к переходам между симметрич-

ным и антисимметричным состояниями в двойной квантовой яме. В случае зеркально-

симметричного случайного потенциала: V (r, z) = V (r,−z), переходов между симметрич-

ным и антисимметричным состояниями нет.

Имея в виду эксперименты [102, 103], будем в дальнейшем предполагать, что примеси,

создающие случайный потенциал V (R), сосредоточены в плоскости, перпендикулярной

оси z и проходящей по середине между квантовыми ямами. Также будем считать распре-

деление случайного потенциала V (R) гауссовым, причём

〈V (R)〉 = 0, 〈V (R1)V (R2)〉 = W (|r1 − r2|, |z1|, |z2|), (1.73)

где функция W (x) отличается от нуля при x . dW . Если следующее условие

[∫
dz ϕ4(z)

]−1

≪ d (1.74)

выполняется, то можно пренебречь различием (порядка ϕ(d/2)ϕ′(d/2)) во временах рас-

сеяния между симметричными состояниями и антисимметричными состояниями. Тогда,

〈Vτ1τ2(r1)Vτ3τ4(r2)〉 = W (|r1 − r2|, d/2, d/2) δτ1τ2δτ3τ4 . (1.75)

Считая, что случайный потенциал скоррелирован на малых масштабах 17, находим

〈Vτ1τ2(r1)Vτ3τ4(r2)〉 =
1

2πν⋆τi
δτ1τ2δτ3τ4δ(r1 − r2), (1.76)

1

τi
= 2πν⋆

∫
d2rW (|r|, d/2, d/2).

Напомним, что здесь ν⋆ – это термодинамическая плотность состояний двумерных элек-

тронов (включая спин). Подчеркнем, что электроны в обеих квантовых ямах чувствуют

скоррелированный беспорядок, так как рассеиваются на одних и тех же примесях.

Небольшая ассиметрия распределения примесей вдоль оси z приводит к рассеянию

между симметричным и антисимметричным состояниями. Скорость такого рассеяния

можно оценить как 1/τ+− ∼ (b/d)2/τi ≪ 1/τi, где b – это типичная длина, характери-

зующая ассиметрию. В дальнейшем таким рассеянием будем пренебрегать.

17В экспериментах [102, 103] случайный потенциал создавался заряженными примесями, расположен-

ными вблизи плоскости z = 0. В этом случае характерный масштаб случайного потенциала определяется

трёхмерной длиной экранировки, т.е. dW ∼ 1/
√

κkF . Для того, чтобы считать такой случайный потен-

циал скоррелированным на малых масштабах, должно выполняться условие dW ≪ l или, эквивалентно,

kF l ≫
√
kF /κ.
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Часть лагранжиана, отвечающая за электрон-электронное рассеяние, имеет вид

Lint = −1

2

∫
dRdR′ρ(Rt)U(|R−R′|) ρ(R′t), (1.77)

где U(R) = e2/ǫR.

Представляя оператор электронной плотности в виде ρ(Rt) = ψ̄σ
τ1

(rt)ψσ
τ2

(rt)ϕτ1(z)ϕτ2(z)

и предполагая выполненным условие (1.74), находим, что

Lint = −1

8

∫
drdr′ ψ̄σ1

τ1
(rt)ψσ1

τ2
(rt)ψ̄σ2

τ3
(r′t)ψσ2

τ4
(r′t)

[
(1 + τ1τ2τ3τ4)U11(|r − r′|)+

+(τ1τ2 + τ3τ4)U12(|r − r′|)
]
. (1.78)

Здесь

U11(r) =
e2

ǫ

∫
dzdz′

ϕ2
l (z)ϕ

2
l (z

′)√
r2 + (z − z′)2

≈ e2

ǫr
(1.79)

представляет собой электрон-электронное взаимодействие внутри одной ямы. Взаимодей-

ствие электронов из разных ям имеет следующий вид

U12(r) =
e2

ǫ

∫
dzdz′

ϕ2
l (z)ϕ

2
r(z

′)√
r2 + (z − z′)2

≈ e2

ǫ
√
r2 + d2

. (1.80)

Из-за отличия U11 и U12 лагранжиан Lint не являет инвариантным относительно глобально-

го SU(4) поворота электронных операторов ψσ
τ в спиновом и изоспиновом пространствах.

Именно вид лагранжиана взаимодействия Lint отличает задачи о электронах в двойной

квантовой яме и в Si-МОП структуре.

Стандартным образом удобно выделить низкоэнергетическую часть лагранжиана Lint

с малыми передачами импульса (см., например [63, 64, 53]). Тогда,

Lint =
1

4ν⋆

∫ ′ dq

(2π)2

3∑

a,b=0

Fab(q)m
ab(q)mab(−q), mab(q) =

∫
dk

(2π)2
ψ̄(k + q)tabψ(k). (1.81)

Здесь ψ̄ = {ψ̄+
+ , ψ̄

−
+, ψ̄

+
− , ψ̄

−
−}, ψ = {ψ+

+, ψ
−
+ , ψ

+
− , ψ

−
−}T , а знак штриха у интеграла означает,

что интегрирование по q ограничено условием ql . 1. Как и в предыдущем разделе 16

матриц tab = τa ⊗σb являются генераторами группы SU(4). Матрица параметров взаимо-

действия имеет вид

F(q) =




Fs Ft Ft Ft

F̃s Ft Ft Ft

Fv Fv Fv Fv

Fv Fv Fv Fv



, (1.82)
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где

Ft = −ν⋆

2
〈U scr

11 (0)〉FS, Fv = −ν⋆

2
〈U scr

12 (0)〉FS, Fs/F̃s = ν⋆[U11(q) ± U12(q)] + Ft. (1.83)

Здесь U11(q) = 2πe2/qǫ, U12(q) = U11(q) exp(−qd). Величины Ft и Fv аналогичны стан-

дартным ферми-жидкостным параметрам в триплетном канале. Они определяются ста-

тической частью динамически экранированного взаимодействия U scr
11/12(q, ω), усредненной

по ферми-поверхности. В случае равных электронных концентраций и подвижностей в

обоих квантовых ямах

〈U scr
11/12(0)〉FS =

2π∫

0

dθ

2π
U scr

11/12(2kF sin(θ/2), 0), (1.84)

где kF – это импульс Ферми для электронов в одной квантовой яме. Параметр взаимо-

действия Fs содержит кулоновское взаимодействие на малом импульсе. В пределе q → 0,

Fs(q) ≈ 2κ/q → ∞, где κ = 2πe2ν⋆/ǫ. При этом

F̃s = κd+ Ft. (1.85)

При d = 0, когда две квантовые ямы превращаются в одну, параметры взаимодей-

ствия F̃s, Ft, Fv равны: F̃s = Ft = Fv. В этом случае рассматриваемая система анало-

гична Si-МОП структуре. В противоположном предельном случае d → ∞, взаимодей-

ствие электронов в разных ямах исчезает и F̃s = Fs, а Fv = 0. При этом действие (1.69)

(для ∆SAS = ∆s = 0) становится инвариантным относительно глобальных SU(2) поворо-

тов электронного спина в каждой яме отдельно. При промежуточных значениях d, дей-

ствие (1.69) также инвариантно относительно глобальных SU(2)× SU(2) поворотов, если

∆SAS и ∆s равны нулю.

Параметры Ft и Fv определяются экранированным кулоновским взаимодействием

внутри и между квантовыми ямами. В приближении случайных фаз динамически экра-

нированное взаимодействие хорошо известно [122, 123, 124]:

U scr
11 =

U11 + Π2[U
2
11 − U2

12]

1 + [Π1 + Π2]U11 + Π1Π2[U2
11 − U2

12]
, (1.86)

U scr
12 =

U12

1 + [Π1 + Π2]U11 + Π1Π2[U2
11 − U2

12]
, (1.87)

U scr
22 =

U11 + Π1[U
2
11 − U2

12]

1 + [Π1 + Π2]U11 + Π1Π2[U
2
11 − U2

12]
. (1.88)

В диффузионном приближении (ql ≪ 1, ωτtr ≪ 1) поляризационные операторы имеют

вид

Πj(q, ω) = ν⋆
Djq

2

Djq2 − iω
, j = 1, 2, (1.89)
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где Dj – это коэффициент диффузии в j-ой квантовой яме. Заметим, что при D1 6= D2

динамически экранированное взаимодействие в первой и второй ямах разные. В случае

одинаковых электронных концентраций и подвижностей D1 = D2 = D, U scr
11 = U scr

22 и

U scr
11/12 =

κ

2ν⋆q

(
Dq2 − iω

){ 1 + e−qd

Dq
[
q + κ(1 + e−qd)

]
− iω

± 1 − e−qd

Dq
[
q + κ(1 − e−qd)

]
− iω

}
. (1.90)

При qd ≫ 1 влияние электронов в правой яме на динамически экранированное взаимо-

действие в левой яме пренебрежимо мало. В противоположном случае, qd≪ 1, электроны

правой ямы влияют на динамически экранированное взаимодействие в левой яме только

при κd . 1.

Оценки для параметров взаимодействия

Оценим параметры взаимодействия Ft и Fv в случае равной электронной концентрации в

обоих квантовых ямах. Используя уравнения (1.86) и (1.87), найдём

Ft ± Fv = −
2π∫

0

dθ

4π

κ(1 ± e−2kF d sin θ/2)

2kF sin θ
2

+ κ(1 ± e−2kF d sin θ/2)
. (1.91)

Для применимости приближения случайных фаз, использованного при выводе выраже-

ний (1.86)-(1.87), будем считать выполненным условие κ/kF ≪ 1. Как следует из (1.91),

Ft и Fv отрицательные и |Ft| > |Fv|. Параметр F̃s отрицательный при малых значениях d

и положительный при больших d. Зависимость критического значения dc, при котором F̃s

обращается в нуль, от безразмерного параметра κ/kF показана на Рис. 1.8. Заметим, что

|F̃s| 6 |Ft| при d < dc.

Для случая одной квантовой ямы параметр взаимодействия в триплетном канале, ко-

торый будем в этом разделе обозначать как F 0
t , оценивается выражением (1.46). В случае

квантовых ям с равными концентрациями электронов получаем следующую оценку при

kFd≫ 1:

Ft = F 0
t +

1

8πkFd
G1(κd), Fv =

1

8πkFd
G2(κd), (1.92)

G1(x) =
3x exE1(x)

x+ 1
+

2x e−2x/(x−1)

x2 − 1
E1

(
− 2x

x − 1

)
, G2(x) = G1(x) −

4x exE1(x)

x+ 1
.

Здесь функция E1(x) обозначает интегральную экспоненту, E1(x) =
∫∞

x
dt exp(−t)/t.
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Рисунок 1.8: Зависимость значения параметра κdc, при котором F̃s = 0, от отношения κ/kF .

1.4.3 Уравнения ренормализационной группы в однопетлевом

приближении

Матрица амплитуд взаимодействия Γ имеет ту же матричную структуру, что и матрица

F (см. (1.82)). Удобно ввести следующие обозначения (a = 1, 2, 3 и b = 0, 1, 2, 3):

Γ10 = zγ̃s = − zF̃s

1 + F̃s

, Γ0a = Γ1a = zγt = − zFt

1 + Ft
, Γ2b = Γ3b = zγv = − zFv

1 + Fv
. (1.93)

Ещё раз напомним, что выполняется соотношение Γ00 = −z, так как рассматривается

случай кулоновского взаимодействия. Наличие в гамильтониане (1.70) зеемановского рас-

щепления ∆s и расщепления ∆SAS между симметричным и антисимметричным состоя-

ниями приводит к появлению в действии (1.1) членов (1.6), понижающих симметрию. В

этом разделе будут исследоваться относительно высокие температуры T ≫ ∆s,SAS или,

эквивалентно, малые масштабы L≪
√
σxx/(16z∆s,SAS).

Подставляя определения (1.93) в общие однопетлевые уравнения ренормализационной

группы (1.27), получаем

dσxx

dy
= −2

π

[
2 + 1 + f(γ̃s) + 6f(γt) + 8f(γv)

]
, (1.94)

dγ̃s

dy
=

1 + γ̃s

πσxx

[
1 − 6γt − γ̃s + 8γv + 16γv

γ̃s − γv

1 + γv

]
, (1.95)

dγt

dy
=

1 + γt

πσxx

[
1 − γ̃s + 2γt + 8γv

γt − γv

1 + γv

]
, (1.96)

dγv

dy
=

1

πσxx

[
1 + γ̃s + γv − γv(6γt + γ̃s) + 8γ2

v

]
, (1.97)

d ln z

dy
=

1

πσxx

[
γ̃s + 6γt + 8γv − 1

]
. (1.98)

Уравнения (1.94)-(1.98) впервые были получены в работе [114]. Заметим, что правая часть

уравнений (1.95) и (1.96) не полиномиальна по амлитуде взаимодействия γv. Во всех
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случаях, которые изучались до сих пор, правые части однопетлевых уравнений ренор-

мализационной группы для амплитуд взаимодействия были полиномами второй степе-

ни [63, 64, 117, 119, 120]. Этот факт тесно связан с инвариантностью действия Sσ +SF при

глобальных вращениях (1.7) матрицы Q. Как это следует из уравнений (1.8), действие

Sσ + SF с амплитудами взаимодействия (1.93) инвариантно относительно вращений (1.7)

с χab = χδacδbd, где c = 0, 1, а d = 1, 2 или 3, если выполняется соотношение γt = −1.

То же самое относится к вращениям с χab = χδa1δb0, если γ̃s = −1. Это гарантирует, что

γt = −1 и γ̃s = −1 являются фиксированными точками ренормализационной группы.

Поэтому правые части уравнений ренормализационной группы не должны иметь особен-

ностей при γt = −1 и γ̃s = −1. При значении амплитуды взаимодействия γv равном −1

действие Sσ + SF не оказывается инвариантным относительно вращений (1.7). Именно,

этот факт и приводит к возможности появления членов пропорциональных 1/(1 + γv),

которые расходятся при γv = −1, в уравнениях (1.95) и (1.96).

Уравнения (1.94)-(1.97) описывают четырехмерную (σxx, γ̃s, γt, γv) диаграмму потока

ренормализационной группы. Во-первых, двумерная поверхность γt = γv = γ̃s является

инвариантной относительно ренормализационной группы. Эта поверхность соответствует

случаю совпадающих квантовых ям (d = 0). В этом случае уравнения (1.94)-(1.98) пол-

ностью эквивалентны уравнениям (1.49)-(1.51) для электронной жидкости с двумя доли-

нами. Однако, эта поверхность неустойчива: небольшое различие в начальных значениях

амплитуд взаимодействия, например, из-за конечного расстояния d между ямами, уве-

личивается в процессе потока ренормализационной группы. Во-вторых, поток сохраняет

двумерную поверхность γv = 0, γ̃s = −1, которая является устойчивой. Эта поверхность

реализуется в пределе двух отдельных квантовых ям (d = ∞). Кроме этого, имеются ещё

дополнительные интересные особенности потока. Например, сохраняется двумерная по-

верхность γt = γ̃s = −1. Также сохраняется линия γ̃s = −1, γv = −1/2, γt = −1/3 в рамках

однопетлевого приближения. К сожалению, последние две особенности потока нельзя на-

блюдать в двойной квантовой яме. Действительно, начальные значения параметров γt, γv

и γ̃s удовлетворяют неравенствам

γt(0) > γv(0) > 0, γt(0) > γ̃s(0). (1.99)

Используя уравнения (1.95)-(1.97), можно доказать, что в процессе потока ренормализаци-

онной группы условия γt > γv > 0 и γt > γ̃s сохраняются, а γt всегда возрастает. Начиная

с начальных значений параметров γt, γv и γ̃s, удовлетворяющих условиям (1.99), поток

ренормализационной группы приводит к тому, что γv обращается в нуль, γ̃s стремится к

−1, а γt неограниченно возрастает (см. Рис. 1.9).

54



3Γv

1�H4ΓtL

-Γs
�

0 5

0.5

1

0.5

1

y

-
Γ

s�
,

1�
H4
Γ

tL
,

3
Γ

v
Рисунок 1.9: Зависимость величин γt, γv, и γ̃s от y. Выбраны следующие начальные значения

γt(0) = 0.35, γv(0) = 0.01, γ̃s(0) = −0.77, и σxx(0) = 6.

Также как и в случае электронной жидкости с двумя долинами, зависимость σxx от тем-

пературы является металлического типа: проводимость возрастает на больших масштабах.

В зависимости от знака величины 2+Kee, где Kee = 1+f(γ̃s(0))+6f(γt(0))+8f(γv(0)), со-

противление убывает с ростом y монотонно (при 2+Kee < 0) или проходит через максимум

(при 2 +Kee > 0).

Проводимость σ′
xx, перенормируемая согласно уравнению (1.94), представляет собой

полную проводимость электронной системы в двойной квантовой яме, которую можно

представить в виде σ′
xx = σ′

11+σ′
22+σ′

12+σ′
21, где σ′

11 и σ′
22 – это проводимости внутри кван-

товой ямы (левой и правой, соответственно), а σ′
12 и σ′

21 обозначают транспроводимость,

которая характеризует эффект увлечения электронов в одной яме при приложении элек-

трического поля в другой яме. В случае одинаковых квантовых ям, естественно σ′
11 = σ′

22

и σ′
12 = σ′

21. В экспериментах [102, 103] измерялась полная проводимость σ′
xx. В принци-

пе, в исследуемой экспериментально гетероструктуре с двойной квантовой ямой мог бы

быть измерен и эффект увлечения. Как было показано в работе [125], в случае общего

беспорядка в низшем порядке по обратной проводимости транспроводимость определяет-

ся только куперовским взаимодействием. Однако, в работе [125] в канале частица-дырка

было учтено только межэлектронное взаимодействие U scr
12 . Можно показать [114], что ак-

куратный учёт межэлектронного взаимодействия в канале частица-дырка (т.е., учёт Γs,

Γ̃s, Γt, и Γv) не меняет вывод работы [125]: однопетлевой вклад в транспроводимость σ′
12

от электронного взаимодействия в канале частица-дырка равен нулю.
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1.4.4 Время сбоя фазы

Наличие правой ямы меняет свойства электронов в левой яме. Одной из важных харак-

теристик взаимодействующих электронов в случайном потенциале является время сбоя

фазы [54]. В частности, зависимость времени сбоя фазы от температуры определяет тем-

пературное поведение слаболокализационной поправки к проводимости. Поэтому интерес-

но выяснить, как наличие электронов в правой квантовой яме меняет время сбоя фазы

электронов в левой яме по сравнению со случаем, когда правая яма пуста.

Будем рассматривать случай баланса. Обобщая известные результаты [45, 46, 126] на

рассматриваемый случай двух квантовых ям, найдём следующее выражение для времени

сбоя фазы в левой яме:

1

τφ
= − 2

σxx

∫

τ−1
φ

dω

∫
d2q

(2π)2

ReDR
q (ω)

sh (ω/T )

∑

ab

Im U(ab)(q, ω). (1.100)

где

U(ab)(q, ω) =
Γab

z
D(ab),R

q (ω)[DR
q (ω)]−1. (1.101)

Производя интегрирование по импульсу и частоте и обрезая логарифмически расходящи-

еся интегралы самим временем сбоя фазы, получим

1

τφ
= A

T

2σxx
lnTτφ, A =

1

2

[
1 +

γ̃2
s

2 + γ̃s
+ 6

γ2
t

2 + γt
+ 8

γ2
v

2 + γv

]
. (1.102)

Заметим, что в этом выражении параметры взаимодействия γ̃s, γt, γv и проводимость σxx

должны браться на масштабе LT =
√
σxx/zT .

Полезно сравнить уравнение (1.102) с результатом для случая, когда электроны в пра-

вой яме отсутствуют. Беря предел d → ∞ в выражении (1.102), т.е. полагая γ̃s = −1,

γv = 0, и γt = γt,0, находим [126]

A → A0 =

[
1 +

3γ2
t,0

2 + γt,0

]
, (1.103)

где начальное значение для γt,0 равно γt,0(0) = −F 0
t /(1 + F 0

t ).

1.4.5 Обсуждение результатов и сравнение с экспериментом

Недавно экспериментально изучались слаболокализационные поправки [102] и поправ-

ки от взаимодействия [103] в проводимости двойной квантовой ямы в гетероструктуре

AlxGa1−xAs/GaAs/AlxGa1−xAs. Детально исследовались две гетероструктуры 3243 и 3154,
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Таблица 1.2: Параметры образцов, изучаемых в работах [102, 103].

образец n, 1011 см−2 kF , 106 см−1 κ, 106 см−1 d, 10−6 см κd kFd κ/kF

#3154 4.5 1.7 2 1.8 3.6 3.06 1.18

#3243 7.5 2.2 2 1.8 3.6 3.95 0.91

различающиеся уровнем допирования. Из анализа магнетопроводимости находились вре-

мя сбоя фазы и величина Kee. Измением напряжения на затворе контролировалась элек-

тронная концентрация в правой яме. Экспериментально электронная концентрация n бы-

ла такова, что проводимость при высоких температурах (4.2 К) была примерно равна

80 e2/h. Поэтому физика, связанная с ренормгрупповым потоком (1.94)-(1.98), не наблю-

далась. Основным и неожиданным наблюдением работ [102, 103] был тот факт, что время

сбоя фазы (коэффициент A в уравнении (1.102)) и поправка от взаимодействия в проводи-

мость (параметр Kee) как в случае баланса, так и в случае полного обеднения электронами

одной из ям были практически одинаковыми. На первый взгляд это кажется удивитель-

ным, если считать, что γt(0) ≈ γ̃s(0) ≈ γv(0) ≈ γt,0(0). Экспериментальные результаты

работ [102, 103] представлены в таблице 1.2. Теоретические оценки для параметров взаимо-

действия представлены в таблице 1.3. В экспериментальной ситуации величина κd = 3.6.

При этом параметр взаимодействия Fv близок к нулю, Ft и F 0
t совпадают друг с другом,

а F̃s приближённо равен κd. Сравнение между теоретическими и экспериментальными

значениями для величин Kee, A, Kee,0 = 1 + 3f(γt,0(0)) и A0 представлены в таблице 1.4.

Как видно из таблицы, теоретические оценки находятся в хорошем согласии с экспери-

ментальными данными. Заметим, что так как величина Kee,0 положительна для κ/kF . 1,

существенный эффект в поправке от взаимодействия в проводимость может быть виден

в двойной квантовой яме с параметром κd . 1, если с помощью напряжения затвора пе-

ревести электронную систему из случая полного обеднения электронами одной из ям в

случай баланса, в котором ожидается Kee < 0.

Как было отмечено выше, построенная теория справедлива при температурах T ≫
∆SAS,∆s, 1/τ+−. В экспериментах [102, 103] зеемановское расщепление (в полях, при кото-

рых измерялось магнитосопротивление) и ∆SAS оцениваются как ∆s . 0.2 K и ∆SAS . 1

K, соответственно. Небольшая ассиметрия в расположении примесей вдоль оси z приводит

к появлению упругого рассеяния между симметричным и антисимметричным состояния-

ми. Соответствующее время (1/τ+−) может быть экспериментально оценено из темпера-
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Таблица 1.3: Теоретические оценки для параметров взаимодействия при условиях, соответству-

ющим образцам 3154 и 3243 из работ [102, 103].

образец F̃s Ft Fv γ̃s(0) γt(0) γv(0) F 0
t γt,0(0)

#3154 3.34 −0.26 −0.009 −0.77 0.35 0.009 −0.26 0.35

#3243 3.37 −0.23 −0.007 −0.77 0.30 0.007 −0.23 0.30

Таблица 1.4: Сравнение теоретических оценок и экспериментальных данных для величин Kee,

A, Kee,0 и A0.

Теория Эксперимент

#3154 #3243 #3154 #3243

Kee 0.59 0.72 0.50 ± 0.05 0.57 ± 0.05

Kee,0 0.52 0.59 0.53 ± 0.05 0.60 ± 0.05

A 0.89 0.86

A0 1.15 1.12

A/A0 0.77 0.77 1.00 ± 0.05 1.00 ± 0.05

турной и магнитополевой зависимости слаболокализационной поправки к проводимости.

Как хорошо известно [54], в случае отсутствия упругого рассеяния между симметричным

и антисимметричным состояниями (1/τ+− = 0), наличие ∆s и/или ∆SAS не влияет на

слаболокализационную поправку. В отсутствии магнитного поля слаболокализационная

поправка для обоих предельных случаев ∆SAS ≪ 1/τ+− и ∆SAS ≫ 1/τ+− может быть

записана в виде:

δσWL
xx =

1

π
ln
[τ 2

tr

τφ

( 1

τφ
+

1

τ12

)]
, (1.104)

где 1/τ12 ∼ min{∆2
SASτ+−, 1/τ+−}. Выражение (1.104) ведет себя с температурой при вы-

соких температурах (1/τφ ≫ 1/τ12) также как в двухдолинной системе, а при низких

температурах (1/τφ ≪ 1/τ12) как в однодолинной системе. В экспериментах [102] 1/τ12,

оцененное из магнитополевой зависимости слаболокализационной поправки, оказалось по-

рядка 0.1 K. С учётом оценки ∆SAS . 1 K, это даёт 1/τ+− ∼ 1/τ12 . 0.1 K. Таким образом,

корректно сравнивать построенную теорию с экспериментами [102, 103] при температурах

T & 1 K, а именно в этом температурном режиме эксперименты и проводились.
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1.5 Переход Андерсона в неупорядоченной бесспиновой

электронной жидкости

1.5.1 Введение

В этом разделе будет изучаться переход Андерсона в бесспиновой неупорядоченной элек-

тронной системе. Физически, такая ситуация реализуется в однодолинной электронной си-

стеме в присутствии достаточно сильных магнитных примесей или сильного магнитного

поля, полностью поляризующего спины электронов. Для случая бесспиновых электронов

однопетлевые уравнения ренормализационной группы хорошо известны [63] и предсказы-

вают в d = 2 температурную зависимость сопротивления диэлектрического типа. Этот

факт указывает на вероятное отсутствие перехода металл-изолятор в d = 2 бесспино-

вой электронной системе. Для проверки этой гипотезы в этом разделе будет вычислена

поправка к проводимости бесспиновых электронов в следующем порядке по малому без-

размерному параметру 1/kF l.

1.5.2 Уравнения ренормализационной группы в однопетлевом

приближении

В рассматриваемом случае полностью поляризованной по спину электронной системы в

действии (1.2) и (1.3) матрица Q пропорциональна генератору t00, а все параметры взаи-

модействия кроме Γ33 = Γ30 = Γ03 = Γ00 равны нулю. В этом случае действие (1.1) опи-

сывает четыре полностью эквивалентные системы бесспиновых электронов. Естественно,

что физический интерес представляет величина σ̃xx = σxx/4 – проводимость для одной

системы 18. Для общности в этом разделе будем рассматривать общий случай электрон-

электронного взаимодействия, в том числе и случай короткодействия. В последнем слу-

чае соотношение Γ00 = −z не обязано выполняться и поэтому удобно ввести параметр

γs = Γ00/z. В случае кулоновского взаимодействия γs = −1, в случае невзаимодействую-

щих электронов γs = 0, а в случае короткодействующего межэлектронного взаимодействия

γs принимает промежуточные значения 19. Члены вида (1.6), понижающие симметрию, от-

18Альтернативно, можно считать, что матрица Q пропорциональна комбинации (t00 + t03 + t30 + t33)/4, а

все параметры взаимодействия кроме Γ00 равны нулю. Тогда действие (1.1) будет описывать одну систему

бесспиновых электронов.
19Соотношение γs = −1 выполняется для любого межэлектронного взаимодействия, для которого

1/U(q) → 0 при q → 0. Если U(r) на больших расстояниях спадает как r−λ, то γs = −1 для всех λ < d.
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сутствуют.

Используя общие однопетлевые уравнения ренормализационной группы (1.27), полу-

чаем хорошо известные результаты для полностью поляризованной по спину электронной

системы [60]:

dσ̃xx

dy
= −2

π
f(γs), (1.105)

dγs

dy
= −γs(1 + γs)

πσ̃xx
, (1.106)

dz

dy
= −dΓ00

dy
=

Γ00

πσ̃xx
. (1.107)

В уравнении (1.105) отсутствует вклад, связанный со слабой локализацией, так как силь-

ное перпендикулярное поле, которое поляризует электронный спин, подавляет вклады от

куперонов. Заметим, что однопетлевое уравнение ренормгруппы для всех −1 6 γs < 0

предсказывает уменьшение проводимости с увеличением размера системы, т.е. диэлек-

трическое поведение.

Уравнение (1.106) предсказывает существование двух фиксированных точек: при γs =

0 (устойчивой) и при γs = −1 (неустойчивой). Таким образом, в случае электронов пол-

ностью поляризованных по спину оказывается, что система с короткодействующим меж-

электронным взаимодействием на больших масштабах становится эквивалентна системе

невзаимодействующих электронов [60]. Электроны полностью поляризованные по спину с

кулоновским взаимодействием представляют систему с другим классом универсальности.

Именно, в этом случае представляет интерес вычисление уравнений ренормализационной

группы для проводимости в двухпетлевом приближении.

1.5.3 Вычисление проводимости в двухпетлевом приближении

Для вычисления проводимости в двухпетлевом приближении удобно использовать метод

размерной регуляризации, т.е. производить все вычисления в размерности d = 2 + ǫ с

ǫ → 0+. При этом логарифмические расходимости в размерности d = 2 заменяются на

степенные 1/ǫk. Хорошо известно, что в случае безмассовой теории размерная регуля-

ризация имеет свойство смешивать инфракрасные и ультрафиолетовые особенности [10].

В дальнейшем случай γs = −1 будем называть случаем кулоновского взаимодействия. Если соотношение

1/U(q) → 0 при q → 0 не выполняется, то такое взаимодействие будем называть короткодействующим. К

этому случаю относятся как экранированное кулоновское взаимодействие так и взаимодействие, спадаю-

щее на больших расстояниях как r−λ c λ > d.
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Для их разделения удобно добавить к действию нелинейной сигма-модели (1.2) и (1.3)

массовый член:

Sh[Q] =
σxxh

2
0

16

∫
dr tr ΛQ. (1.108)

Этот член приводит к конечной массе (пропорциональной h2
0) диффузных мод и тем самым

регуляризует инфракрасные особенности.

Известно, что действие Sh[Q] перенормируется [109]. Перенормированное значение па-

раметра h0 можно определить из следующего соотношения:

h′2 =
σxxh

2
0

σ′
xx

tr Λ〈Q(r)〉
tr Λ2

. (1.109)

Величина 1/h′ представляет собой физический масштаб длины, который появляется в

теории из-за наличия массового члена (1.108).

Однопетлевое вычисление выражения (1.109) с помощью двухточечной корреляцион-

ной функции (1.19), в которой в функциях Dq(ωn) и D
(ab)
q (ωn) (см. (1.18)) произведена

замена q2 на q2 + h2
0, приводит к следующему результату [109]:

h′ = h0

[
1 − 2Ωdh

ǫ
0

ǫσ̃xx

(
2 + ln(1 + γs)

)]
, Ωd =

Sd

2(2π)d
, (1.110)

где Sd = 2πd/2/Γ(d/2) – площадь сферы единичного радиуса в d-мерном пространстве.

Заметим, что в правой части выражения (1.110) возникла логарифмическая расходимость

при γs = −1. Это связано с тем, что tr ΛQ не является калибровочно инвариантной вели-

чиной 20.

Для нахождения двухпетлевой перенормировки проводимости удобно вычислять её на

нулевой частоте, при нулевой температуре в системе бесконечного размера. При этом, если

вычислять σ′
xx как функцию физического масштаба h′, то, как будет показано ниже, все

расходимости при γs = −1 сократятся.

Однопетлевой вклад в проводимость в размерности d = 2 + ǫ при γs = −1 равен:

δ(1)σ′
xx =

32Ωdh
ǫ
0

ǫ
. (1.111)

Раскладывая матрицу Q по степеням W в выражении (1.9), определяющем проводи-

мость, и в действии (1.2), (1.3) и (1.108), находим, что двухпетлевой вклад определяется

следующим выражением:

δ(2)σ′
xx(iωn) =

〈
O

(4)
1 +O

(3)
1 S

(3)
int +O

(2)
1 (S

(4)
int + S

(4)
0 +

1

2
(S

(3)
int )

2) +

+ O
(6)
2 +O

(5)
2 S

(3)
int +O

(4)
2 (S

(4)
int + S

(4)
0 +

1

2
(S

(3)
int )

2)
〉

(0)
. (1.112)

20Величина 〈[Q00]
αα
nn〉 пропорциональна локальной туннельной плотности состояний ν(r, ǫn).
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Здесь средние 〈. . . 〉(0) вычисляются c помощью применения теоремы Вика и двухчастич-

ной корреляционной функции (1.19), в которой в функциях Dq(ωn) и D(ab)
q (ωn) (см. (1.18))

произведена замена q2 на q2 + h2
0. Далее,

O
(2)
1 = −σxx

2
tr
{
Iα
nw

†
00I

α
−nw00 + Iα

−nw
†
00I

α
nw00 − 2(Iα

n ΛIα
−n + Iα

−nΛIα
n )[w00, w

†
00]
}
,

O
(3)
1 =

σxx

4
tr
{
Iα
n (w00 + w†

00)I
α
−nw00w

†
00 − Iα

−n(w00 + w†
00)I

α
nw

†
00w00

}
,

O
(4)
1 =

σxx

16
tr
{

(Iα
n ΛIα

−n + Iα
−nΛIα

n )[w00w
†
00w00, w

†
00] − 2Iα

n [w00, w
†
00]I

α
−n[w00, w

†
00]
}
,

O
(4)
2 =

σ2
xx

4d

∫
dr tr Iα

n (w00∇w†
00 + w†

00∇w00) tr Iα
−n(w00∇w†

00 + w†
00∇w00),

O
(5)
2 =

σ2
xx

8d

∫
dr
{

tr Iα
n (w00∇w†

00 + w†
00∇w00) tr Iα

−nw00(∇w†
00)w00 +

+ tr Iα
−n(w00∇w†

00 + w†
00∇w00) tr Iα

nw
†
00(∇w00)w

†
00

}
,

O
(6)
2 =

σ2
xx

16d

∫
dr
{

tr Iα
n Λw†

00(∇w00)w
†
00 tr Iα

−nΛw00(∇w†
00)w00 +

+ tr Iα
n (w00∇w†

00 + w†
00∇w00) tr Iα

−n

(
w00w

†
00∇(w00w

†
00) + w†

00w00∇(w†
00w00)

)
+

+ tr Iα
−n(w00∇w†

00 + w†
00∇w00) tr Iα

n

(
w00w

†
00∇(w00w

†
00) + w†

00w00∇(w†
00w00)

)}
, (1.113)

и

S
(3)
int = πTΓ00

∫
dr

∑

β,m>0

{
tr Iβ

mw
†
00 tr Iβ

−m[w00, w
†
00] + tr Iβ

−mq tr Iβ
m[w00, w

†
00]
}
,

S
(4)
int = −πTΓ00

4

∫
dr

{
2
∑

β,m>0

tr Iβ
−m[w00, w

†
00] tr Iβ

m[w00, w
†
00] +

∑

β

(tr Iβ
0 [w00, w

†
00])

2

}
,

S
(4)
0 =

σxx

32

∫ ( 4∏

j=1

ddqj

(2π)d

)
δ

(
4∑

j=1

qj

)
βγδµ∑

n1n2n3n4

[w00]
βγ
n1n2

(q1)[w
†
00]

γδ
n2n3

(q2)[w00]
δµ
n3n4

(q3)×

× [w†
00]

µβ
n4n1

(q4)
{
(q1 + q2)(q3 + q4) + (q2 + q3)(q1 + q4) − κ2z0(n12 + n34) − 2h2

0

}
.

(1.114)

Вычисления средних в (1.112) несложные, но достаточно громоздки (подробности приве-

дены в приложении A.4). Ответы для каждого из членов в выражении (1.112) приведены

в таблице 1.5.

Полное выражение для двухпетлевого вклада (1.112) принимает вид (как обычно су-

щественны только члены расходящиеся при ǫ→ 0):

δ(2)σ′
xx = 8

Ω2
dh

2ǫ
0

σ̃xxǫ

[
a2 − 8

(
2 + ln(1 + γs)

)]
, (1.115)
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Таблица 1.5: Двухпетлевые вклады в выражении (1.112). Символ ∗ обозначает, что интегралы A0

и C ′
0 (см. Прил. A.4), которые сокращаются в сумме двух членов, опущены. Параметр α ≡ 1 + γs

стремится к нулю.

2
ǫα

ln2 α
(ǫ/2)2

lnα
(ǫ/2)2

ln2 α
ǫ/2

lnα
ǫ/2

4
ǫ2

2
ǫ
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3
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3
+ π2

2
ln 2 + π4
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2
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3
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−7ζ(3) ln 2 − 8 li4(
1
2
)

O
(5)
2 S

(3)
int

∗ 0 0 -8 4 20 4 −12 + 4ζ(3) + 4
3
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O
(4)
2 S

(4)
0 2 4 -8 -2 1 2 44/3

O
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(
S

(4)
int +

+1
2
(S

(3)
int )

2
)∗

}
-2 -4 0 -2 -25 -4

{
55
2
− 2ζ(3)− 8

3
π2 + 12 ln2 2−

−44 ln 2 + 16G− 8 li2(
1
2
)

Суммарно 0 0 0 0 - 8 0 a2 − 16

где

a2 = 50 +
1

6
− 3π2 +

19

2
ζ(3) + 16 ln2 2 − 44 ln 2 +

π2

2
ln 2 + 16G

+
π4

12
+
π2

3
ln2 2 − 1

3
ln4 2 − 7ζ(3) ln 2 − 8 li4(1/2) ≈ 1.64. (1.116)

Здесь G ≈ 0.916 – постоянная Каталана, ζ(x) – дзета функция Римана, и lin(x) =
∑∞

k=1 x
k/kn. Обратим внимание, что в выражении (1.115) есть логарифмически расхо-

дящий при γs = −1 член. В окончательных выражениях для отдельных членов в (1.112),

представленных в таблице 1.5, есть члены более сингулярные как по ǫ, так и по 1 + γs.

Однако все они сокращаются в конечном итоге.

С учётом однопетлевого вклада (1.111) выражение для проводимости в двухпетлевом

приближении принимает вид:

σ′
xx = σxx

[
1 +

8Ωdh
′ǫ

ǫσ̃xx
+

2a2Ω
2
dh

′2ǫ

σ̃2
xxǫ

]
. (1.117)

Используя процедуру [10] минимального переопределения параметра σxx таким обра-

зом, чтобы в физической наблюдаемой σxx, определяемой выражением (1.117), не осталось
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расходимостей при ǫ → 0 можно получить двухпетлевое уравнение ренормгруппы 21. В

размерности d = 2 уравнение ренормгруппы для проводимости в двухпетлевом прибли-

жении принимает вид:
dσ̃xx

dy
= −2

π
− a2

4π2σ̃xx
. (1.118)

Впервые этот результат был получен в работе [127].

1.5.4 Обсуждение результатов

Полезно сравнить двухпетлевое уравнение (1.118) c известным до пятой петли включи-

тельно уравнением ренормализационной группы для случая невзаимодействующих элек-

тронов (γs = 0) [128, 129, 130]:

dσ̃xx

dy
= − 1

2π2σ̃xx
− 3

8π4σ̃3
xx

. (1.119)

Как в случае невзаимодействующих электронов, так и в случае электронов с кулоновским

взаимодействием, петлевые поправки в уравнение ренормализационной группы отрица-

тельные. Это даёт основание считать, что в обоих случаях для электронов, поляризо-

ванных по спину, в d = 2 переход металл-изолятор отсутствует и электронная система

становится локализованной на больших масштабах. Интересно отметить, что наличие ку-

лоновского взаимодействия усиливает локализацию.

1.6 Заключение

В этой главе с помощью подхода нелинейной сигма-модели и метода ренормализационной

группы изучено влияние спиновых и изоспиновых степеней свободы на переход металл-

изолятор в двумерной сильно-коррелированной неупорядоченной электронной системе.

Самым интересным результатом этой главы являются однопетлевые уравнения ренор-

мализационной группы (1.27). Новизна этого результата состоит в том, что при выводе

уравнений ренормализационной группы не предполагается равенство амплитуд взаимо-

действия между электронами с разными проекциями спина и изоспина. При этом оказы-

вается, что случай, когда все амплитуды взаимодействия одинаковы, является неустойчи-

вым относительно малых нарушений этого условия.

21На самом деле в данном случае эта процедура соответствует дифференцированию обоих частей вы-

ражения (1.117) по h′.
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Общие уравнения ренормализационной группы (1.27) были применены для описания

транспорта в двумерной электронной системе в Si-МОП структуре, где изоспиновая сте-

пень свободы возникает из-за наличия двух долин. Показано, что наличие конечного меж-

долинного и зеемановского расщеплений приводит в процессе ренормгруппового потока к

нарушению симметрии в амплитудах взаимодействия электронов с разными проекциями

спина и изоспина. Это позволяет объяснить экспериментально наблюдаемую эволюцию

температурной зависимости сопротивления от металлического к диэлектрическому типу

при увеличении параллельного магнитного поля. Также предсказана возможность суще-

ствования двух максимумов в температурной зависимости сопротивления вблизи перехода

металл-изолятор.

Другое применение общих уравнений ренормализационной группы (1.27) – это опи-

сание транспорта в двумерной электронной системе в структурах с двойной квантовой

ямой и общими рассеивателями. Из-за различия в межэлектронном взаимодействии внут-

ри и между ямами естественно возникает ситуация, в которой амплитуды взаимодействия

различны с самого начала. Это приводит к тому, что при низких температурах электро-

ны в каждой из квантовых ям ведут себя независимо. Сильное различие в амплитудах

взаимодействия, связанное с достаточно большим (по сравнению с длиной статического

экранирования) расстоянием между ямами, позволяет объяснить наблюдаемое в экспери-

менте слабое изменение температурной зависимости сопротивления и времени сбоя фазы

при сильном обеднении электронами одной из квантовых ям.

Как важный предельный случай, исследован транспорт в двумерной электронной си-

стеме, полностью поляризованной по спину, с кулоновским взаимодействием. В этом слу-

чае однопетлевое уравнение ренормализационной группы для проводимости становится

универсальным (правая часть зависит только от проводимости) и предсказывает локали-

зацию в d = 2. Полученный в этой главе двухпетлевой вклад в уравнение ренормализаци-

онной группы также работает в пользу локализации. Это обстоятельство указывает на то,

что в электронной системе, полностью поляризованной по спину, переход металл-изолятор

отсутствует в d = 2 при любом межэлектронном взаимодействии.
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Глава 2

Роль электрон-электронного

взаимодействия в целочисленном

квантовом эффекте Холла

2.1 Введение

В этой главе изучается роль электрон-электронного взаимодействия в целочисленном

квантовом эффекте Холла. Построенная в этой главе теория показывает, что механизм

появления делокализованных состояний в магнитном поле выживает в присутствии меж-

электронного взаимодействия. Также построенная теория объясняет эксперимент по на-

блюдению осцилляций магнитосопротивления, отличающихся от осцилляций Шубникова-

де Гааза, в слабом магнитном поле и предсказывает существование аналогичных осцил-

ляций теплоёмкости.

2.1.1 Целочисленный квантовый эффект Холла

Физика двумерной заряженной частицы в сильном постоянном перпендикулярном маг-

нитном поле и в случайном потенциале исследовалась достаточно интенсивно, начиная

с 60-х годов прошлого века. Несмотря на интересную специфику электронного транс-

порта в размерности d = 2 в присутствии постоянного перпендикулярного магнитного

поля [131, 132, 133, 134, 135, 136, 137, 138], в пределе большого размера системы стан-

дартная скейлинговая теория предсказывает локализацию частицы для унитарного класса

симметрии [27], аналогично случаю без магнитного поля (ортогональный класс симмет-
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рии). Открытие целочисленного [139, 140], а затем и дробного [141] квантовых эффектов

Холла показывает, что предсказания стандартной скейлинговой теории для двумерного

электронного транспорта в присутствии постоянного перпендикулярного магнитного по-

ля не верны. Основное противоречие состоит в том, что в пределе низких температур 1

при некоторых значениях магнитного поля наблюдается конечная диссипативная прово-

димость σxx. Эти значения магнитного поля лежат между областями магнитного поля, в

которых при низких температурах холловская проводимость σxy принимает целочислен-

ное или дробное значения в единицах e2/h, а σxx обращается в нуль (см. Рис. 2.1).

Для объяснения дробного квантового эффекта Холла сразу же было привлечено

электрон-электронное взаимодействие [141, 143, 144] 2. В тоже время объяснение целочис-

ленного квантового эффекта Холла строилось исходя из модели невзаимодействующих

электронов. В работах [148, 149, 150, 151, 152] была сформулирована основная проблема:

для объяснения экспериментального наблюдаемого целочисленного квантования холлов-

ской проводимости необходим механизм, который позволяет существовать делокализо-

ванным состояниям в задаче о частице в случайном двумерном потенциале в присутствии

перпендикулярного постоянного магнитного поля. В рамках подхода нелинейной сигма-

модели таким механизмом оказался топологический член, существование которого при

d = 2 для унитарного класса симметрии даёт возможность объяснить наличие делока-

лизованных состояний и целочисленное квантование холловской проводимости [28, 29] 3.

Топологический член может быть записан в виде интеграла по границе и поэтому не

вносит вклад в стандартных пертурбативных (по 1/σxx) вычислениях. Значение тополо-

гического члена не равно нулю на специальных решениях классических уравнений дви-

жения для нелинейной сигма-модели. Эти решения принято называть инстантонами и

нумеровать значением топологического заряда. Инстантоны в нелинейной сигма-модели с

топологическим членом представляют собой обобщение инстантонов Белавина-Полякова

1Типичный диапозон температур составляет 0.05 – 4 К.
2Так как целью настоящей главы является рассмотрение целочисленного квантового эффекта Холла,

в дальнейшем дробный квантовый эффект Холла обсуждаться не будет. К сожалению, в настоящее время

отсутствует обзор, охватывающий современное состояние всей области исследований дробного квантового

эффекта Холла. Детальный обзор ранних экспериментальных данных и теоретических подходов можно

найти в [145, 146, 147].
3Отметим, что топология появляется также в задаче о частице в периодическом двумерном потен-

циале в присутствии перпендикулярного постоянного магнитного поля с рациональным числом квантов

магнитного потока на одну ячейку [153, 154]. Существенным отличием этой задачи является наличие

трансляционной инвариантности. Несмотря на различие задач с периодическим и случайным потенциа-

лом, имеется их некоторая связь с точки зрения топологической классификации [31, 32, 33].
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Рисунок 2.1: Зависимость холловского (RH) и диссипативного (R) сопротивлений от магнитного

поля. Рисунок взят из работы [142].

в O(3) нелинейной сигма-модели, описывающей двумерный ферромагнетик [155]. Так как

топологический член пропорционален σxy, то в теории зависимость от холловской прово-

димости появляется только за счёт учета непертурбативных (с точки зрения разложения

по 1/σxx) эффектов.

Как оказывается нелинейная сигма-модель с топологическим членом, описывающая

частицу в двумерном случайном потенциале в присутствии перпендикулярного посто-

янного магнитного поля, во многом аналогична четырёхмерным калибровочным теори-

ям Янга-Миллса (в том числе и квантовой хромодинамике). В нелинейной сигма-модели

также как и в теории Янга-Миллса имеются асимптотическая свобода (слабая локали-

зация) [156, 157, 158], инстантоны [159] и θ-вакуум (зависимость от холловской проводи-

мости) [160, 161] 4. Применение непертурбативных методов, развитых для теории Янг-

Миллса в работах [162, 163, 164] 5, позволило распространить скейлинговую теорию ан-

дерсоновской локализации в размерности d = 2 на случай перпендикулярного постоян-

ного магнитного поля [170, 171, 172, 173, 174, 175, 176, 177]. Важной особенностью этой

скейлинговой теории является её двухпараметричность: с изменением размера меняется

не только диссипативная, но и холловская проводимость. Идея перенормировки холлов-

ской проводимости, необходимая для объяснения целочисленного квантования холловской

проводимости, была перенесена в теорию Янга-Миллса и известна как перенормировка θ-

4В теории Янга-Миллса величина, которой пропорционален топологический член в действии и которая

аналогична холловской проводимости, называется θ-углом.
5Подробное изложение непертурбативных методов в теории Янга-Миллса можно найти в обзорах [165,

166, 167, 168] и книге [169].
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угла [178, 174].

Существование инстантонов основано на целочисленном квантовании топологического

заряда или, эквивалентно, отождествлении границы области, в которой определена тео-

рия, с одной точкой. Для задачи о целочисленном квантовом эффекте Холла это означает

отождествление двумерной поверхности со сферой. В тоже время при выводе нелинейной

сигма-модели из гамильтонина частицы в двумерном случайном потенциале в присут-

ствии перпендикулярного постоянного магнитного поля граничных условий, нужных для

целочисленного квантования топологического заряда, не появляется [29]. Недавно, в ра-

боте [179] было показано, что флуктуации топологического заряда около целочисленного

значения описывают краевые моды, которые существуют на границе двумерной области

[152].

Как видно из рисунка 2.2, область магнитных полей ∆B, в которой холловская про-

водимость отличается от целого значения, а диссипативная проводимость не равна ну-

лю, уменьшается при понижении температуры. Важным предсказанием двухпараметри-

ческой скейлинговой теории является существование делокализованных состояний при

значениях энергии, отвечающих полуцелым значениям холловской проводимости. Зави-

симость ширины соответствующей критической области от температуры является степен-

ной, ∆B ∝ T κ, с одним и тем же критическим индексом κ для переходов между плато

с разными целочисленными значениями σxy [181]. В работах [182, 183] это предсказание

было экспериментально подтверждено. Дальнейшая проверка предсказаний скейлинго-

вой теории до сих пор остаётся в центре экспериментальных исследований целочислен-

ного квантового эффекта Холла. Они включают в себя аккуратное измерение критиче-

ских индексов, описывающих скейлинг в критической области с температурой, с часто-

той [184, 185, 186, 187], с размером образца [188, 189, 190, 191] и с током [192, 193, 194].

Было обнаружено, что на возможность наблюдения скейлингового поведения существен-

ным образом влияют макроскопические неоднородности в образце, например, гради-

ент электронной концентрации, и плавноменяющаяся компонента случайного потенциала

[195, 196, 197, 198, 199, 200, 201].

Параллельно с развитием скейлинговой теории на основе нелинейной сигма-модели с

топологическим членом, для объяснения целочисленного квантового эффекта Холла рас-

сматривалась задача о частице в двумерном случайном плавном (меняющимся на масшта-

бах больших магнитной длины) потенциале в присутствии перпендикулярного постоянно-

го магнитного поля. Её изучение с помощью идей классической перколяции для движения

по эквипотенциальным линиям потенциала [202, 203, 204, 205, 206] и учётом квантового
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Рисунок 2.2: Зависимость холловского (Rxy) и диссипативного (Rxx) сопротивлений от магнитно-

го поля при разных температурах в Al0.0085Ga0.9915As-Al0.3Ga0.7As гетероструктуре с электронной

концентрацией 1.2 · 1011 см−2. Рисунок взят из работы [180].

туннелирования между ними [207, 209] привело к созданию модели Чалкера-Коддингтона

[209], которая, наряду с методом прямой диагонализации гамильтониана, успешно исполь-

зуется для численного изучения скейлинга в целочисленном квантовом эффекте Холла

(см., например [210, 38]). Численные эксперименты позволяют определить критический

индекс ν, характеризующий связь ширины критической области с размером системы L,

∆B ∝ L−1/ν . Также численные эксперименты позволяют детально исследовать явление

мультифрактальности волновых функций в критической области, соответствующей пере-

ходу между плато с разными целочисленными значениями холловской проводимости (см.,

например [37, 38]).

Существование делокализованных состояний в конечном перпендикулярном магнит-

ном поле и их отсутствие в нулевом магнитном поле является одним из предсказаний скей-

линговой теории целочисленного квантового эффекта Холла. При уменьшении магнитного

поля энергия делокализованных состояний увеличивается и они одно за одним независи-

мо всплывают над уровнем Ферми [211, 212]. Последовательное пересечение уровня Фер-

ми делокализованными состояниями должно приводить к появлению дополнительных, по

сравнению со стандартными осцилляциями Шубникова-де Гааза, осцилляций магнитосо-

противления [212]. Следуя работам [213, 214] будем называть эти осцилляции, развиваю-

щиеся в целочисленный квантовый эффект Холла при низких температурах и/или силь-

ных магнитных полях, квантовыми холловскими осцилляциями. Начиная с работы [215],

численные эксперименты в целом подтверждают всплывание делокализованных уровней

при уменьшении магнитного поля, при этом детали зависят от отношения длины корре-

ляции случайного потенциала к магнитной длине[216, 217, 218, 219, 220, 221, 222]. Экс-
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периментальные исследования в двумерной эдектронной системе в Si-МОП структурах

[223, 224, 225, 226, 227] и других двумерных системах [228, 229] показали, что при умень-

шении магнитного поля делокализованные состояния сливаются в одно состояние, которое

выживает в пределе нулевого магнитного поля. Такое поведение было связано (см., напри-

мер [74]) с существованием в нулевом магнитном поле во взаимодействующей электронной

системе перехода металл-изолятор, который обсуждался в главе 1.

Скейлинговая теория, построенная с помощью подхода нелинейной сигма-модели с то-

пологическим членом, даёт качественное описание целочисленного квантового эффекта

Холла для невзаимодействующих электронов. Значения критических индексов, характе-

ризующих переход между плато и мультифрактальность волновых функций на нём, да-

ют численные эксперименты, моделирующие одноэлектронную задачу. В тоже время во

всех лабораторных экспериментах, в которых изучается целочисленный квантовый эф-

фект Холла, с одной стороны, имеется качественное согласие с скейлинговой теорией

для невзаимодействующих электронов, а с другой стороны, имеется в наличии электрон-

электронное взаимодействие. В пользу последнего указывает наблюдение дробного кван-

тового эффекта Холла и перехода металл-изолятор в нулевом магнитном поле на тех

же образцах, на которых наблюдается целочисленный квантовый эффект Холла 6. При

этом в настоящее время теоретическое описание всех трёх явлений: целочисленного и

дробного квантовых эффетов Холла и перехода металл-изолятор в нулевом магнитном

поле, строится по-разному. Таким образом, требуется построение теории, которая могла

бы единообразным образом описывать все три явления в двумерной взаимодействующей

неупорядоченной электронной системе.

2.1.2 Постановка задачи

Для того, чтобы учесть электрон-электронное взаимодействие в теории целочисленного

квантового эффекта Холла необходимо рассматривать нелинейную сигма-модель (1.2) и

(1.3) с добавленным к ней топологическим членом. В работе [233] в рамках такого подхода,

идеи скейлинговой теории работ [28, 170] были распространены на случай взаимодейству-

ющей электронной системы со спинами, полностью поляризованными магнитным полем.

Существенным упрощением рассматриваемой ситуации является тот факт, что, как это об-

6Отметим также, что в режиме магнитных полей, когда холловская проводимость целочисленно кван-

тована и основную роль в транспорте играют краевые состояния, электрон-электронное взаимодействие

играет важную роль, так как его учёт принципиально важен для описания экспериментов по интерфе-

ренции и релаксации краевых состояний (см., например [230, 231, 232]).
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суждалось в разделе 1.5, переход металл-изолятор в двумерной бесспиновой электронной

системе в нулевом магнитном поле отсутствует. В работах [234, 235] нелинейная сигма-

модель (1.2) и (1.3) с топологическим членом была использована для описания дробного

квантового эффекта Холла с помощью идеи преобразования Черна-Саймонса (см., напри-

мер [147]).

В работе [233] предполагалось, что также как и без учёта топологического члена случай

короткодействующего межэлектронного взаимодействия на больших масштабах эквива-

лентен случаю невзаимодействующих электронов, а случай кулоновского взаимодействия

относится к другому классу универсальности. Поэтому, экспериментальные результаты в

критической области переходов между плато должны описываться другими критически-

ми индексами, чем те, которые дают численные расчёты в модели невзаимодействующих

электронов. Численные результаты работы [236] подтверждают предположение об ирре-

левантности короткодействующего взаимодействия. Однако, в рамках нелинейной сигма-

модели (1.2) и (1.3) с топологическим членом предположение о иррелевантоности корот-

кодействующего электрон-электронного взаимодействия для электронов с полностью по-

ляризованным спином до сих пор проверено не было. Для проверки этого утверждения

требуется обобщение непертурбативных вычислений работ[176, 177] на случай межэлек-

тронного взаимодействия.

В численном эксперименте учёт межэлектронного взаимодействия достаточно сложен.

В случае короткодействующего взаимодействия между электронами, поляризованными

по спину, имеет смысл приближение Хартри-Фока, построенное на волновых функциях

невзаимодействующей задачи 7. Основной интерес представляет вычисление критическо-

го индекса, определяющего зависимость времени сбоя фазы от температуры в критической

точке, соответствующей переходу между плато в одноэлектронной задаче, и, соответствен-

но, зависимость ширины критической области перехода между плато от температуры 8. В

7Это связано с тем, что в этом случае короткодействующее межэлектронное взаимодействие ирреле-

вантно.
8Отметим, что в настоящее время не существует численных результатов для критических индексов, ха-

рактеризующих переход между плато в случае кулоновского взаимодействия. Это связано с тем, что для

изучения критической точки, соответствующей случаю кулоновского взаимодействия, хартри-фоковский

подход не годится, так как предполагает иррелевантность кулоновского взаимодействия, что не верно.

Несмотря на это, в работах [237, 238, 239] с помощью хартри-фоковского подхода было исследовано вли-

яние кулоновского взаимодействия на туннельную плотность состояний, перенормировку g-фактора и

сжимаемости. Не удивительно, что при этом для критических индексов на переходе между плато бы-

ли получены значения, согласующиеся с результатами для критической точки в одноэлектронной задаче

[240, 238].
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рамках приближения Хартри-Фока 9 этот критический индекс был численно вычислен в

работе [236]. Найденное значение критического индекса приводит к значению κ меньшему

на 10%, чем то, которое извлекается из лабораторных экспериментов [242]. Существенным

предположением работ [236, 242] является то, что время сбоя фазы определяется толь-

ко одним (соответствующим квадрату модуля антисимметризованного произведения двух

волновых функций) из бесконечного набора мультифрактальных индексов. Для обосно-

вания этого предположения необходимо провести аккуратное вычисление температурной

зависимости времени сбоя фазы с помощью нелинейной сигма-модели (1.2) и (1.3) с топо-

логическим членом для случая короткодействующего межэлектронного взаимодействия.

Скейлинговая теория целочисленного квантового эффекта Холла для невзаимодейсту-

ющих электронов предсказывает проявление в слабом магнитном поле делокализованных

состояний в виде квантовых холловских осцилляций [212]. В недавних экспериментах [243]

по измерению магнитосопротивления в тонком трёхмерном образце из слоёв GaAs, до-

пированных Si при низких температурах (0.1 − 4.2 К), когда транспорт в образце имел

характер двумерного с эффективной концентрацией электронов около 1012 см−2, в слабых

магнитных полях были найдены осцилляции, отличающиеся от осцилляций Шубникова-

де Гааза. Оказалось, что при низких температурах амплитуда наблюдаемых осцилляций

имеет сильную температурную зависимость, в то время как амплитуда квантовых хол-

ловских осцилляций в случае невзаимодействующих электронов должна иметь слабую

температурную зависимость. Этот экспериментальный результат, указывающий на необ-

ходимость количественного учёта межэлектронного взаимодействия в скейлинговой тео-

рии целочисленного квантового эффекта Холла, требует теоретического объяснения.

Итак, основной задачей, которая решается данной главе, является изучение влияния

электрон-электронного взаимодействия на целочисленный квантовый эффект Холла в

двумерной сильно-коррелированной неупорядоченной электронной системе в магнитном

поле, полностью поляризующем электронный спин.

Материал данной главы организован следующим образом. В разделе 2.2 приводятся

необходимые для понимания дальнейшего материала сведения о нелинейной сигма-модели

с топологическим членом и выводятся выражения для (непертурбативных) инстанонных

поправок в физические наблюдаемые. В разделе 2.3 полученные результаты применяются

для изучения роли электрон-электронного взаимодействия для переходов между плато в

9В работе [241] было предложено обобщение модели Чалкера-Коддингтона на случай короткодействую-

щего межэлектронного взаимодействия. Однако, численные вычисления критических индексов проведены

не были.
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режиме целочисленного квантового эффекта Холла. В разделе 2.4 вычисляется темпера-

турная зависимость времени сбоя фазы на переходе между плато в случае короткодейству-

ющего межэлектронного взаимодействия. В разделе 2.5 результаты, полученные в разделе

2.2, применяются для изучения влияния межэлектронного взаимодействия на осцилляции

магнитосопротивления и теплоёмкости, связанные с наличием делокализованных состоя-

ний. Завершается глава заключением (раздел 2.6).

2.2 Нелинейная сигма-модель с топологическим членом

2.2.1 Введение

В этом разделе будет рассмотрена нелинейная сигма-модель с топологическим членом,

которая описывает двумерную взаимодействующую электронную систему в сильном, по-

ляризующем спин, перпендикулярном магнитном поле. С учётом наличия межэлектрон-

ного взаимодействия будут вычислены непертурбативные (инстантонные) вклады в за-

висимость диссипативной и холловской проводимости от размера системы при нулевой

температуре.

2.2.2 Топологический член и холловская проводимость

В предыдущей главе элемент Qαβ
mn(r) был матрицей 4 × 4 в спиновом и изоспиновом про-

странстве. Так как в этой главе рассматривается ситуация двумерных электронов, полно-

стью поляризованных по спину магнитным полем (также как и в разделе 1.5), то величина

Qαβ
mn(r) является скаляром. В случае двумерных электронов, полностью поляризованных

по спину перпендикулярным магнитным полемB, действие нелинейной сигма-модели име-

ет вид

S = Sσ + SF + Stop. (2.1)

Здесь [12, 13, 14, 16]

Sσ = −σxx

8

∫
d2r tr(∇Q)2, (2.2)

где σxx представляет собой друдовскую проводимость в единицах e2/h и предполагается

большой по сравнению с единицей 10: σxx ≫ 1. Символ tr обозначает след по репличным

10Заметим, что коэффициенты перед знаком интеграла в уравнениях (1.2) и (2.2) отличаются в 2×2 = 4

раза, где одна двойка соответствует вырождению по спину, а другая двойка – по изоспину.
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и мацубаровским индексам. Наличие электрон-электронного взаимодействия приводит к

дополнительному вкладу в действие нелинейной сигма-модели [56, 57, 58, 59, 105]

SF = −πTΓ00

∫
d2r tr Iα

nQ(r) tr Iα
−nQ(r) + 4πTz

∫
d2r tr ηQ− 6πTz

∫
d2r tr ηΛ. (2.3)

При наличии сильного перпендикулярного магнитного поля возникает еще одно слагае-

мое [28]:

Stop = 2πiσxyC[Q], C[Q] =
1

16πi

∫
d2r tr εabQ∇aQ∇bQ. (2.4)

Здесь σxy представляет собой холловскую проводимость 11 без учёта квантовых поправок

в единицах e2/h, εab = −εba – антисимметричный тензор второго ранга. Наличие для d = 2

в нелинейной сигма-модели члена (2.4) связано с тем, что он имеет две пространственные

производные и инвариантен относительно преобразования B → −B, x→ y и y → x.

Выражение (2.4) принято называть топологическим членом, а величину C[Q] – топо-

логическим зарядом. Если параметризовать матрицу Q с помощью унитарной матрицы

T 12 как Q = T−1ΛT, то C[Q] можно переписать в виде интеграла по границе двумерной

области:

C[Q] =
1

4πi

∮
ds tr ΛT∇sT

−1. (2.5)

Можно показать, что если матрица Q на границе принимает одно и то же значение, на-

пример, Q
∣∣
edge

= Λ, то

C[Q] = W, (2.6)

где W – целое число. Этот результат является выражением следующего результата гомо-

топической теории [244] 13:

π2(SU(2N)/SU(N) × U(N)) = Z. (2.7)

Напомним, что здесь 2N = 2NMNr – это размер матрицы Q, который стремится к нулю в

репличном пределе Nr → 0.

Вообще говоря, граничные условия на матрицу Q в действии S нелинейной сигма-

модели не требуют постоянства Q на границе. Поэтому удобно разделить функциональный

11Заметим, что при наличии перпендикулярного магнитного поля величина σxx в выражении (2.2) тоже

зависит от магнитного поля. Например, в случае классически слабых магнитных полей ωcτtr ≪ 1, σxx =

πν⋆D/(1 + ω2
cτ

2
tr) и σxy = ωcτtrσxx.

12Заметим, что только унитарные матрицы T, не коммутирующие с Λ (из факторгруппы U(2N)/U(N)×
U(N)), приводят к нетривиальной матрице Q. Это согласуется с тем, что унитарная и эрмитова матрица

Q размера 2N × 2N параметризуется 2N2 действительными параметрами.
13С учетом того, что SU(N)/SU(N − 1) × U(1) изоморфно CPN−1, результат (2.7) аналогичен более

известному результату π2(CP
N−1) = π2(S1) = Z.
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интеграл по Q на интеграл по всем Q с заданным значением Qb на границе, Q
∣∣
edge

= Qb, и

интеграл по всем Qb. Для этого представим матрицу Q в виде [179]:

Q = t−1Q0t, (2.8)

где Q0 – произвольная матрица, удовлетворяющая граничному условию

Q0

∣∣
edge

= Λ. (2.9)

Будем считать, что матрица Qt = t−1Λt удовлетворяет классическим уравнениям движе-

ния для действия S и условию Qt

∣∣
edge

= Qb на границе. Тогда
∫

D[Q]eS[Q] =

∫
D[Qt]e

Seff [Qt], Seff [Qt] = ln

∫

Q0

∣∣
edge

=Λ

D[Q0]e
S[t−1Q0t]. (2.10)

В силу своего определения матрица t(r) меняется на масштабах порядка размера системы

L, и поэтому может рассматриваться как медленная переменная по сравнению с матрицей

Q0(r). Поэтому, Seff [Qt] можно рассматривать как эффективное действие для медленных

полей в процедуре стандартной перенормировки с помощью разделения на быстрые (Q0)

и медленные (Qt) переменные. Важное дополнительное обстоятельство – это граничное

условие Q0

∣∣
edge

= Λ для быстрых полей.

Имеет место следующее соотношение [179]

eStop[t−1Q0t] = eiθC[t−1Q0t]e2πikC[t−1Λt], (2.11)

где целое число k и параметр θ определены с помощью соотношений σxy = k + θ/2π,

−π < θ 6 π. Выражение (2.11) показывает, что для теории в объёме важно не значение σxy,

а только значение её дробной части, т. е. θ, которую принято называть топологическим или

θ-углом. При этом топологический заряд для полей в объёмной теории принимает целые

значения по построению. В дальнейшем под Stop[Q0] будем понимать величину iθC[Q0].

Тогда,

Seff [Qt] = 2πikC[Qt] + S̃eff [Qt], S̃eff [Qt] = ln

∫

Q0

∣∣
edge

=Λ

D[Q0]e
S[t−1Q0t]. (2.12)

Естественно предположить, что эффективное действие S̃eff [Qt] имеет тот же самый вид,

что и действие S[Q0], однако (перенормированные) параметры σxx, θ, z и Γ00 определены

теперь на масштабе L. Если в объёмной теории существует конечная корреляционная

длина ξ, то в пределе L/ξ → ∞ перенормированные параметры σxx и θ обратятся в нуль

и эффективная теория для матрицы Qt примет простой вид:

Seff [Qt] → 2πikC[Qt], L/ξ → ∞. (2.13)
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Можно показать, что действие 2πikC[Qt] описывает k одномерных невзаимодействующих

киральных фермионов [234] 14.

Как это уже обсуждалось в предыдущей главе, наиболее важные величины, которые

содержат информацию о низкоэнергетическом поведении нелинейной сигма-модели, – это

физические наблюдаемые. Их вычисление более удобно, чем вычисление перенормирован-

ных параметров в действии. В рассматриваемом случае перенормированным параметрам

σxx, θ и z в эффективном действии S̃eff [Qt] соответствуют физические наблюдаемые σ′
xx, θ

′

и z′ 15. Величины σ′
xx и σ′

xy = k+θ′/(2π) – это статические диссипативная и холловская про-

водимости электронной системы, определяемые по линейному отклику на внешнее элек-

тромагнитное поле. Они находятся из формул Кубо (ср. с (1.9)) [105]:

σ′
xx(iωn) = −σxx

4n

〈
tr[Iα

n , Q0(r)][I
α
−n, Q0(r)]

〉
+

+
σ2

xx

8n

∫
dr
〈
tr Iα

nQ0(r)∇Q0(r) tr Iα
−nQ0(r

′)∇Q0(r
′)
〉
, (2.14)

σ′
xy(iωn) = k +

θ

2π
+
σ2

xx

8n

∫
drεab〈tr Iα

nQ0(r)∇aQ0(r) tr Iα
−nQ0(r

′)∇bQ0(r
′)〉 (2.15)

с помощью аналитического продолжения на действительные частоты iωn → ω+ i0+ в ста-

тическом пределе ω → 0. Здесь усреднение 〈. . . 〉 производится с помощью действия S[Q0].

Величина z′, определяющая теплоёмкость, определяется с помощью выражения (1.10), в

котором термодинамический потенциал Ω соответствует действию S[Q0].

Если в теории с действием S[Q0] (в объёмной теории) существует конечная корреля-

ционная длина ξ, то в пределе L/ξ → ∞ естественно ожидать, что σ′
xx и θ′ обратятся в

нуль. Это означает, что в пределе L/ξ → ∞ электронная система характеризуется ну-

левой диссипативной проводимостью, σ′
xx = 0, и целочисленно квантованной холловской

проводимостью, σ′
xy = k. Это рассуждение не зависит от наличия электрон-электронного

взаимодействия. В тоже время, вид эффективного действия для края [234] и, как будет

показано ниже, конкретная зависимость физических наблюдаемых σ′
xx, θ

′ и z′ от размера

системы L зависят от межэлектронного взаимодействия.

В дальнейшем мы будем опускать индекс 0 у матричного поля Q0, имея в виду, что

всегда рассматриваются конфигурации, удовлетворяющие граничному условию (2.9).

14В присутствии электрон-электронного взаимодействия при выводе нелинейной сигма-модели возника-

ют дополнительные граничные члены, которые мы опустили, так как они не связаны с топологией задачи.

Эти граничные члены приводят к тому, что эффективное действие для края в пределе L/ξ → ∞ имеет

более сложный вид, чем выражение (2.13), и соответствует k киральным взаимодействующим фермио-

нам [234].
15Напомним, что величина z + Γ00 не зависит от масштаба как следствие сохранения числа частиц.
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2.2.3 Инстантоны

Вычисление физических наблюдаемых в теории возмущений по 1/σxx, как это делалось

в первой главе, приводит к тому, что θ′ = θ, а остальные наблюдаемые не зависят от

θ. Хорошо известно (см., например [165]), что для появления зависимости физических

наблюдаемых от θ-угла необходимо учитывать вклады в корреляционные функции от

полевых конфигураций с топологическим зарядом C[Q] 6= 0. Легко показать с помощью

неравенства tr[∂aQ± iǫabQ∂bQ]2 > 0, что выполняется следующее неравенство

1

8

∫
dr tr(∇Q)2 > 2π

∣∣C[Q]
∣∣, (2.16)

Решения Q(r), на которых это неравенство становится равенством называются инстан-

тонами и нумеруются значениями топологического заряда. Инстантон с топологическим

зарядом C[Q] = 1 имеет вид [233]

Qinst(r) = T−1
0 Λinst(r)T0, Λinst(r) = Λ + ρ(r). (2.17)

Здесь у матрицы ραβ
nm(r) только четыре ненулевых элемента:

ρ11
00 = −ρ11

−1−1 = −2e20, ρ11
0−1 = ρ̄11

−10 = 2e0e1,

e0 =
λ√

|z − z0|2 + λ2
, e1 =

(z − z0)√
|z − z0|2 + λ2

,
(2.18)

где z = x+ iy. Инстантон параметризуется комплексным числом z0, которое имеет смысл

позиции инстантона, и действительным числом λ, которое определяет размер инстантона

в пространстве. Постоянная матрица T0 ∈ U(2N) параметризует повороты инстантона в

мацубаровском и репличном пространстве. Как будет видно ниже, решение (2.17) зави-

сит всего от 2N2 + 4N действительных параметров. Инстантон (2.17) представляет собой

известный инстантон Белавина-Полякова [155] для O(3) нелинейной сигма-модели, встав-

ленный в большую матрицу размера 2N × 2N .

Следуя работе [245], матрицу Λinst удобно представить в виде поворота матрицы Λ:

Λinst = R−1ΛR, (2.19)

где

Rαβ
n1n3

= δαβδn1n3

[
1 + (ē1 − 1)δα1δn1,0

]
, Rαβ

n1n2
= −δαβδα1δn1,0δn2,−1e0,

Rαβ
n1n2

= δαβδα1δn1,0δn2,−1e0, Rαβ
n2n4

= δαβδn2n4

[
1 + (e1 − 1)δα1δn2,−1

]
.

(2.20)

78



Решение с C[Q] = −1 (антиинстантон) получается из выражения (2.17) комплексным со-

пряжением. Действие Sσ на решении (2.17) равно

Sσ[Qinst] = −2πσxx

∣∣C[Qinst]
∣∣. (2.21)

Классическое действие (2.21) не зависит от параметров решения (2.17), которые поэтому

являются нулевыми модами инстантона.

Наличие члена SF в действии нелинейной сигма-модели приводит к тому, что инстан-

тон (2.17) не является точным решением для действия (2.1). Однако, с точки зрения тео-

рии поля SF является просто членом, приводящем к конечной массе пропорциональной

соответствующей мацубаровской частоте у возбуждений w и w† (см. (1.13)). Поэтому сле-

дует ожидать 16, что его роль сводится к подавлению вклада от инстантонов с размером

λ . 1/
√
T . Так как мы интересуемся пределом T → 0, учитывать член SF при решении

классических уравнений движения не требуется. Значение действия SF на инстантонном

решении не только зависит от параметров инстантона (в том числе и от λ), но и ло-

гарифмически расходится с размером системы. Казалось бы это означает, что всё-таки

нельзя рассматривать инстантон (2.17), а надо искать новые решения для классических

уравнений движения для действия (2.1). Как будет показано ниже, это не так. Проблема

с логарифмической расходимостью с размером системы классического действия SF [Qinst]

решается с помощью известного метода пространственно изменяющейся массы [163]. При

этом оказывается, что в пределе нулевой температуры квантовая теория становится хо-

рошо определенной.

2.2.4 Квантовая теория: флуктуации около инстантона

Матрица Q с топологическим зарядом C[Q] = 1 может быть записана в виде

Q = T−1
0 R−1Q̂R T0, Q̂ = W + Λ

√
1 −W 2, W =

(
0 w

w† 0

)
. (2.22)

Здесь T0 ∈ U(2N) – постоянная в пространстве матрица, а матрица Q̂ описывает (малые)

флуктуации вокруг инстантона.

16На самом деле из-за того, что масса пропорциональна мацубаровским частотам, по которым прово-

дится суммирование, член SF существенным образом влияет на квантовую теорию, не только обрезая

логарифмические расходимости температурой, но и меняя множители перед логарифмами. Именно из-за

этого возникает зависимость уравнений ренормализационной группы (1.27) от параметров взаимодей-

ствия.
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Подставляя представление (2.22) в выражение (2.2) и разлагаясь до второго порядка

по W , находим, что

Sσ = −2πσxx +
σxx

4

∫
drµ2

λ(r)
∑

α,β,n1,n2

wαβ
n1n2

[
O(0)+

(
O(1) − O(0)

)(
δα1(1 + δ1β)δn1,0

+δ1β(1 + δα1)δn2,−1

)
+
(
O(2) +O(0) − 2O(1)

)
δα1δ1βδn1,0δn2,−1

]
w†βα

n2n1
. (2.23)

Здесь дифференциальные операторы O(a), a = 0, 1, 2, определены следующим образом:

O(a) =
(r2 + λ2)2

4λ2

[
∇j +

ia

r2 + λ2
εjkrk

]2

+
a

2
. (2.24)

Множитель µ2
λ(r) в уравнении (2.23), где

µλ(r) =
2λ

r2 + λ2
, (2.25)

выделен специально, так как известно [176], что анализ спектра флуктуаций вокруг ин-

стантонного решения удобнее проводить в координатах (η, ϕ) стереографической проекции

на сферу радиуса λ:

η =
r2 − λ2

r2 + λ2
, −1 < η < 1,

ϕ = tan−1 y

x
, 0 6 ϕ < 2π.

(2.26)

При этом оператор 17

O(a) =
∂

∂η

[
(1 − η2)

∂

∂η

]
+

1

1 − η2

∂2

∂2ϕ
+

ia

1 − η

∂

∂ϕ
− a2

4

1 + η

1 − η
+
a

2
. (2.27)

Собственные значения −E(a)
J и собственные функции Φ

(a)
J,M для оператора O(a) (для a =

0, 1, 2) имеют вид:

E
(a)
J =

(
J +

a(a− 3)

2

)(
J + 1 +

a(a− 1)

2

)
,

Φ
(a)
J,M = C

(a)
J,Me

iMϕ(1 − η2)M/2(1 − η)a/2PM+a,M
J−M+a(a−3)/2(η),

C
(a)
J,M =

√
Γ(J −M + (2−a)(1−a)

2
)Γ(J +M + 1 + a(a−1)

2
)(2J + 1)

2M+1
√
πΓ(J)J (a−1)2/2

√
(1 + a(3 − a)/2)J + a

, (2.28)

где P α,β
n (η) – полиномы Якоби 18, а целые числа J иM , принимающие следующие значения

J =
a(3 − a)

2
,
a(3 − a)

2
+ 1, . . . , M = −J +

(1 − a)a

2
, · · · , J +

a(3 − a)

2
, (2.29)

17Заметим, что dηdϕ = drµ2
λ(r), e0 =

√
(1 − η)/2 и e1 = eiϕ

√
(1 + η)/2.

18Напомним определение полиномов Якоби: Pα,β
n (η) = (−1)n

2nn! (1 − η)−α(1 + η)−β dn

dηn
(1 − η)n+α(1 + η)n+β .
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Таблица 2.1: Соответствие между флуктуациями нулевых мод инстантона и wαβ
n1n2 . Выражения

для w†αβ
n1n2 получаются комплексным сопряжением.

α β n1 n2 O(0) O(1) O(2)

α > 1, β > 1 n1 > 0, n2 6 −1 2itαβ
n1n2

Φ
(0)
0,0

α > 1, β = 1 n1 > 0, n2 = −1 2i
√

2π[tα1
n1,−1Φ

(1)
1,−1 − tα1

n1 ,0Φ
(1)
1,0]

n1 > 0, n2 < −1 2itα1
n1n2

Φ
(0)
0,0

α = 1, β > 1 n1 > 0, n2 6 −1 2it1β
n1n2

Φ
(0)
0,0

n1 = 0, n2 6 −1 2i
√

2π
h

t1β
0,n2

Φ
(1)
1,−1 + t1β

−1,n2
Φ

(1)
1,0

i

α = 1, β = 1 n1 > 0, n2 < −1 2itαβ
n1n2

Φ
(0)
0,0

n1 = 0, n2 < −1 2i
√

2π
h

t110,n2
Φ

(1)
1,−1 + t11−1,n2

Φ
(1)
1,0

i

n1 > 0, n2 = −1 2i
√

2π
h

t11n1,−1Φ
(1)
1,−1 − t11n1 ,0Φ

(1)
1,0

i

n1 = 0, n2 = −1 4i
√

π√
6

h√
2t11−1,0Φ

(2)
1,−2 + t11−1,−1Φ

(2)
1,−1

i

−

−4i
√

π√
6

h

t110,0Φ
(2)
1,−1 − i δλ

λ
Φ

(2)
1,−1

i

−

−4i
√

π√
3

h

t110,−1Φ
(2)
1,0 − δz̄0

λ
Φ

(2)
1,0

i

имеют смысл величины момента импульса и его проекции.

Как видно из уравнения (2.28), каждый из операторов O(a) имеет (a + 1) нулевую мо-

ду. Учитывая на сколько полей w† действует каждый из операторов O(a), всего получим

2(N2 +2N) нулевых мод. Это число в точности соответствует числу действительных пере-

менных, параметризующих инстантон (2.17). Небольшие изменения в размере инстантона

(δλ), в его положении (δz0), и в матрицах поворота (T0 = 1 + it) приводят к флуктуаци-

ям w и w†. Соответствие между ними устанавливается стандартным образом (см. Прил.

Б.1). Результаты приведены в таблице 2.1. В этой таблице (с учётом w†) элементы tαβ
n1n2

и tαβ
n2n1

обозначают генераторы из U(2N)/U(N) × U(N), tα1
n1,0 и t1α

0,n1
с n1 6= 0 для α = 1

соответствуют генераторам из U(N)/U(N − 1)×U(1). Тоже самое относится к элементам

tα1
n2,−1 и t1α

−1,n2
с n2 6= −1 при α = 1. Наконец, t110,0 − t11−1,−1 соответствует генератору U(1),

описывающему вращение в плоскости xy. Отметим, что нулевые моды, отвечающие гене-

раторам из [U(N)/U(N − 1)× U(1)]× [U(N)/U(N − 1)×U(1)]×U(1), появляются только

из-за наличия инстантона. Удобно считать, что эти генераторы, новые по сравнению с

генераторами нулевых мод для тривиального решения, соответствуют некоторой матрице

поворота U в уравнении (2.17). При этом матрица U имеет следущие ненулевые элементы

U1β
0n1

и U1β
−1,n2

и коммутирует с Λ.
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Спектр (2.28) оператора O(a) показывает, что флуктуации с моментом J ≫ 1 (в от-

сутствии члена SF ) меняются на масштабе порядка λ/J ≪ λ. Разложение члена SF около

Qinst до второго порядка по w и w† приводит к тому, что полное действие для флукту-

аций оказывается недиагональным в базисе функций Φ
(a)
J,M . Это существенным образом

затрудняет вычисление флуктуационного детерминанта. Для преодоления этой трудно-

сти, следуя работе [163], мы видоизменим член (2.3) следующим образом:

SF [Q] → −πTλ2

∫
drµ2

λ(r)
(
Γ00

∑

αn

tr Iα
nQ tr Iα

−nQ− 4z tr ηQ+ 6z tr ηΛ
)
. (2.30)

Как будет видно из дальнейшего, во флуктуационном детерминанте возникают логариф-

мические расходимости. Они связаны с вкладами флуктуаций с J ≫ 1. Поэтому можно

ожидать, что введение в действие SF массы µ2
λ(r), медленно меняющейся в пространстве

по сравнению с флуктуациями, не изменяет вида логарифмических расходимостей.

Теперь вычисления с членом SF , определённым выражением (2.30), становятся доста-

точно стандартными, хотя и трудоёмкими. Выписывается полное действие в квадратичном

по W приближении и вычисляется гауссов интеграл по массивным модам. При этом, из-за

наличия логарифмических расходимостей в квантовой теории требуется произвести регу-

ляризацию флуктуационных детерминантов. В рассматриваемом случае удобно использо-

вать схему регуляризации Паули-Вилларса [246], в которой логарифмические расходимо-

сти регуляризуются безразмерным параметром M . После вычисления флуктуационного

детерминанта необходимо еще проинтегрировать по нулевым модам инстантона. В резуль-

тате для отношения вкладов в статистическую сумму в секторе с топологическим зарядом

C[Q] = 1 (Z+1) и c топологическим зарядом C[Q] = 0 (Z0) получим (см. Прил. Б.2):

Z+1

Z0
=
N2

8π2

∫
dx0dy0

∫
dλ

λ3
D(γs)e

−2πσxx(Mλ)+iθ
〈
eS′

F,inst

〉
U
, (2.31)

S′
F,inst = −πTλ2

∫
dηdθ

(
Γ00(Mλ)

∑

αn

tr Iα
nU

−1ρU tr Iα
−nU

−1ρU − 4z(Mλ) tr ηU−1ρU
)
. (2.32)

Здесь усреднение 〈. . . 〉U производится по вращениям U , соответствующим нулевым модам

из [U(N)/U(N − 1)×U(1)]× [U(N)/U(N − 1)×U(1)]× U(1), которые отсутствуют у три-

виального решения. В согласии с работой [163], учёт квантовых флуктуаций в выражении

(2.31) привел к замене величин σxx, Γ00 и z в классическом действии на их перенормиро-
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ванные значения

σxx(M) = σxx

[
1 − 2f(γs)

πσxx
lnMeγ

]
, (2.33)

Γ00(M) = Γ00

[
1 − 1

πσxx
lnMeγ−1/2

]
, (2.34)

z(M) = z

[
1 +

γs

πσxx
lnMeγ−1/2

]
. (2.35)

Напомним, что f(x) = 1−(1+1/x) ln(1+x), а γ ≈ 0.577 обозначает постоянную Эйлера. Ве-

личины σxx(M) и z(M) совпадают с физическими наблюдаемыми σ′
xx и z′, вычисленными

с помощью однопетлевых выражений (1.21) и (1.24) в регуляризации Паули-Вилларса (см.

Прил. Б.3). Индекс у массы Mλ под знаком интеграла по λ указывает на то, что массив-

ные флуктуации вычисляются вокруг инстантонного решения с размером λ. Соотношение

между Mλ и λ может быть установлено из простых размерных соображений

Mλ = c1λ/l. (2.36)

Расчёт 19 приводит к значению c1 = e2/4, но, как будет показано ниже, от него результаты

для физических наблюдаемых не зависят. Вычисление флуктуационного детерминанта

привело к появлению функции

D(γs) = 16π exp

{
1 − 4γE

[
1 − (1 + γ−1

s ) ln(1 + γs)
]

+ 2(1 + γ−1
s )

[
−2γ2

s ln 2

1 + 2γs
+

+
[
ψ
(
3 + γ−1

s

)
+ ψ

(
−γ−1

s

)
− 1
]
ln(1 + γs) + g

(
−1 − γ−1

s

)
− g

(
−γ−1

s

)
]}

, (2.37)

где

g(z) = 2z2
∞∑

J=2

lnJ

J(J2 − z2)
. (2.38)

Cогласно выражению (2.37), функция D(γs) зависит от параметра взаимодействия в син-

глетном канале γs крайне нетривиальным образом. Отдельные члены в выражении (2.37)

расходятся при значениях γs = −1/k, где k = 1, 2, 3, . . . . В полном выражении (2.37) эти

расходимости сокращаются и функция D(γs) остаётся хорошо определенной на всём ин-

тервале −1 6 γs 6 0, причём D(0) = 16π/e, а D(−1) = 16π exp(1 − 4γ). График функции

19Появление в действии массы в регуляризации Паули-Вилларса означает, что теория вместо масштаба

l определена теперь на масштабе µ−1
λ (r). Поэтому, в плоском пространстве величину σxx(M) из урав-

нений (2.35) можно интерпретировать как σxx(l−1µ−1
λ (r)). Следуя работе [163], определим величину Mλ

с помощью следующего соответствия: σxx(Mλ) =
∫
dr σxx(l−1µ−1(r)) tr(∇Qinst(r))

2. Вычисляя интеграл,

получим соотношение (2.36).
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D(γs) приведен на рисунке 2.3. Выражение для Z−1/Z0 получается из уравнения (2.31)

комплексным сопряжением.

Выражение (2.31) имеет структуру характерную для инстантонных поправок к термо-

динамическому потенциалу и может быть написано из простых соображений о том, как

устроены нулевые моды инстантона (см., например [165]). Для определения функцииD(γs)

требуется вычислять флуктуационный детерминант. Для невзаимодействующих электро-

нов (γs = 0) величина D(0) вычислялась в работе [176] 20. Для случая кулоновского вза-

имодействия (γs = −1) величина D(−1) вычислялась в работе [233], где для неё был

получен ответ 64π/e. Значение D(−1), следующее из (2.37), было впервые получено в ра-

боте [108]. Выражение (2.37) для функции D(γs) для всех γs в интервале −1 6 γs 6 0

было впервые получено в работе [247]. Результат (2.31)-(2.37) показывает, что идеология

инстантонных вычислений, разработанная на моделях, в которых массовые члены не влия-

ют на вид уравнений ренормализационной группы, оказывается справедливой и для более

сложных моделей, в которых массовые члены меняют перенормировку зарядов теории.

Для нелинейной сигма-модели (2.1) результат (2.31)-(2.37) демонстрирует, что инстанто-

ны определяют зависимость термодинамического потенциала от θ для σxx ≫ 1 и в случае

наличия межэлектронного взаимодействия.

2.2.5 Физические наблюдаемые

Диссипативная и холловская проводимости

Для нахождения зависимости диссипативной и холловской проводимости, которые опреде-

лены выражениями (2.14) и (2.15), от θ-угла при σxx ≫ 1 можно использовать следующее

разложение корреляционной функции по топологическим секторам:

〈O[Q]〉 ≈ 〈O〉0 +
Z+1

Z0

(
〈O〉+1 − 〈O〉0

)
+
Z−1

Z0

(
〈O〉−1 − 〈O〉0

)
+ . . . . (2.39)

Здесь O[Q] - произвольный функционал от матричного поля Q, а 〈O〉W означает усред-

нение в топологическом секторе W . В главном порядке по 1/σxx предэкспоненту в 〈O〉±1

достаточно вычислять в классическом приближении, т.е. без учета квантовых флуктуа-

20От схемы регуляризации зависит нелогарифмическая часть в выражении (2.33), изменение которой

приводит к изменению величины D(γs). В работе [163] нелогарифмическая часть σxx(M) выбиралась

такой, как получается в размерной регуляризации. Из-за этого в работе [176] для D(0) был получен

ответ в 16 раз больше, чем следует из выражения (2.37). На то, что вычисление инстантонных поправок

необходимо делать в одной и той же схеме регуляризации, внимание впервые было обращено в работе [245].
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Рисунок 2.3: Функции D(γs) (сплошная кривая) и Dγ(γs) (штриховая кривая).

ций. Тогда, используя выражения (2.14) и (2.15), находим

σ′
xx = σxx(M) +

∫
dλ

λ
D(γs)

〈(
Jxx[Qinst]e

iθ + c.c.
)
e−2πσxx(Mλ)+S′

F,inst

〉
U
,

θ′

2π
=

θ

2π
+

∫
dλ

λ
D(γs)

〈(
Jxy[Qinst]e

iθ + c.c.
)
e−2πσxx(Mλ)+S′

F,inst

〉
U
.

(2.40)

Здесь для удобства введена величина

Jab[Q] = lim
n→0

N2σ2
xx

32π2nλ2

∫
dr tr Iα

nQ∇aQ

∫
dr′ tr Iα

−nQ∇bQ. (2.41)

В пределе нулевой температуры, T → 0, при вычислении среднего по U -вращениям в

выражениях (2.40) член S′
F,inst можно не учитывать. Тогда в пределе N → 0 находим 21

〈Jab[Qinst]〉U =
σ2

xx

2
(δab − iεab) . (2.42)

Отсюда получаем следующие выражения для σ′
xx и θ′:

σ′
xx = σxx(M) −

∫
dλ

λ
D(γs)σ

2
xxe

−2πσxx(Mλ) cos θ, (2.43)

θ′

2π
=

θ

2π
−
∫
dλ

λ
D(γs)σ

2
xxe

−2πσxx(Mλ) sin θ. (2.44)

21Здесь для усреднения используются следующие соотношения 〈(U)α1
n1,0(U

−1)1β
0,n3

〉U = δn1n3
δαβ/N и

〈(U)α1
n1,0(U

−1)1β
0,n3

(U)γ1
n5,0(U

−1)1δ
0,n7

〉U = [δn1n3
δαβδn5n7

δγδ + δn1n7
δαδδn5n3

δγβ]/N(1 + N). Аналогичные со-

отношения выполняются для элементов Uα1
n2,−1.
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Напомним, что нелинейная сигма-модель применима на масштабах больших длины

свободного пробега l. Поэтому физически нет смысла рассматривать инстантоны с разме-

ром меньшим, чем λmin ∼ l. В то же время макcимальный размер инстантона (при T = 0)

определяется величиной λmax порядка размера системы L, λmax ∼ L 22. Поэтому инте-

грирование по λ в выражениях (2.43)-(2.44) идёт от λmin до λmax. Как хорошо известно,

учёт квантовых флуктуаций вокруг инстантона в следующем порядке по 1/σxx, приводит

к появлению бегущих с Mλ величин в предэкспоненте подынтегрального выражения для

инстантонного вклада в термодинамический потенциал и наблюдаемые 23. Учитывая этот

факт, и то, что M ∝ λmax/λmin, после дифференцирования по L выражений (2.43)-(2.44)

находим, что σ′
xx и θ′ удовлетворяют следующим уравнениям

dσ′
xx

dy
= − 2

π
f(γs) −D(γs)σ

2
xxe

−2πσxx cos θ, (2.45)

dθ′

dy
= − 2πD(γs)σ

2
xxe

−2πσxx sin θ. (2.46)

Напомним, что здесь y = lnL/l. Зависимость σxx и γs от y определяется пертурбатив-

ными уравнениями ренормализационной группы (см. (1.105)-(1.106)), а θ от y не зависит.

Начальные условия для уравнений (2.45)-(2.46) имеют вид: σ′
xx(0) = σxx(0) = σxx

24 и

θ′(0) = θ. Уравнения (2.45)-(2.46) справедливы при σxx ≫ 1.

В случае отсутствия взаимодействия (γs = 0) и в случае кулоновского взаимодействия

(γs = −1) система уравнений (2.45)-(2.46) полностью определяет зависимость наблюда-

емых σ′
xx и θ′ от размера системы при T = 0. Для этих предельных случаев уравнения

(2.45)-(2.46) были впервые получены в работах [177] и [233], соответственно (см. обсужде-

ние в конце раздела 2.2.4). В общем случае, для произвольного межэлектронного взаимо-

действия (−1 6 γs 6 0) уравнения (2.45)-(2.46) были впервые получены в работе [247].

Физическая наблюдаемая z′

Согласно выражению (1.10), физическая наблюдаемая z′ определяется по термодинамиче-

скому потенциалу Ω, который может быть представлен в виде суммы вкладов от разных

топологических секторов:

βΩ = − lnZ0 −
Z+1 + Z−1

Z0
− . . . . (2.47)

22Естественно ожидать, что выполняется соотношение λmax/λmin = L/l.
23В работах [248, 249, 250, 251] это утверждение было проверено прямыми вычислениями для обычной

и N = 1 суперсимметричной теорий Янга-Миллса.
24Здесь в последнем равенстве мы пренебрегли константой порядка единицы по сравнению с σxx ≫ 1.
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Используя выражение (2.31), находим

z′ = z(M) −
∫
dλ

λ
D(γs)

N2〈S′
F,inst〉U

8π3λ2T tr ηΛ
e−2πσxx(Mλ) cos θ. (2.48)

Усредняя по U -вращениям также как в предыдущем разделе, получаем

〈S′
F,inst〉U = −πT

N2

∫
drΓ00 (Mλ) |ρ11

−10(r)|2 tr ηΛ. (2.49)

Регуляризация Паули-Вилларса фактически означает появление в действии (2.2)-(2.3)

массового члена (1.108) с h0 равным µλ(r)/Mλ. Поэтому, естественно переписать выра-

жение (2.49) в виде

〈S′
F,inst〉U = −πT

N2

∫
drΓ00 (Mλµλ(0)/µλ(r)) |ρ11

−10(r)|2 tr ηΛ. (2.50)

Интеграл по r в выражении (2.50) сходится, так как амплитуда Γ00 имеет отрицательную

аномальную размерность (см. (2.34)) и, поэтому Γ00(M) → 0 при M → ∞. Аккуратное

вычисление приводит к следующему результату (см. Прил. Б.4):

〈S′
F,inst〉U =

8π3λ2T

N2
Γ00(Mλ)σxxm1(γs) tr ηΛ, (2.51)

где функция

m1(γs) = −1 + γs

2γs
exp

[
− 2

γs
ln(1 + γs)

] −γs∫

0

ds(1 − s)−2−2/s. (2.52)

Функция m1(γs) монотонно убывает от значения m1(0) = 1/2 для случая невзаимодейству-

ющих электронов до значения m1(−1) = 1/6 для случая кулоновского взаимодействия.

Обратим внимание, что в результате учёта квантовых флуктуаций логарифм lnL/λ, по-

лучающийся в выражении для 〈SF [Qinst]〉U на классическом уровне, заменяется на первую

степень σxx. Это качественно связано с тем, что квантовые флуктуации приводят к появ-

лению в задаче масштаба LΓ ∼ l exp(πσxx), на котором величина Γ00 обращается в нуль.

Поэтому при учете квантовых флуктуаций логарифмическая расходимость в 〈SF [Qinst]〉U
обрезается на масштабе LΓ, а не масштабе L.

С помощью выражения (2.52) окончательно находим

z′ = z(M) +

∫
dλ

λ
Dγ(γs)σxxΓ00(Mλ)e

−2πσxx(Mλ) cos θ, (2.53)

где функция Dγ(γs) определена как

Dγ(γs) = m1(γs)D(γs) (2.54)
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и показана на рисунке 2.3. Учитывая замечания, которые обсуждались при переходе от

выражений (2.43)-(2.44) к выражениям (2.45)-(2.46), и дифференцируя обе части уравне-

ния (2.53) по L, получаем

dz′

dy
= z

(
γs

πσxx
+Dγ(γs)γsσxxe

−2πσxx cos θ

)
. (2.55)

Здесь в правой части зависимость σxx, γs и z от y определяется пертурбативными урав-

нениями ренормализационной группы (см. (1.105)-(1.107)), а θ от y не зависит. Начальное

условие для уравнения (2.55) имеет вид: z′(0) = z(0) = z. Уравнение (2.55) справедливо

при σxx ≫ 1.

Выражение (2.55) для случая кулоновского взаимодействия, γs = −1, впервые было

получено в работе [233] с коэффициентом 64π/e вместо Dγ(−1) = 8π exp(1 − 4γ)/3, по-

лученного впервые в работе [108]. Для случая невзаимодействующих электронов, γs = 0,

выражение (2.55) было впервые получено в работе [245]. Общий ответ (2.55) для произ-

вольного межэлектронного взаимодействия, −1 6 γs 6 0, был впервые получен в рабо-

те [247].

2.2.6 Обсуждение результатов

Уравнения (2.45)-(2.46) и (2.55) показывают, что механизм появления зависимости фи-

зических наблюдаемых от θ-угла в нелинейной сигма-модели с топологическим членом

не зависит от наличия межэлектронного взаимодействия, несмотря на то, что взаимодей-

ствие меняет поведение наблюдаемых при увеличении размера системы. Как видно из

уравнения (2.46), при всех значениях σxx и γs есть два выделенных значения θ-угла: θ = 0

и θ = π, при которых θ′ не зависит от L и равна θ. При −π < θ < π физическая наблю-

даемая θ′ уменьшается, стремясь к значению 0. Это согласуется с общими ожиданиями,

что в пределе L→ ∞ физическая наблюдаемая θ′ стремится к нулю. При значении θ = 0

инстантонная поправка в выражении (2.45) при всех значениях γs усиливает локализацию

(увеличивает значение |dσ′
xx/dy|). Поэтому можно ожидать, что в пределе L → ∞ насту-

пает полная локализация и σ′
xx обращается в нуль в согласии с общими идеями раздела

2.2.2. При значении θ = π ситуация противоположная: инстантонный вклад в выраже-

нии (2.45) является антилокализующим. Это указывает на то, что в точной теории при

θ = π непертурбативные вклады могут привести к тому, что в пределе L → ∞ дисси-

пативная проводимость σ′
xx будет стремиться к конечному значению. Это означает, что

при θ = π корреляционная длина расходится. Как видно из уравнения (2.45) электрон-

электронное взаимодействие усиливает пертурбативную поправку (первый член в правой
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части) и уменьшает непертурбативную (второй член в правой части). Подчеркнём ещё

раз, что результаты, полученные в этом разделе, показывают, что общее объяснение це-

лочисленного квантования холловской проводимости на основе нелинейной сигма-модели

с топологическим членом не зависит от наличия межэлектронного взаимодействия.

2.3 Роль электрон-электронного взаимодействия для

переходов между плато

2.3.1 Введение

В этом разделе результаты предыдущего раздела будут применены к изучению влияния

электрон-электронного взаимодействия на ширину критической области (при конечном

размере системы или ненулевой температуре) при переходе между плато в режиме цело-

численного квантового эффекта Холла.

2.3.2 Зависимость физических наблюдаемых от размера системы

Выражения (2.45), (2.46) и (2.55) описывают зависимость физических наблюдаемых σ′
xx,

θ′ и z′ от размера системы при T = 0. Подчеркнём, что в правых частях этих выражений

стоят величины σxx, θ, γs и z, зависимость которых от L описывается пертурбативными

уравнениями ренормализационной группы. Как обсуждалось в разделе 1.2, пертурбатив-

ные уравнения ренормализационной группы для физических наблюдаемых и перенорми-

рованных параметров действия совпадают. Более того, эти уравнения могут быть получе-

ны с помощью вычисления физических наблюдаемых из формул линейного отклика, либо

из перенормировки действия с помощью процедуры фонового поля. С непертурбативны-

ми (инстантонными) вкладами ситуация более сложная. Это связано с тем, что интеграл,

определяющий вклад от инстантонов в физические наблюдаемые, формально не являет-

ся логарифмическим и не расходится в ультрафиолете (на малых расстояниях). Поэтому,

например, в схеме минимального вычитания такие вклады не будут влиять на уравнения

ренормализационной группы. В то же время, в уравнениях ренормализационной группы

для физических наблюдаемых, которые получаются так, как изложено в приложении A.2,

такие вклады будут учитываться.

С той точностью, с которой были получены уравнения (2.45) и (2.46), их правые части
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можно выразить через физические наблюдаемые и получить следующие уравнения

dσ′
xx

dy
=βσ(σ

′
xx, θ

′, γ′s) = −2

π
f(γ′s) −D(γ′s)σ

′2
xxe

−2πσ′
xx cos θ′, (2.56)

dθ′

dy
=βθ(σ

′
xx, θ

′, γ′s) = −2πD(γ′s)σ
′2
xxe

−2πσ′
xx sin θ′. (2.57)

Аналогично, уравнение (2.55) можно переписать в виде:

d ln z′

dy
= γ′s

(
1

πσ′
xx

+Dγ(γ
′
s)σ

′
xxe

−2πσ′
xx cos θ′

)
. (2.58)

Используя условие сохранение числа частиц, т. е. соотношение z′(1 + γ′s) = const, из урав-

нения (2.58) находим, что

dγ′s
dy

= βγ(σ
′
xx, θ

′, γ′s) = −(1 + γ′s)γ
′
s

(
1

πσ′
xx

+Dγ(γ
′
s)σ

′
xxe

−2πσ′
xx cos θ′

)
. (2.59)

C учётом начальных условий σ′
xx(l) = σ̄xx, θ′(l) = θ̄, и γ′s(l) = γ̄s, уравнения (2.56)-(2.57) и

(2.59) описывают зависимость физических наблюдаемых σ′
xx, θ

′ и γ′s от размера системы L

при T = 0. Они справедливы для σ′
xx ≫ 1. Для проверки справедливы ли уравнения (2.56)-

(2.59) в области σ′
xx & 1 требуется вычисление двухинстантонных вкладов в выражения

для физических наблюдаемых 25.

С учетом оговорок, сделанных выше, будем применять к уравнениям (2.56)-(2.57) и

(2.59) терминологию, которую используют для анализа уравнений ренормализационной

группы. Уравнение (2.59) демонстрирует, что имеются две фиксированные точки: устой-

чивая (относительно направления γ′s) при γ′s = 0, соответствующая случаю невзаимодей-

ствующих электронов, и неустойчивая при γ′s = −1, соответствующая случаю кулоновско-

го взаимодействия. Как уже обсуждалось в разделе 1.2, при γ′s = −1 действие нелинейной

сигма-модели (2.1) инвариантно относительно глобальных поворотов (1.7) матрицы Q. В

интервале −1 < γ′s < 0 отношение D(γ′s)/Dγ(γ
′
s) > 2, а функция f(γ′s) < 1, поэтому в

рамках уравнений (2.56)-(2.57) и (2.59) больше фиксированных точек не существует. Как

следствие, весь интервал −1 < γ′s 6 0 контролируется фиксированной точкой при γ′s = 0.

Впервые для рассматриваемой задачи это предположение было сформулировано в рабо-

те [233] и было подтверждено численными вычислениями в работе [236] (см. раздел 2.4).

Отметим, однако, что, так как в работе [233] функции D(γ′s) и Dγ(γ
′
s) явно вычислены не

были, то проверка этого утверждения в рамках уравнений (2.56)-(2.57) и (2.59) произве-

дена была только в работах [247, 252].

25Как будет показано в разделе 2.5 уравнения (2.55) и (2.58) приводят к разным предсказаниям для

амплитуды осцилляций теплоёмкости с магнитным полем. Таким образом, какое из двух уравнений реа-

лизуется может быть проверено, хотя бы в принципе, экспериментально.
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Случай невзаимодействующих электронов

В случае невзаимодействующих электронов, γ′s = 0, уравнения (2.56)-(2.57) принимают

вид:

dσ′
xx

dy
=βσ(σ

′
xx, θ

′, 0) = − 1

2π2σ′
xx

−D(0)σ′2
xxe

−2πσ′
xx cos θ′, (2.60)

dθ′

dy
=βθ(σ

′
xx, θ

′, 0) = −2πD(0)σ′2
xxe

−2πσ′
xx sin θ′, (2.61)

где, напомним, D(0) = 16π/e ≈ 18.6. Здесь в уравнение (2.60) добавлена двухпетлевая

пертурбативная поправка [128], так как однопетлевая поправка обращается в нуль. Эти

уравнения предсказывают поведение физических наблюдаемых при изменении размера

системы, согласующееся с общими идеями раздела 2.2.2. Зависимость σ′
xx и σ′

xy от L удоб-

но представить в виде диаграммы ренормгруппового потока (см. Рис. 2.4). Вдоль линии

θ′ = 0 система при L→ ∞ стремится к локализации: σ′
xx уменьшается при увеличении L.

Поэтому можно ожидать существования фиксированной точки при θ′ = σ′
xx = 0, которая

описывает локализованную электронную систему с целочисленно квантованной холлов-

ской проводимостью. На линии θ′ = π пертурбативный и инстантонный вклады имеют

разные знаки, что может привести к появлению неустойчивой критической точки при ко-

нечном значении σ′
xx = σ⋆

xx (см. Рис. 2.4). При −π < θ′ < π физическая наблюдаемая θ′

уменьшается, стремясь к нулевому значению.

Неустойчивая критическая точка при θ′ = π и σ′
xx = σ⋆

xx отвечает переходу между дву-

мя состояниями с целочисленно-квантованными значениями холловской проводимости.

Стандартным образом (см., например [10]) она характеризуется расходящейся корреляци-

онной длиной:

ξ = l|θ̄ − π|−ν , ν−1 = −∂βθ(σ
⋆
xx, θ

′, 0)

∂θ′

∣∣∣∣∣
θ′=π

. (2.62)

Вблизи неустойчивой критической точки имеется скейлинговое поведение: физические на-

блюдаемые зависят от безразмерного отношения L/ξ.

Формально уравнение (2.60) даёт значение σ⋆
xx ≈ 0.9, которое, строго говоря, лежит

за рамками применимости уравнений (2.60)-(2.61). Из уравнения (2.62) получается следу-

ющая оценка для критического индекса корреляционной длины ν ≈ 2.8. Она находится

в разумном согласии с данными численных экспериментов ν ≃ 2.35 [210] 26. Полученные

26В недавних численных экспериментах [253] было получено значение ν ≃ 2.59, которое, согласно утвер-

ждению авторов работы [253], больше общепринятого значения 2.35 из-за более аккуратного учёта попра-

вок к скейлингу.
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Рисунок 2.4: Схематическая диаграмма, иллюстрирующая зависимость физических наблюдае-

мых σ′xx и θ′ от размера системы L. Стрелки указывают направление увеличения масштаба L.

в работе [245] оценки на основе уравнений (2.56)-(2.57) и (2.59) для других критических

индексов, характеризующих поправки к скейлингу, так же находятся в разумном согласии

с данными численных экпериментов.

Случай кулоновского взаимодействия

В случае кулоновского взаимодействия, γ′s = −1, уравнения (2.56)-(2.57) принимают вид:

dσ′
xx

dy
=βσ(σ′

xx, θ
′,−1) = −2

π
−D(−1)σ′2

xxe
−2πσ′

xx cos θ′, (2.63)

dθ′

dy
=βθ(σ

′
xx, θ

′, 0) = −2πD(−1)σ′2
xxe

−2πσ′
xx sin θ′, (2.64)

где, напомним, D(−1) = 16π exp(1− 4γ) ≈ 13.6. Как видно, по своей структуре уравнения

(2.63)-(2.64) аналогичны уравнениям (2.56)-(2.57), описывающим случай невзаимодейству-

ющих электронов. Поэтому, зависимость физических наблюдаемых σ′
xx и θ′ от размера си-

стемы оказывается аналогичной случаю невзаимодействующих электронов (см. Рис. 2.4).

Отметим только, что в случае кулоновского взаимодействия локализационный пертур-

бативный вклад оказывается больше, чем в случае невзаимодействующих электронов, а

инстантонный (делокализующий) вклад, наоборот, оказывается меньше. Поэтому можно

ожидать, что значение σ⋆
xx в случае кулоновского взаимодействия будет меньше, чем в слу-

чае невзаимодействующих электронов. Согласно уравнению (2.63), функция βσ(σ′
xx, π,−1)

оказывается отрицательной при всех значениях σ′
xx, что не позволяет оценить критический
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Рисунок 2.5: Схематическая диаграмма, иллюстрирующая зависимость физических наблюдае-

мых σ′xx, σ
′
xy = k+θ′/2π и γ′s от размера системы L. Стрелки указывают направление увеличения

масштаба L.

индекс ν, который также как в случае невзаимодействующих электронов, характеризует

каким образом в критической точке расходится корреляционная длина. К сожалению, в

настоящее время отсутствует возможность вычисления критических индексов для случая

кулоновского взаимодействия в численном эксперименте.

Уравнения (2.56)-(2.57) и (2.59) интерполируют между двумя фиксированными точка-

ми γ′s = 0 и γ′s = −1. На рисунке 2.5, с учётом сказанного выше, приведена ожидаемая

схематическая диаграмма потока, соединяющая случаи невзаимодействующих электронов

и электронов с кулоновским взаимодействием.

2.3.3 Обсуждение результатов и сравнение с экспериментом

Результаты, полученные выше, указывают на то, что в двумерной электронной системе в

перпендикулярном магнитном поле, полностью поляризующим электронные спины, в пре-

деле бесконечного размера системы в зависимости от межэлектронного взаимодействия

реализуется только два типа поведения: 1) поведение характерное для случая электро-

нов с кулоновским взаимодействием и 2) поведение характерное для случая невзаимо-

действующих электронов. Последнее реализуется при любом короткодействующем меж-

электронном взаимодействии. В обоих случаях имеется неустойчивая критическая точка,
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соответствующая переходу между состояниями с целочисленными значениями холловской

проводимости. При нуле температур и конечном размере системы L ширина этого пере-

хода, которая, например, соответствует ширине пиков в зависимости σ′
xx и ∂σ′

xy/∂B от

магнитного поля B, находится из условия ξ ∼ L и оказывается порядка ∆B ∝ L−1/ν .

Информация о критическом поведении в случае невзаимодействующих электронов из-

влекается из численных экспериментов, в которых как раз и измеряется зависимость от

размера системы при нуле температур (см., например [210]). В тоже время критическое

поведение для случая электронов с кулоновским взаимодействием извлекается в лабора-

торных экспериментах из транспортных измерений при конечных температурах. В этом

случае экспериментально определяется критический индекс κ, который характеризует ши-

рину пиков в зависимости σ′
xx и ∂σ′

xy/∂B от магнитного поля B при конечной температу-

ре: ∆B ∝ T κ [181]. Первые эксперименты на InGaAs/InP образцах дали значение индекса

κ = 0.42±0.04 [182]. На измеряемую величину индекса κ сильно влияют макроскопические

неоднородности в образце, затрудняющие наблюдение настоящего критического поведе-

ния и приводящие к увеличению измеряемого значения для κ [195, 196, 197, 198, 199, 200].

Недавние работы [200, 191] по измерению ширины критической области в AlGaAs/AlGaAs

вплоть до температуры 1 мК дали значение κ=0.42±0.01 в согласии с результатом рабо-

ты [182].

Критические индексы ν и κ, связаны как κ = 1/(νzT ), где критический индекс zT

определяет зависимость длины сбоя фазы от температуры: Lφ ∝ T−1/zT . Заметим, что

можно ввести два, вообще говоря, разных динамических критических индекса: zT и z, где

индекс zT (z) описывает скейлинг с температурой (частотой). В частности, критический

индекс z определяет связь между длиной и временем сбоя фазы: Lφ ∝ τ
1/z
φ . Для случая

электронов с кулоновским взаимодействием известно [57], что оба динамических индекса

совпадают и равны zT = z = 2 − µ2, где 27

µ2 = −∂βγ(σ
⋆
xx, π, γ

′
s)

∂γ′s

∣∣∣∣∣
γ′

s=−1

. (2.65)

Это означает одинаковый скейлинг с частотой и температурой, как это бывает в стан-

дартных квантовых фазовых переходах. В частности это означает, что частота сбоя фазы

пропорциональна температуре: 1/τφ ∝ T (см. раздел 2.4).

Экспериментальное измерение индексов ν, z и zT представляет очень сложную задачу.

К настоящему времени экспериментально проверено, что z = zT [187], и измерены значе-

ния ν ≃ 2.3 [188, 186] и zT ≃ 1 [191] с разбросом экспериментальных точек около 10%.

27Отметим, что в работе [57] индекс µ2 обозначался как ζ, а в работе [233] как −γ∗T .
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Однако, по-видимому, эти результаты имеют значительные систематические ошибки. В

работах [188, 186] было получено значение индекса κ в интервале от 0.6 до 0.8, что указы-

вает на наличие макроскопических неоднородностей в образце, маскирующее критическое

поведение. В работе [191] индекс zT находился из анализа экспериментальных данных для

образцов разных размеров при низких температурах 28. Однако, при обработке экспери-

ментальных данных в работе [191] не учитывался тот факт, что в образцах разных раз-

меров случайный потенциал был, вообще говоря, разный [254]. Это обстоятельство ставит

под сомнение надёжность измеренного значения для zT и указывает на необходимость

продолжения экспериментальной работы по надёжному измерению индексов ν и zT .

Для критической точки, соответствующей случаю невзаимодействующих электронов,

температурная зависимость ширины критической области может появится благодаря сбою

фазы электронов из-за наличия короткодействующего кулоновского взаимодействия. В

этом случае динамический индекс z совпадает с размерностью пространства, z = d, но тем-

пературная зависимость времени сбоя фазы определяется индексом p: τφ ∝ T−p. Отсюда

получается, что динамический индекс zT = d/p. Связь индекса p с функцией βγ(σxx, π, γ
′
s)

будет установлена в следующем разделе.

2.4 Время сбоя фазы на переходе между плато в случае

короткодействующего межэлектронного взаимодей-

ствия

2.4.1 Введение

В этом разделе будет проведено вычисление температурной зависимости времени сбоя

фазы на переходе между плато в случае короткодействующего межэлектронного взаимо-

действия. В частности будет показано, что τφ ∝ T−p, где индекс p определяется производ-

ной функцией βγ(σ
′
xx, θ

′, γ′s) в критической точке, соответствующей невзаимодействующим

электронам. Несмотря на то, что основной целью этой главы является изучение целочис-

ленного квантового эффекта Холла, большая часть результатов этого раздела относится

и к переходам Андерсона с нарушенной симметрией относительно обращения времени в

размерностях d > 2.

28При низких температурах, таких что Lφ ≫ L, ширина критической области по магнитному полю

определяется размером образца: ∆B ∝ L−1/ν .
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2.4.2 Выражение для времени сбоя фазы через точные волновые

функции

Поправка первого порядка по взаимодействию к термодинамическому потен-

циалу

Следуя работе [236], запишем поправку первого порядка по межэлектронному взаимодей-

ствию U(r) к усреднённому по беспорядку термодинамическому потенциалу:

δ(1)Ω =

∫
dEdω

∆2
fF (E)fF (E + ω)

∫
dr1dr2U(r1 − r2)K1(r1, r2, E, ω) , (2.66)

где fF (ǫ) = 1/[1+exp(ǫ/T )] обозначает распределение Ферми-Дирака, δ = 1/ν⋆L
d – среднее

расстояние между точными уровнями энергии ǫα для невзаимодействующих электронов

в данном случайном потенциале. Корреляционная функция

K1(r1, r2, E, ω) =
δ2

2

∑

αβ

〈∣∣Bαβ(r1, r2)
∣∣2δ(E + ω − ǫα)δ(E − ǫβ)

〉
, (2.67)

где 〈. . . 〉 означает усреднение по случайному потенциалу, определяется величиной

Bαβ(r1, r2) = φα(r1)φβ(r2) − φα(r2)φβ(r1). (2.68)

Здесь φα(r) обозначают точные волновые функции, соответствующие энергиям ǫα. Функ-

ция K1(r1, r2, E, ω), описывающая корреляции двух собственных состояний задачи без

взаимодействия, в пределе L→ ∞ имеет следующее скейлинговое поведение [236]:

K1(r1, r2, E, ω) = L−2d

( |r1 − r2|
Lω

)µ2

K̃1

( |r1 − r2|
Lω

)
,

K̃1(x) =





1, x≪ 1,

x−µ2 , x≫ 1
,

(2.69)

где Lω = L(δ/|ω|)1/d – это масштаб, соответствующий энергии ω. Заметим, что индекс

µ2 > 0 из-за хартри-фоковского сокращения в определении (2.68). Это означает, что на

масштабах меньших Lω корреляционная функция (2.69) в критической области сильно по-

давлена по сравнению с тем, что было бы для ситуации хорошего металла. Подчеркнём,

что эта ситуация противоположна той, которая наблюдается для неантисимметризован-

ных корреляционных функций, которые усиливаются в критической области [37].
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Считая, что межэлектронное взаимодействие имеет следующее поведение на малых и

больших расстояниях (λ > d) 29:

U(R) = u0





1, R ≪ a,

(a/R)λ, R ≫ a,
(2.70)

находим, что поправка к термодинамическому потенциалу может быть записана в виде:

δ(1)Ω ∝
∫
dEdω

δ
fF (E)fF (E + ω)u(Lω) . (2.71)

Здесь величина

u(Lω) = ν⋆u0a
d





(a/Lω)µ2 , d+ µ2 < λ,

(a/Lω)µ2 ln Lω

a
, λ = d+ µ2,

(a/Lω)λ−d, d < λ < d+ µ2

(2.72)

может рассматриваться как перенормированное на масштабе Lω взаимодействие [236]. Вы-

ражение (2.72) показывает, что для λ > d межэлектронное взаимодействие действительно

иррелевантно (уменьшается при увеличении масштаба) вблизи невзаимодействующей кри-

тической точки u = 0. Это заключение, полученное на основе изучения поправки первого

порядка по взаимодействию к термодинамическому потенциалу, находится в согласии с

аналогичным выводом из нелинейной сигма-модели. Как будет видно из дальнейшего, при

λ > d + µ2 величина u имеет тот же скейлинг вблизи невзаимодействующей критической

точки, что и параметр γ′s, поэтому можно считать, что они совпадают.

Время сбоя фазы: поправка второго порядка к собственной энергии

Следуя работе [255], для вычисления частоты сбоя фазы в духе золотого правила Ферми 30

необходимо вычислить поправку второго порядка по взаимодействию к собственно энер-

гетической части ΣR
α (ε) (см. Рис. 2.6) и усреднить по случайному беспорядку величину

∑
α ΣR

α (ε)δ(E − ǫα). Тогда, находим

Im ΣR(E, ε) = Im δ

〈
∑

α

ΣR
α (ε)δ(E − ǫα)

〉
= −π

(
4∏

j=1

∫
drj

)
U(r1 − r2)U(r3 − r4)×

×
∫
dωdε′

δ3

{
fF (ε′ + ω)[1 − fF (ε′)] + [fF (ε′) − fF (ε′ + ω)]fF (ε+ ω)

}
K2({rj}, E, ε, ε′, ω) ,

(2.73)

29Отметим, что экспоненциальному спаданию U(R) на больших R отвечает λ→ ∞.
30Более аккуратно вычисляется частота ухода в формализме кинетического уравнения, которое в рас-

сматриваемом случае совпадает с частотой сбоя фазы.

97



Рисунок 2.6: Поправки второго порядка по взаимодействию к собственно энергетической ча-

сти, определяющие частоту сбоя фазы. Волнистая линия обозначает взаимодействие, а сплошная

линия – точные одночастичные электронные функции Грина.

где корреляционная функция

K2({rj}, E, ε, ε′, ω) =
δ4

8

〈∑

αβγδ

B∗
αβ(r1, r2)Bδγ(r1, r2)B

∗
γδ(r3, r4)Bβα(r3, r4)×

×δ(E − ǫα)δ(ε′ + ω − ǫβ)δ(ε′ − ǫγ)δ(ε+ ω − ǫδ)
〉
. (2.74)

Для того, чтобы определить зависимость частоты сбоя фазы от температуры необ-

ходимо выбрать характерные значения для энергетических переменных. Во-первых, нас

интересует частота сбоя фазы на массовой поверхности (E = ε) и при характерных энер-

гиях порядка температуры, E ∼ T . Для оценки частоты сбоя фазы по порядку величины

достаточно считать E = 0. Во-вторых, как можно проверить, характерные значения ε′ и

ω в интеграле (2.73) оказываются порядка температуры. Производя интегрирование по ε′,

находим

Im ΣR(0, 0) ∼ − 1

δ3

(
4∏

j=1

∫
drj

)
U(r1 − r2)U(r3 − r4)

∫
dω ω

sh (ω/T )
K2({rj}, 0, 0, ε′ ∼ T, ω).

(2.75)

Учитывая, что для |r1 − r2|, |r3 − r4| ≪ R 6 Lω скейлинговое поведение корреляционной

функции K2({rj}, 0, 0, ε′ ∼ ω, ω) имеет вид [236] 31

K2({rj}, 0, 0, ε′ ∼ ω, ω) = L−4d

( |r1 − r2|
R

|r3 − r4|
R

)µ2
(
R

Lω

)α

, (2.76)

31Выражение (2.76) может быть пояснено следующим образом. Для R ∼ Lω корреляции между волно-

выми функциями в точках r1,2 и r3,4 становятся независимыми. Поэтому, скейлинг функции K2 оказыва-

ется таким же как у двух независимых корреляционых функций K1, т. е., (|r1 − r2|/R)µ2(|r3 − r4|)/R)µ2 .

Показатель α описывает скейлинг по отношению к переменной R/Lω. Для R ≫ Lω корреляции быстро

(экспоненциально) спадают, так что эта область значений R не даёт вклада в интеграл (2.77).
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Таблица 2.2: Выражения для индексов ζ1 и ζ2 в уравнении (2.78). Здесь αc = min{2µ2−d, 2λ−3d}.

d < λ < d+ µ2 λ = d+ µ2 d+ µ2 < λ

α > αc

ζ1 = −1 + 2λ/d

ζ2 = 0

ζ1 = 1 + 2µ2/d

ζ2 = 2

ζ1 = 1 + 2µ2/d

ζ2 = 0

α = αc

ζ1 = −1 + 2λ/d

ζ2 = 1

ζ1 = 1 + 2µ2/d

ζ2 = 3

ζ1 = 1 + 2µ2/d

ζ2 = 1

−d < α < αc

ζ1 = 2 + α/d

ζ2 = 0

ζ1 = 2 + α/d

ζ2 = 0

ζ1 = 2 + α/d

ζ2 = 0

где R = (r1 + r2 − r3 − r4)/2, получаем

1

τφ
∼ | ImΣR(0, 0)| ∼ ν⋆T

T∫

0

dω

Lω∫

a

dR u2(R)

(
R

Lω

)α

. (2.77)

Результат интегрирования по R зависит от соотношения между λ, µ2, α и d. В случае

α > −d, частота сбоя фазы имеет вид

1

τφ
∝ T0u

2(a)

(
T

T0

)ζ1

lnζ2
T0

T
, (2.78)

где T0 = 1/ν⋆a
d обозначает ультрафиолетовый масштаб энергий, а значения индексов ζ1

и ζ2 приведены в таблице 2.2. Обратим внимание, что индекс ζ1 > 1. Это связано с тем,

что 1/τφ не может убывать при T → 0 медленнее, чем первая степень температуры, в

ситуации когда имеются хорошо определённые фермиевские возбуждения.

Для α 6 −d, интеграл по ω садится на малые значения и определяется инфракрасным

обрезанием порядка 1/τφ. Решая соответствующее самосогласованное уравнение для τφ,

находим

1

τφ
∝




Tu2(a)| lnu(a)|, α = −d,

T0 [Tu2(a)/T0]
−d/α

, α < −d.
(2.79)

Таким образом, для определения зависимости частоты сбоя фазы от температуры в

критической области необходимо знать критические индексы µ2 и α. Для случая α >

αc = 2µ2 − d и λ > µ2 + d выражение (2.78) было впервые получено в работе [242]. Для

произвольных значений µ2, λ и α выражения (2.78) и (2.79) впервые были получены в

работе [256].
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2.4.3 Корреляционные функции K1 и K2 в подходе нелинейной

сигма-модели

Критические индексы µ2 и α определяют скейлинг корреляционных функций K1 и K2 в

невзаимодействующей критической точке. Для прояснения их смысла необходимо выра-

зить эти корреляционные функции через соответствующие операторы на языке нелиней-

ной сигма-модели.

Начнём с корреляционной функции K2 как более сложной. Запишем K2 через точные

одночастичные электронные функции Грина GR,A
E (r, r′):

K2({rj}, E, ε, ε′, ω) =
δ4

π4

〈
ImGR

E(r4, r1) ImGR
ε′+ω(r3, r2)

[
ImGR

ε+ω(r1, r4) ImGR
ε′(r2, r3)−

− ImGR
ε+ω(r1, r3) ImGR

ε′(r2, r4)
]〉
. (2.80)

Для того, чтобы определить индекс α, достаточно рассмотреть скейлинг K2({rj}, 0, 0, 0, 0)

с размером системы L для фиксированных расстояний |rj − rk|. Следуя стандартной про-

цедуре (см., например [37]), получим

K2({rj}, 0, 0, 0, 0) =
ν4

⋆δ
4

16

〈
tr
[
Λα

nQ(r1)Λ
β
mQ(r4)

]
tr
[
Λγ

kQ(r2)Λ
σ
l Q(r3)

]
+

+ tr
[
Λα

nQ(r1)Λ
β
mQ(r4)Λ

γ
kQ(r2)Λ

σ
sQ(r3)

]〉
(2.81)

Здесь 〈. . . 〉 означает усреднение с действием для нелинейной сигма-модели (2.2) и (2.4).

Матрица Λα
n диагональна и определяется как

(
Λα

n

)ββ

n1n1
= δn1,nδ

βα,
(
Λα

n

)ββ

n2n2
= δn2,−n−1δ

βα (2.82)

при n > 0, и как

(
Λα

n

)ββ

n1n1
= δn1,−n−1δ

βα,
(
Λα

n

)ββ

n2n2
= δn2,−n−1δ

βα (2.83)

при n < 0. Подчеркнём, что пары (n, α), (m, β), (k, γ) и (s, σ) должны быть все разными,

так как корреляционная функция K2({rj}, 0, 0, 0, 0) определяется четырьмя разными со-

стояниями. При выводе выражения (2.81) предполагалось, что все расстояния |rj−rk| пре-

вышают длину свободного пробега l, так что усредненные функции Грина между любыми

двумя разными точками экспоненциально малы 32. С другой стороны, можно считать, что

расстояния |rj − rk| малы с точки зрения масштабов нелинейной сигма-модели (скажем

32Это предположение не влияет на скейлинговое поведение, но упрощает вычисления.
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всего порядка нескольких длин свободного пробега) и, как следствие, все пространствен-

ные аргументы матриц Q в выражении (2.81) совпадают.

Выражение (2.81), в отличие от действия нелинейной сигма-модели (2.2) и (2.4), не ин-

вариантно относительно U(N) × U(N) вращений 33. Для получения инвариантного выра-

жения оператор, стоящий под знаком среднего в (2.81), необходимо усреднить по глобаль-

ным U(N) × U(N) вращениям. Как известно [34], U(N) × U(N) инвариантные операторы

k-ого порядка по матрице Q имеют вид Oλ = Tr(ΛQ)k1 . . .Tr(ΛQ)km , где λ = {k1, . . . , km} –

разбиение целого числа k на сумму целых чисел: k = k1 + . . .+km, причём k1 ≥ k2 . . . ≥ km.

В частности, для k = 1 есть только один оператор {1}, для k = 2 есть два оператора {2}
и {1, 1}, для k = 3 три оператора: {3}, {2, 1}, и {1, 1, 1}, для k = 4 пять операторов {4},
{3, 1}, {2, 2}, {2, 1, 1}, и {1, 1, 1, 1}, и т. д.

Так как оператор K2 (2.81) содержит четыре матрицы Q, то после усреднения по гло-

бальным U(N) × U(N) вращениям он может быть выражен через операторы с чётны-

ми значениями k 6 4. Производя усреднение по U(N) × U(N) вращениям, находим (см.

Прил. Б.5)

K2 =
ν4

⋆δ
4

16

〈
∑

λ

CλOλ[Q]

〉
, (2.84)

где операторы Oλ[Q] и соответствующие коэффициенты имеют вид:

O4[Q] = tr(ΛQ)4, C4 =
−3 + 13N + 16N2 + 4N3

4N2(−1 +N)(1 +N)2(2 +N)(3 +N)
,

O3,1[Q] = tr(ΛQ)3 tr ΛQ, C3,1 = − −7 + 3N + 12N2 + 4N3

2N2(−1 +N2)2(3 +N)(2 +N)
,

O2,2[Q] = tr(ΛQ)2 tr(ΛQ)2, C2,2 =
−3 − 21N + 20N2 + 32N3 + 8N4

8N2(−1 +N2)2(3 +N)(2 +N)
,

O2,1,1[Q] = tr(ΛQ)2(tr ΛQ)2, C2,1,1 = − 3 + 2N

2N2(−1 +N)(1 +N)2(3 +N)
,

O1,1,1,1[Q] = (trΛQ)4, C1,1,1,1 =
5 + 5N + 2N2

8N2(−1 +N2)2(3 +N)(2 +N)
,

O2[Q] = tr(ΛQ)2, C2 =
−3 + 3N + 4N2

2N2(−1 +N)2(3 +N)
,

O1,1[Q] = (trΛQ)2, C1,1 = − 3 + 5N + 4N2

2N2(−1 +N2)2(3 +N)(2 +N)
,

O0[Q] = 1, C0 =
−9 + 93N + 4N2 − 76N3 − 24N4

2N(−1 +N2)2(3 +N)(2 +N)
. (2.85)

33Напомним, что U(N)×U(N) вращения – это вращения с матрицей U , имеющей ненулевые матричные

элементы Uαβ
n1n3

и Uαβ
n2n4

.
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Операторы Oλ[Q] инвариантны относительно U(N)×U(N) вращений, но не являются

собственными операторами относительно ренормализационной группы. Последние пред-

ставляют собой линейные комбинации из операторов Oλ[Q] и полностью определяются

группой симметрии (U(2N)/U(N) × U(N)) рассматриваемой нелинейной сигма-модели и

реализуют её различные представления аналогично тому, как сферические функции реа-

лизуют представления группы вращений [257]. Семь собственных относительно ренорма-

лизационной группы операторов нумеруются таблицами Юнга: P4, P3,1, P2,2, P2,1,1, P1,1,1,1,

P2, и P1,1 [34, 258, 259, 260] 34. Для того, чтобы выразить эти собственные операторы че-

рез операторы Oλ[Q], можно использовать теоретико-групповой подход [258, 259, 260] или

однопетлевую перенормировку с помощью метода фонового поля [34, 261, 36]. Так или

иначе, можно найти, что корреляционная функция K2 представляется в виде следующей

линейной комбинации собственных операторов (см. Прил. Б.6):

K2 =
ν4

⋆δ
4

16

[
4N2

4N2(N2 − 1)2
〈P2,2[Q]〉 − 4N2 + 8N + 3

6N2(N + 1)2(N2 +N − 2)
〈P2,1,1[Q]〉+

+
4N2 + 16N + 15

2N2(N + 1)2(N + 2)(N + 3)
〈P1,1,1,1[Q]〉

]
. (2.86)

Удивительным образом, из-за наличия хартри-фоковского сокращения корреляционная

функция K2 выражается только через три из семи возможных собственных операторов.

Совершенно аналогично можно найти (см. Прил. Б.5 и Б.6), что корреляционная функ-

ция K1 определяется только оператором P1,1[Q]:

K1 =
ν2

⋆δ
2

4
〈P1,1[Q]〉. (2.87)

Соотношения (2.86) и (2.87) впервые были получены в работе [256]. Они позволяют свя-

зать индексы µ2 и α с аномальными размерностями операторов нелинейной сигма-модели

собственных относительно ренормализационной группы.

34Напомним, что значения аномальных размерностей собственных относительно ренормализационной

группы операторов P2k, определяющих скейлинговое поведение величин 〈
∫
d2r|φα(r)|2k〉, задают мульти-

фрактальный спектр.
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2.4.4 Температурная зависимость времени сбоя фазы в критиче-

ской области

Аномальная размерность оператора P1,1[Q] известна с точностью до пятого порядка пет-

левого разложения и в репличном пределе N → 0 имеет вид [34, 261, 36, 258, 259, 260]:

γP1,1(σ
′
xx) = − 1

πσ′
xx

− 3

8π3σ′3
xx

+
3ζ(3)

8π4σ′4
xx

+ . . . . (2.88)

Как можно установить из сравнения (2.88) и однопетлевого выражения (1.107) γP1,1

определяет скейлинг наблюдаемой Γ′
00. Аномальная размерность наблюдаемой Γ′

00 равна

βγ(σ
′
xx, θ

′, γ′s)/[γ
′
s(1+γ′s)] (см. (2.59)). В пределе γ′s → 0, который нас интересует, аномальная

размерность наблюдаемой Γ′
00 примет вид:

γP1,1(σ
′
xx, θ

′, 0) ≡ ∂βγ(σ
′
xx, θ

′, γ′s)

∂γ′s

∣∣∣∣∣
γ′

s=0

= γP1,1(σ
′
xx) −

D(0)

2
σ′

xxe
−2πσ′

xx cos θ′. (2.89)

Критический индекс µ2 определяется значением функции γP1,1(σ
′
xx, θ

′, 0) в критической

точке:

µ2 = −γP1,1(σ
⋆
xx, π, 0) = −∂βγ(σ

⋆
xx, π, γ

′
s)

∂γ′s

∣∣∣∣∣
γ′

s=0

. (2.90)

Таким образом, критический индекс µ2, характеризующий скейлинг корреляционной

функции K1, определяется значением производной функции βγ(σ
′
xx, θ

′, γ′s) в критической

точке, соответствующей невзаимодействующим электронам.

Оценка γP1,1(σ
⋆
xx, π, 0) с помощью уравнения (2.60) даёт приближённое значение 0.3.

Как уже упоминалось выше, оценка критических индексов с помощью уравнения (2.60)

является, строго говоря, выходом за рамки приближения, в котором это уравнение было

получено. Действительно, вычисление критического индекса µ2 с помощью численного

моделирования в модели Чалкера-Коддингтона даёт значение µ2 = 0.62 ± 0.05 [256]. Это

значение находится в согласии с результатом работы [236], в которой использовалась сетка

размером на порядок меньше, чем в работе [256].

Для собственных операторов P2,2, P2,1,1 и P1,1,1,1, которые входят в выражение (2.86),

аномальные размерности с точностью до пятого порядка петлевого разложения и в реп-

личном пределе N → 0 равны [34, 36, 258, 259, 260]

γP2,2(σ
′
xx) = 0, (2.91)

γP2,1,1(σ
′
xx) = − 2

πσ′
xx

− 3

4π3σ′3
xx

+
3ζ(3)

2π4σ′4
xx

, (2.92)

γP1,1,1,1(σ
′
xx) = − 6

πσ′
xx

− 7

2π3σ′3
xx

+
27ζ(3)

2π4σ′4
xx

. (2.93)
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Результаты работы [245] позволяют учесть в аномальных размерностях (2.91)-(2.93) ин-

стантонные вклады, так что они примут вид:

γP2,2(σ
′
xx, θ

′, 0) = γP2,2(σ
′
xx), (2.94)

γP2,1,1(σ
′
xx, θ

′, 0) = γP2,1,1(σ
′
xx) −

D(0)

2
σ′

xxe
−2πσ′

xx cos θ′, (2.95)

γP1,1,1,1(σ
′
xx, θ

′, 0) = γP1,1,1,1(σ
′
xx) −

D(0)

2
σ′

xxe
−2πσ′

xx cos θ′. (2.96)

Заметим, что инстантонный вклад в аномальную размерность собственного оператора P2,2

равен точно нулю. Критический индекс α определяется минимальным значением, взятых с

обратным знаком, аномальных размерностей операторов P2,2, P2,1,1 и P1,1,1,1 в критической

точке:

α = min{−γP2,2(σ
⋆
xx, π, 0),−γP2,1,1(σ

⋆
xx, π, 0),−γP1,1,1,1(σ

⋆
xx, π, 0)}. (2.97)

Результаты пертурбативных и инстантонных вычислений указывают на то, что аномаль-

ная размерность собственного оператора P2,2 точно равна нулю при всех значениях σ′
xx.

С учётом того, что аномальные размерности собственных операторов P2,1,1 и P1,1,1,1 от-

рицательны при больших значениях σ′
xx, естественно предположить, что значение кри-

тического индекса α равно нулю: α = 0. Это предположение согласуется с результа-

том α = −0.05 ± 0.1, полученным с помощью численного моделирования [256] в модели

Чалкера-Коддингтона 35.

Таким образом, установив, что значение индекса α равно нулю, из уравнения (2.78) и

таблицы 2.2 находим температурную зависимость времени сбоя фазы на переходе между

плато в режиме целочисленного квантового эффекта Холла в случае короткодействующе-

го межэлектронного взаимодействия:

1

τφ
∝ T0u

2(a)





(T/T0)
1+µ2 , λc < λ,

(T/T0)
1+µ2 ln2(T0/T ), λ = λc,

(T/T0)
−1+λ, 2 < λ < λc,

(2.98)

где λc = 2 + µ2 ≈ 2.62 ± 0.05. В случае λ > λc, в согласии с обсуждением в конце раздела

(2.3) получаем, что 1/τφ ∝ T p причём p = 1+µ2. Отсюда находим, что критический индекс

35Гипотеза о том, что значение критического индекса α равно нулю впервые была высказана в работе

[236], в которой это значение определялось с помощью численного моделирования в модели Чалкера-

Коддингтона. Однако, из-за малого размера моделируемой системы в работе [236] не удалось достичь

скейлингового предела и действительно определить значение α. Использование в [256] сетки размера

1024х1024, что на порядок больше чем в работе [236], позволило достичь скейлингового предела и извлечь

значение α.
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zT = 2/p = 2/(1 + µ2). Отметим, что впервые этот результат был получен в работе [242],

в которой предполагалось, что индекс α равен нулю.

Используя значения индексов ν ≃ 2.35 [210] и µ2 ≃ 0.62 [236, 256], найденные из

численного моделирования, получаем оценку 0.35 для значения критического индекса

κ = 1/(νzT ), характеризующего зависимость ширины критической области от температу-

ры для критической точки, соответствующей невзаимодействующим электронам [242, 256].

2.4.5 Обсуждение результатов

При анализе температурной зависимости частоты сбоя фазы были сделаны два предполо-

жения: о критическом поведении волновых функций, которые определяли температурную

зависимость частоты сбоя фазы, и о том, что имеет смысл усреднённая частота сбоя фазы.

При вычислении частоты сбоя фазы как мнимой части собственно энергетической ча-

сти, значение энергии E = 0 в точности соответствовало критической точке (см. (2.73)).

Предположим теперь, что химический потенциал µ отстоит от критического значения µc

на величину порядка ширины перехода при данной температуре: |µ− µc| ∝ T κ. Корреля-

ционная длина ξµ ∝ |µ − µc|−ν , определяющая характерный пространственный масштаб

электронных состояний, в этом случае будет равна длине Lφ ∝ T−1/zT . Характерный мас-

штаб интегрирования по R в выражении (2.77) определяется длиной LT ∼ T−1/z, которая

в силу неравенства zT < z = d (p > 1) много меньше Lφ: LT ≪ Lφ. Последнее неравенство

оправдывает сделанное предположение о критическом поведении волновых функций.

Другое предположение, которое было сделано, – это усреднение частоты сбоя фазы по

реализациям случайного потенциала. Как известно, в диэлектрической фазе при низких

температурах усреднение не имеет смысла [48, 49, 50] так, как расстояние между уровнями

энергии, соответствующим состояниям, с которыми данное состояние связано ненулевыми

матричными элементами взаимодействия, становится больше средней частоты сбоя фазы,

а значит золотое правило Ферми, на котором основано стандартное вычисление частоты

сбоя фазы, теряет применимость. Однако, в критической области ситуация существенно

другая. При данной температуре число состояний, дающих вклад в частоту сбоя фазы

данного состояния, т.е. число состояний в полосе энергий порядка T и в объёме порядка

Ld
φ, оказывается пропорционально T 1−d/zT , т. е. растёт по мере понижения температуры.

Таким образом, неравенство zT < d (p > 1) оправдывает усреднение частоты сбоя фазы.

В этом разделе была вычислена частота сбоя фазы в низшем приближении по меж-

электронному взаимодействию (золотое правило Ферми). Строго говоря, такое вычисление

даёт только оценку сверху на значение Lφ, т. е. нижную оценку для критического индекса
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zT (или верхнюю оценку для критического индекса κ). В принципе, нельзя исключить си-

туации, когда вклады старших порядков по межэлектронному взаимодействию будут до-

минировать из-за сильной мультифрактальности волновых функций. Для перехода между

плато в режиме квантового эффекта Холла такая ситуация кажется маловероятной из-за

наличия только слабой мультифрактальности. Однако, такая ситуация может реализовы-

ваться, например, в переходе Андерсона в d = 3 (как с магнитным полем, так и без него),

где мультифрактальность достаточно сильная. Отметим, что в настоящее время значения

критических индексов µ2 и α для переходов Андерсона в d = 3 неизвестны.

Полученные в этом разделе результаты о связи критических индексов, определяющих

температурное поведение частоты сбоя фазы, с аномальными размерностями операторов,

не влияющих на лидирующее мультифрактальное поведение, указывают на важность бо-

лее детального исследования этих операторов. Их аномальные размерности численно мо-

гут быть найдены из изучения статистики волновых функций в критической области за

рамками лидирующего мультифрактального поведения.

Результаты этого и предыдущего разделов демонстрируют, что значение критического

индекса κ = 0.42± 0.01, найденное из транспортных измерений в работе [191], не соответ-

ствует сделанным в ней выводам о том, что переход между плато в экспериментальной

системе соответствует критической точке для невзаимодействующих электронов. В таком

случае, значение критического индекса κ должно быть меньше: κ ≃ 0.35 [242, 256]. Для

окончательного подтверждения этого заключения, необходимы эксперименты по изуче-

нию переходов между плато в режиме целочисленного квантового эффекта Холла в си-

туации, когда электрон-электронное взаимодействие короткодействующее. Потенциально,

это можно было бы реализовать с помощью дополнительного затвора, экранирующего

электрон-электронное взаимодействие в двумерной системе [262].

2.5 Осцилляции магнитосопротивления и теплоёмко-

сти, связанные с наличием делокализованных состо-

яний

2.5.1 Введение

В этом разделе будет изучаться зависимость физических наблюдаемых (диссипативной и

холловской проводимости, теплоёмкости) от температуры и магнитного поля в области,
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где σ′
xx ≫ 1. Ниже будет показано, что физические наблюдаемые испытывают осцилля-

ции с магнитным полем, амплитуда которых определяется инстантонным вкладом, и как

следствие, растёт с понижением температуры. Для упрощения вычислений и, имея в виду

сравнение с экспериментом, будем рассматривать случай кулоновского взаимодействия,

γ′s = −1.

2.5.2 Зависимость диссипативной и холловской проводимости от

температуры и магнитного поля

Зависимость диссипативной и холловской проводимости от размера системы L при T = 0

может быть найдена из решения уравнений (2.45)-(2.46). Решая их для γs = −1, получаем

σ′
xx(L) = σxx(L) −

[
fxx

(
σxx(L)

)
− f∞(σxx)

]
cos 2πσxy,

σ′
xy(L) = σxy −

[
fxy

(
σxx(L)

)
− f∞(σxx)

]
sin 2πσxy.

(2.99)

Здесь функции fxx(z), fxy(z) и f∞(z) совпадают и равны: fxx(z) = fxy(z) = f∞(z) =

[D(−1)/4]z2 exp(−2πz). Напомним, что σxx(L) = σxx − (2/π) lnL/l, а σxx ≡ σxx(l) и

σxy ≡ σxy(l). Заметим, что величины σxx и σxy зависят от магнитного поля. Зависимость

холловской и диссипативной проводимости от температуры можно найти из уравнений

(2.99), если учесть, что при конечной температуре и L ≫ LT =
√
σxx/(zT ) логарифми-

ческая расходимость обрезается масштабом LT (см. обсуждение в разделе 1.2.5). Тогда,

получаем

σ′
xx(T ) = σxx(T ) −

[
fxx

(
σxx(T )

)
− f∞(σxx)

]
cos 2πσxy,

σ′
xy(T ) = σxy −

[
fxy

(
σxx(T )

)
− f∞(σxx)

]
sin 2πσxy.

(2.100)

Аккуратное вычисление однопетлевой поправки к проводимости (1.21) при конечной тем-

пературе даёт

σxx(T ) = σxx −
2

π
ln
c22LT

4
√
πl
, c2 =

∞∫

1

ln x

sh 2x
dx−

1∫

0

[1 − x cth x]
dx

x2
≈ 0.43. (2.101)

Выражения (2.100) описывают осцилляции диссипативной и холловской проводимости с

магнитным полем (точнее с σxy) с амплитудой, определяемой инстантонным вкладом и

увеличивающейся при понижении температуры. В дальнейшем будем называть эти ос-

цилляции квантовыми холловскими осцилляциями. Выражения (2.100) справедливы при

не слишком низких температурах таких, что σxx(T ) ≫ 1.
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Величины σ′
xx(T ) и σ′

xy(T ) представляют собой усредненные по ансамблю диссипатив-

ную и холловскую проводимости. В макроскопическом образце размера L ≫ Lφ изме-

ряемые проводимости Gxx и Gxy (также как и другие физические наблюдаемые) могут

сильно отличаться от усредненных по ансамблю. Это связано с тем, что образец размера

L ≫ Lφ эффективно разделён на независимые области с характерным размером порядка

Lφ. В каждой такой области тензор проводимости испытывает мезоскопические флуктуа-

ции [263, 264, 265]. Из-за этого измеряемые физические наблюдаемые зависят от функций

распределения физических наблюдаемых в области с размером порядка Lφ [266]. Поэто-

му, для сравнения с экспериментом полезно обобщить выражения (2.100) таким образом,

чтобы, с одной стороны, они описывали зависимость измеряемой проводимости от темпе-

ратуры, а, с другой стороны, не зависели от конкретного вида функций распределения.

Для того, чтобы найти зависимость Gxx и Gxy от температуры, применим хорошо из-

вестный метод уравнения Каллана-Симанчика [10]. В нём предполагается, что измеряемая

физическая наблюдаемая, которая, вообще говоря, есть функция переменых l, σ̄xx, σ̄xy, и

T z̄ не зависит от длины свободного пробега, на которой определены величины σ̄xx = σ′
xx(l)

и σ̄xy = σ′
xy(l)

36. Заметим, что, как видно из уравнения (2.99), σ̄xx ≡ σxx, σ̄xy ≡ σxy и z̄ ≡ z.

Тогда, измеряемые проводимости удовлетворяют уравнению Каллана-Симанчика:
[
l
∂

∂l
+ βσ(σ̄xx, θ̄, γ̄s)

∂

∂σ̄xx
+ βθ(σ̄xx, θ̄, γ̄s)

∂

∂θ̄
+
∂βγ(σ̄xx, θ̄, γ̄s)

∂γ̄s
T z̄

∂

∂T z̄

]∣∣∣∣∣
γ̄s=−1

Gab = 0. (2.102)

Решая эти уравнения с помощью выражений (2.56)-(2.57) и (2.59), найдём

Gxx(T ) = g(X) −
[
fxx

(
g(X)

)
− f∞(σ̄xx)πXg

′(X)
]
cos 2πσ̄xy,

Gxy(T ) = σ̄xy −
[
fxy

(
g(X)

)
− f∞(σ̄xx)

]
sin 2πσ̄xy,

(2.103)

где теперь fxx и fxy произвольные функции своего аргумента g(X), который есть про-

извольная функция скейлинговой переменной X = T z̄l2 exp(πσ̄xx)/
√
σ̄xx. Последняя, как

легко проверить, не зависит от l. Уравнения (2.103) описывают зависимость измеряемой

диссипативной и холловской проводимости от температуры и магнитного поля. Они, в

отличие от уравнений (2.100), не ограничены условием σ′
xx(T ) ≫ 1, а справедливы даже

при таких температурах, что g(X) ∼ 1, если выполнены условия, что амплитуда осцил-

ляций при изменении σ̄xy мала: fxx(g(X)) ≪ g(X) и fxy(g(X)) ≪ 1. При этом, конечно,

предполагается, что σ̄xx ≫ 1. Сравнение уравнений (2.100) и (2.103) показывает, что при

36Такая гипотеза о независимости физических наблюдаемых от микроскопического масштаба находится

в основе скейлинговой теории.
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температурах таких, что X ≫ 1, g(X) ≈ (1/π) lnX, а fxx(g) = fxy(g) = f∞(g). Выраже-

ния (2.103), описывающие квантовые холловские осцилляции проводимости, были впервые

получены в работе [267].

2.5.3 Зависимость теплоёмкости от температуры и магнитного по-

ля

Физическая наблюдаемая z′ определяет температурное поведение теплоёмкости (на еди-

ницу площади). Как следует из определения (1.10), теплоёмкость можно оценить как 37

cv =
2π

3
Tz′(T ). (2.104)

Здесь численный коэффициент выбран так, чтобы с учётом того, что z = m⋆/4, выражение

(2.104) без учёта квантовых поправок, т. е. при z вместо z′(T ), переходило в известный

ответ для ферми-жидкости.

Решая уравнение (2.55) для z′(T ) при γs = −1, получаем при σxx ≫ 1 и не слишком

низких температурах, таких что σxx(T ) ≫ 1, следующее выражение

z′(T ) = z

(
σxx(T )

σxx

)1/2
{

1 −
[
h∞(σxx(T )) − h∞(σxx)

(
σxx

σxx(T )

)1/2
]

cos 2πσxy

}
. (2.105)

Здесь z ≡ z(l) и функция h∞(z) = [D(−1)/24]z exp(−2πz). Выражение (2.105) описывает

квантовые холловские осцилляции теплоёмкости.

Как обсуждалось выше, физическая наблюдаемая z′(T ) определяет усреднённую по

ансамблю теплоёмкость, которая может отличаться от измеряемой теплоёмкости, равной

(2π/3)TZ(T ). В предположении, что Z(T ) удовлетворяет уравнению Каллана-Симанчика

(2.102), находим, что

Z(T ) =
z̄√
σ̄xx

{
h(g(X)) +

[
hz(g(X)) + h∞(σ̄xx)h(g(X)) + f∞(σ̄xx)

dh(g(X))

d lnX

]
cos 2πσ̄xy

}
,

(2.106)

где h(g) и hz(g) произвольные функции своего аргумента g(X). Заметим, что, как следует

из уравнения (2.105), z̄ = z = z(l). Выражение (2.106) впервые было получено в работе

37Отметим, что, если делать более аккуратно [109], то имеет место следующее соотношение: ∂(βΩ)/∂β =

−T∑ωn

|ωn|Υ(iωn), причём наблюдаемая z′ определяется функцией Υ(iωn) как z′ = limn→0 Υ(iωn). Теп-

лоёмкость cv = (∂/∂T )
∫∞

0 dω(ω/π) cth (ω/2T )ReΥR(ω), где ΥR(ω) – это запаздывающая функция, соот-

ветствующая мацубаровской функции Υ(iωn). В случае, когда интеграл определяется частотами ω ∼ T ,

получаем выражение (2.104).
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[268]. Сравнение температурной зависимости выражений (2.105) и (2.106) показывает, что

при не слишком низких температурах, таких что X ≫ 1 и g(X) = (1/π) lnX, функция

h(g) =
√
g и hz(X)/h(X) = −h∞(g). В этом режиме выражение (2.106) принимает вид

Z(T ) = z̄

(
σ′

xx(T )

σ̄xx

)1/2 {
1 + 2

[
h∞(σxx(T )) − h∞(σ̄xx)

]
cos θ

}
. (2.107)

Отметим, что выражения (2.106) и (2.107) различаются только членами порядка

exp(−2πσ̄xx). Такое различие возникает из-за того, что при выводе выражения (2.106)

решалось уравнение (2.55), а выражение (2.107) соответствует решению уравнений (2.56)-

(2.57) и (2.59). Таким образом, в квантовых холловских осцилляциях теплоёмкости (в

отличие от осцилляций проводимости) можно проверить гипотезу о том, что уравнения

(2.45)-(2.46) и (2.55) переходят в (2.56)-(2.57) и (2.59).

2.5.4 Обсуждение результатов и сравнение с экспериментом

Квантовые холловские осцилляции в таких физических наблюдаемых, как диссипативная

и холловская проводимости, теплоёмкость, и (в случае неполной спиновой поляризации)

спиновая восприимчивость, имеют совершенно другую физическую природу, чем хоро-

шо известные осцилляции Шубникова-де Гааза и де Гааза-ван Альфена. Существование

последних связано с наличием периодической структуры в плотности состояний, в част-

ности, с наличием уровней Ландау. Размытие уровней Ландау приводит к исчезновению

осцилляций Шубникова-де Гааза и де Гааза-ван Альфена в режиме слабых магнитных по-

лей τ−1
q ≫ ωc = eB/m⋆c, где τq – время рассеяния на все углы. В тоже время, в этом случае

квантовые холловские осцилляции могут иметь заметную амплитуду при низких темпе-

ратурах, так как они связаны только с существованием периодической (в переменных

σ̄xy) структуры делокализованных состояний [170, 211, 212]. Отметим, что существование

квантовых холловских осцилляций в теплоёмкости является специфическим явлением для

взаимодействующих электронов. В невзаимодействующей электронной системе они отсут-

ствуют в отличие от квантовых холловских осцилляций проводимости, которые впервые

обсуждались в работе [212].

В двумерных электронных системах, изучаемых экспериментально, всегда присутству-

ет длинноволновая компонента случайного потенциала. Поэтому, необходимо различать

транспортное время рассеяния (τtr) и время рассеяния на все углы (τq), которое определя-

ет уширение уровней Ландау из-за беспорядка. В области классически слабых магнитных

полей, ωc ≪ 1/τtr, при низких температурах таких, что σxx(T ) & 1, должны наблюдаться
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осцилляции физических наблюдаемых с магнитным полем, которые являются квантовы-

ми холловскими осцилляциями. При этом положение экстремумов определяется условием

σ̄xy = k + 1/2 и не совпадает с положением экстремумов у осцилляций Шубникова-де Га-

аза и де Гааза-ван Альфена, которые в этом режиме полностью подавлены беспорядком.

В области магнитных полей 1/τtr ≪ ωc ≪ 1/τq при низких температурах опять должны

наблюдаться квантовые холловские осцилляции. Но, в этом режиме положение экстре-

мумов совпадает с положениями экстремумов у осцилляций Шубникова-де Гааза и де

Гааза-ван Альфена, которые всё ещё подавлены рассеянием на случайном потенциале. В

области сильных магнитных полей, 1/τq ≪ ωc, когда уровни Ландау хорошо разделены,

осцилляции Шубникова-де Гааза и де Гааза-ван Альфена преобладают над квантовыми

холловскими осцилляциями. Поэтому, для наблюдения квантовых холловских осцилляций

нужно выполнение следующих условий: а) слабое магнитное поле, ωc ≪ τ−1
q , б) не очень

большие значения σ̄xx для того, чтобы были достижимы низкие температуры такие, что

σxx(T ) & 1, в) холловская проводимость должна меняться на несколько единиц при из-

менении магнитного поля, ограниченного условием ωc ≪ τ−1
q . Вообще говоря, совместить

все эти три условия в одном эксперименте достаточно сложно.

Недавно осцилляции магнитопроводимости изучались экспериментально на тонком

трёхмерном образце из слоёв GaAs, допированных Si [243]. При низких температурах

транспорт в образце имел характер двумерного с эффективной концентрацией электро-

нов около 1012 см−2. Значение диссипативной проводимости в нулевом магнитном поле

было Gxx(B = 0) ≈ 14, несмотря на низкую подвижность (около 2500 см2/B·c). В рабо-

те [243] в области промежуточных магнитных полей, τ−1
tr . ωc . τ−1

q , было найдено, что

осцилляции магнитопроводимости при температурах от 0.1 К до T0 = 4.2 К описываются

следующими формулами

Gxx(T ) ≈ Gsm
xx(T ) − [fxx(G

sm
xx(T )) − fxx(G

sm
xx(T0))] cos[2πGxy(T0)],

Gxx(T ) ≈ Gxy(T0) − [fxy(G
sm
xx(T )) − fxy(G

sm
xx(T0))] sin[2πGxy(T0)],

(2.108)

где Gsm
xx(T ) – это неосциллирующая часть диссипативной проводимости, которая в экспе-

рименте [243] менялась в достаточно узком интервале от 0.7 до 0.9 38. При этом оказалось,

что Gsm
xx(T ) ≈ (1/π) lnX, а fxx(G

sm
xx) = fxy(G

sm
xx) ≈ 7.6 exp(−2πGsm

xx). Как легко видеть, вы-

ражения (2.108), описывающие экспериментальные зависимости, следуют из общих урав-

нений (2.103) для зависимости измеряемых диссипативной и холловской проводимости от

38В эксперименте [243] магнитное поле было недостаточным для поляризации спина электронов. Для

сравнения с теорией результаты эксперимента [243] пересчитаны на одну проекцию спина.
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температуры и σ̄xy при условии g(X) = (1/π) lnX 39.

Таким образом можно сказать, что результаты экспериментов [243] находятся в каче-

ственном согласии с представленной в этом разделе теорией квантовых холловских осцил-

ляций проводимости. Для более детального сравнения теории и эксперимента необходимы

измерения осцилляций магнитосопротивления в более широком интервале температур так,

чтобы Gsm
xx(T ) изменялось в широком диапозоне. Также, было бы полезно измерить кван-

товые холловские осцилляции проводимости на других системах с двумерными электро-

нами. Интересной представляется задача измерения квантовых холловских осцилляций

теплоёмкости и спиновой восприимчивости в случае неполной поляризации.

2.6 Заключение

В этой главе с помощью нелинейной сигма-модели с топологическим членом изучено вли-

яние электрон-электронного взаимодействия на целочисленный квантовый эффект Хол-

ла. Самым интересным результатом этой главы являются непертурбативные уравнения

(2.45), (2.46) и (2.55), описывающие для случая взаимодействующих электронов, полно-

стью поляризованных по спину, зависимость диссипативной и холловской проводимости,

а также амплитуды взаимодействия z′ от размера системы и магнитного поля при нулевой

температуре. Важность этого аналитического результата состоит в том, что он подтвер-

ждает гипотезы работы [233] о том, что a) наличие межэлектронного взаимодействия в

случае электронов с полностью поляризованными спинами не меняет качественную кар-

тину объяснения целочисленного квантования холловской проводимости, предложенную

в работе [28, 170] для невзаимодействующих электронов, и б) переход между плато в

случае короткодействующего электрон-электронного взаимодействия попадает в тот же

класс универсальности, что и модель невзаимодействующих электронов, тогда как в слу-

чае кулоновского взаимодействия этот квантовый фазовый переход находится в новом по

сравнению с моделью невзаимодействующих электронов классе универсальности. С точки

зрения неабелевых калибровочных теорий результаты (2.45), (2.46) и (2.55) интересны тем,

что демонстрируют независимость непертурбативных поправок к физическим наблюдае-

мым от схемы регуляризации в отличие от поправок к термодинамическому потенциалу,

если при вычислении вкладов квантовых флуктуаций около топологически тривиального

и нетривиального решений использовать одну и ту же схему регуляризации.

Непертурбативные уравнения (2.45), (2.46) и (2.55) применены для построения теории

39При выводе надо учесть, что Gxx(T0) ≈ Gsm
xx(T0) и σ̄xy ≈ Gxy(T0).
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осцилляций магнитосопротивления с магнитным полем, связанных с наличием делока-

лизованных состояний – так называемых, квантовых холловских осцилляций – в двумер-

ной неупорядоченной электронной системе с кулоновским взаимодействием. Показано, что

при низких температурах зависимость амплитуды квантовых холловских осцилляций от

температуры отличается от такой зависимости для амплитуды осцилляций Шубникова-

де Гааза и совпадает с наблюдаемой в эксперименте [243]. Предсказано существование

квантовых холловских осцилляций в теплоёмкости и построена их теория в случае куло-

новского взаимодействия.

Также в этой главе исследована температурная зависимость времени сбоя фазы в

критической области перехода между плато для случая электронов с полностью поля-

ризованными спинами и с короткодействующим взаимодействием. С помощью подхода

нелинейной сигма-модели аналитически показано, что критический индекс, характеризу-

ющий степенную зависимость от температуры времени сбоя фазы в критической обла-

сти перехода между плато, определяется значением аномальной размерности амплитуды

электрон-электронного взаимодействия в критической точке, соответствующей невзаимо-

действующим электронам, в согласии с численными результатами работы [236].

В заключение отметим, что методы, развитые в этой главе, могут быть использова-

ны для построения скейлинговой теории в случае электронов с неполностью поляризо-

ванными спинами, когда возможно существование перехода металл-изолятор в нулевом

магнитном поле (см. Гл. 1). В этом случае схематическая диаграмма, иллюстрирующая

зависимость физических наблюдаемых от размера системы, должна иметь вид топологи-

чески отличный от диаграммы на рисунке 2.5. Также результаты этой главы указывают

на необходимость изучения вопроса о мультифрактальности на переходе между плато в

случае кулоновского взаимодействия 40.

40В этом случае вместо моментов волновой функции естественно изучать моменты одночастичной плот-

ности состояний.
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Глава 3

Макроскопическое зарядовое

квантование в одноэлектронных

устройствах

3.1 Введение

В этой главе рассматривается принципиально другая физическая система – одноэлек-

тронный транзистор. Существенное влияние на транспорт в одноэлектронном транзисторе

оказывает электрон-электронное взаимодействие. Именно оно приводит к хорошо извест-

ному явлению кулоновской блокады. В этой главе показывается, что явление кулоновской

блокады в одноэлектронном транзисторе, по своей сути, во многом аналогично явлению

квантового эффекта Холла.

3.1.1 Одноэлектронный транспорт и кулоновская блокада

Исследования электронного транспорта через туннельные контакты проводятся с середи-

ны прошлого века. Типичные экспериментальные системы изображены на рисунке 3.1. К

двум металлическим электродам, разделенным диэлектрической прослойкой, в которой

возможно находятся одна или несколько металлических гранул малых размеров, прикла-

дывается разность потенциалов и измеряется электрический ток. Первые эксперименты,

выполненные на туннельном контакте [269], туннельных контактах с металлическими гра-

нулами в диэлектрической прослойке [270, 271] и туннельном контакте с третьим металли-

ческим электродом [272] показали неожиданно сильную зависимость кондактанса от тем-
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Рисунок 3.1: а) Схема туннельного контакта; б) схема туннельного контакта с несколькими ме-

таллическими грануллами в диэлектрической прослойке; в) схема туннельного контакта с одним

металлическим островком.

пературы, а дифференциального кондактанса от напряжения. Оказалось, что характерная

энергия, которая определяет зависимость дифференциального кондактанса от напряже-

ния при низких температурах, равна, так называемой зарядовой энергии Ec = e2/2C, где

e – заряд электрона, а C – полная ёмкость системы. Для ёмкости C = 10−5 пФ, что соот-

ветствует размеру контакта L ≈ 100 нм, зарядовая энергия оказывается порядка 0.01 эВ,

что соответствует температуре примерно 100 K. Таким образом, наличие всего лишь одно-

го электрона, нарушающего общую электронейтральность в туннельном контакте малых

размеров, приводит к заметному изменению электрического потенциала в контакте.

Если считать, что основной механизм транспорта через туннельный контакт – это

последовательное туннелирование электронов, то естественно ожидать подавления элек-

тронного транспорта при температурах и напряжениях меньших Ec. Такое подавление

электронного транспорта называется кулоновской блокадой. Насколько известно автору,

первое теоретическое рассмотрение электронного транспорта через туннельный контакт с

несколькими металлическими гранулами в диэлектрической прослойке было сделано в ра-

ботах [273, 274]. Было показано, что случайное распределение параметров гранул приводит

к линейной зависимости кондактанса от температуры. Теория электронного транспорта

для туннельного контакта с одной металлической гранулой в диэлектрической прослойке

в рамках подхода кинетического уравнения на вероятности туннелирования была развита
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Рисунок 3.2: а) Схема одноэлектронного транзистора; б) схема одноэлектронной коробочки.

в работе [275]. В настоящее время принято называть эту теорию – ортодоксальной тео-

рией кулоновской блокады. В частности, было показано, что при низких температурах

T ≪ Ec кондактанс туннельного контакта экспоненциально подавлен. Сравнение теории с

экспериментом было сильно затруднено невозможностью контролировать изучаемые об-

разцы.

В конце 80-х годов прошлого века появилась технологическая возможность делать

хорошо контролируемые туннельные контакты с металлическим островком заданной гео-

метрии, помещенным в диэлектрическую прослойку. Также для управления током через

туннельный контакт металлический островок стали соединять ёмкостным образом с ещё

одним металлическим электродом – затвором (см. Рис. 3.2а). Такое устройство называ-

ется одноэлектронным транзистором. Важным отличием одноэлектронного транзистора

от туннельного контакта является периодическая зависимость тока от потенциала затвора

Vg. Транспортные измерения впервые демонстрирующие такую зависимость были прове-

дены в работе [276]. На рисунке 3.2б схематически изображена одноэлектронная коробоч-

ка – металлический островок, соединенный туннельным образом с одним металлическим

электродом и ёмкостным образом с другим, который называется затвором 1. Эксперимен-

тальные измерения периодической зависимости эффективной ёмкости (обратная мнимая

часть импенданса в пределе нулевой частоты) одноэлектронной коробочки от потенциала

затвора Vg были впервые выполнены в работе [277]. Быстрое экспериментальное развитие в

этой области привело к реализации контролируемого транспорта с переносом заряда, соот-

ветствующего одному электрону [278, 279]. Подробное описание ключевых экспериментов

в области транспорта в одноэлектронных устройствах можно найти в обзорах [280, 281].

К настоящему времени одноэлектронный транзистор также был реализован в других

1Заметим, что в отсутствие транспортного напряжения между левым и правым электродами одноэлек-

тронный транзистор во многом не отличается от одноэлектронной коробочки.
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Рисунок 3.3: Схема (слева) и микрограф (справа) квантовой точки. Движение электронов в

перпендикулярном плоскости направлении квантовано. Металлические затворы, выполненные

с помощью электронно-лучевой литографии, ограничивают движение электронов в плоскости.

Рисунок взят из работы [288].

физических системах. Периодическая зависимость тока от потенциала на затворе была

измерена в одноэлектронном транзисторе, в котором металлические электроды соедине-

ны короткой углеродной нанотрубкой [282, 283]. Также кулоновская блокада наблюда-

лась при комнатной температуре в одноэлектронном транзисторе с молекулой С60, игра-

ющей роль островка [284]. Широкое распространение получил одноэлектронный транзи-

стор, сформированный в двумерном электронном газе с помощью металлических затворов

(см. Рис. 3.3), в котором удается наблюдать влияние кулоновской блокады на электронный

транспорт [285, 286]. Недавно одноэлектроный транзистор был реализован в графене [287].

На транспорт в таких системах, которые принято называть квантовыми точками, оказы-

вает большое влияние дискретность спектра одноэлектронных состояний на островке. В

этой главе эффекты дискретности спектра не будут обсуждаться, т. е. типичное расстояние

между одноэлектронными уровнями энергии на островке одноэлектронного транзистора

будет считаться пренебрежимо малым по сравнению с другими энергетическими масшта-

бами. Подробное описание электронного транспорта через квантовые точки можно найти

в обзорах [289, 290, 291].

Ортодоксальная теория применима для описания электронного транспорта через од-

ноэлектронный транзистор с сопротивлением существенно больше квантового h/e2 ≈ 25.8

кОм. Оказалось, что предсказываемого в рамках ортодоксальной теории экспоненциально-

го подавления электронного транспорта при низких температурах можно избежать, если
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рассмотреть процессы, в которых электрон туннелирует через виртуальное состояние на

островке одноэлектронного транзистора [292, 293]. Такие процессы называются котунне-

лированием и приводят к степенному подавлению транспорта с понижением температуры

(см., например [294]).

Важной характеристикой туннельного контакта является не только его сопротивле-

ние, но и число транспортных каналов (по порядку величины равное отношению пло-

щади сечения контакта к квадрату фермиевской длины). Как правило в квантовых точ-

ках реализуется ситуация с несколькими транспортными каналами, а в одноэлектронных

транзисторах с металлическими электродами и островком транспортных каналов бывает

существенно больше единицы. Естественно ожидать, что при сопротивлении туннельно-

го контакта существенно меньше h/e2 кулоновская блокада будет сильно подавлена. Эти

ожидания были экспериментально подтверждены в транспортных измерениях в кванто-

вых точках с несколькими каналами [295] и в одноэлектронном транзисторе с большим

количеством каналов малой прозрачности [296].

Основными объектами теоретических исследований явления кулоновской блокады в

одноэлектронном транзисторе (с большим числом транспортных каналов) являются сред-

ний заряд на островке (эффективная ёмкость), линейный и дифференциальный кондак-

тансы, и дробовой шум.

Долгое время теоретическое изучение явления кулоновской блокады оставалось в рам-

ках ортодоксальной теории – вычисление всех интересующих величин ограничивалось пер-

вым порядком разложения по малому отношению кванта сопротивления h/e2 к сопротив-

лению одноэлектронного транзистора. С помощью эффективного действия в мнимом вре-

мени [297] были вычислены средний заряд, сопротивление и дробовой шум [298, 299, 300].

Детальный обзор ранних результатов представлен в работе [301].

С помощью наведенного затвором заряда на островке одноэлектронного транзистора

можно компенсировать разницу электростатических энергий между состояниями с заря-

дами ke и (k+1)e, где k – целое число (см. Рис. 3.4). Вблизи значений потенциала затвора

Vg = e(k+1/2)/Cg (Cg – ёмкость затвора), соответствующих такому режиму компенсации,

из-за наличия вырождения теория возмущений по малому отношению кванта сопротив-

ления h/e2 к сопротивлению одноэлектронного транзистора перестает работать. В рамках

упрощенного гамильтониана, учитывающего только два вырожденных по энергии зарядо-

вых состояния (с зарядами ke и (k+1)e), удалось вычислить зависимость среднего заряда

на островке от потенциала затвора при нулевой температуре [302]. Поправки от невырож-

денных зарядовых состояний оказались регулярными и малыми в меру малости отноше-
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Рисунок 3.4: Схематическая зависимость электростатической энергии Eelst = (Q − CgVg)
2/2C

островка от потенциала затвора Vg при условии, что заряд всегда равен целому числу электронов.

Жирные кривые соответствуют состояниям с зарядом Q равным ke и (k + 1)e.

ния кванта сопротивления h/e2 к сопротивлению одноэлектронного транзистора [303]. В

рамках упрощенного гамильтониана были вычислены зависимости от температуры и от

потенциала затвора для среднего заряда на островке, кондактанса и дифференциального

кондактанса одноэлектронного транзистора [304, 305].

Для теоретического описания одноэлектронного транзистора с сопротивлением суще-

ственно меньшим h/e2 в ситуации, когда есть большое количество транспортных каналов

малой прозрачности, можно использовать тоже самое эффективное действие работы [297],

что использовалось для обратного случая большого сопротивления. Такой подход ста-

новится точным в пределе бесконечного числа каналов малой прозрачности [306, 307] и

позволяет исследовать одноэлектронный транзистор с произвольным сопротивлением в

рамках одного и того же эффективного действия, которое принято называть действи-

ем Амбегаокара-Эккерна-Шона. Для режима сопротивления существенно меньшего h/e2

было показано, что это действие имеет топологически нетривиальные решения (инстанто-

ны) [308, 309, 310] и асимптотически свободно [311, 309]. Топологически нетривиальные ре-

шения классических уравнений движения для действия Амбегаокара-Эккерна-Шона обес-

печивают слабую осциллирующую зависимость среднего заряда на островке [312, 313] и

кондактанса [314] одноэлектронного транзистора от потенциала затвора. Эта зависимость

является проявлением кулоновской блокады в режиме сопротивления существенно мень-

шего h/e2.

В заключение этого раздела заметим, что действие Амбегаокара-Эккерна-Шона мо-

жет быть обобщено и использовано для изучения транспорта в гранулированных элек-
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тронных системах и массивах туннельных контактов при не слишком низких температу-

рах [315, 316, 314]. Обзор полученных результатов представлен в работе [317]. Также дей-

ствие Амбегаокара-Эккерна-Шона можно обобщить таким образом, чтобы оно описывало

одноэлектронный транзистор с конечным числом транспортных каналов произвольной

прозрачности [318, 319, 314]. Недавно возник новый интерес к действию Амбегаокара-

Эккерна-Шона так, как оказалось, что оно описывает эффективную теорию модели “кру-

говой браны” [320, 321].

3.1.2 Постановка задачи

Рассмотрим одноэлектронный транзистор в пределе бесконечно большого сопротивле-

ния, когда туннелирование между островком и металлическими электродами отсутствует.

Электростатическая энергия Eelst = (Q − CgVg)
2/2C как функция потенциала затвора Vg

представлена на рисунке 3.4. Квантовая механика проявляется в том, что Q может при-

нимать только целочисленные значения в единицах заряда электрона. С помощью рас-

пределения Гиббса легко вычислить, что для потенциала затвора, лежащего в интервале

k 6 CgVg/e < k + 1, где k – целое число, средний заряд на островке при T ≪ Ec равен

Q = k +
1

2
− 1

2
th
Ec(k + 1/2 − CgVg/e)

2T
. (3.1)

Экспериментальные данные работы [277] по измерению среднего заряда Q на островке

показывают, что при низких температурах Q отклоняется от поведения (3.1), ожидаемого

из модели изолированного островка (см. Рис. 3.5). В эксперименте такое отклонение может

быть вызвано не только туннельной связью островка с электродами, но и наличием внеш-

него электромагнитного шума, который существенным образом влияет на характеристики

туннельного контакта [322, 323, 324, 325]. В действительности оказывается, что аккурат-

ный микроскопический расчет среднего заряда на островке одноэлектронного транзисто-

ра с сопротивлением существенно большим h/e2 при нулевой температуре даёт конечные

отклонения Q от целочисленного (в единицах заряда электрона) значения [302]. Проис-

хождение такого результата легко понять из следующих соображений. Средний заряд из-

меряет среднее число избыточных электронов на островке. Однако состояние электрона,

находящегося на островке, имеет конечное (в меру конечности сопротивления туннельного

контакта) перекрытие с состояниями в электродах. Это и приводит к тому, что среднее

число электронов на островке отличается от целого.

Таким образом, средний заряд на островке одноэлектронного транзистора не принима-

ет целочисленных значений при нуле температур в отличие от ситуации с изолированным
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Рисунок 3.5: Измеренная зависимость величины Qmeas = (CgVg − (1−Cg/C)Q)/e от потенциала

затвора (сплошные кривые) и её теоретическая зависимость согласно (3.1) при разных темпера-

турах. Зарядовая энергия Ec ≈ 1.5 K, ёмкости C = (0.6± 0.3) · 10−3 пФ и Cg = (0.85± 0.01) · 10−4

пФ, сопротивление 620 кОм при T = 4 K. Рисунок взят из работы [277].

островком. Тем не менее, тот факт, что элементарный электрический заряд в этой системе

не может быть меньше заряда электрона, должен проявляться в существовании физиче-

ской величины, которая принимает целочисленные значения при нуле температур. Эта

физическая величина должна правильным образом учитывать гибридизацию состояний

на островке и в электродах.

На существование физической величины, которая принимает целочисленные значения

при нуле температур, указывает также тесное сходство действия Амбегаокара-Эккерна-

Шона и нелинейной сигма-модели с топологическим членом, описывающей целочислен-

ный квантовый эффект Холла в невзаимодействующей двумерной электронной системе

(см. Гл. 2). В этих теориях имеется асимптотическая свобода и существуют топологически

нетривиальные решения классических уравнений движения. При этом поведение кондак-

танса одноэлектронного транзистора с температурой и потенциалом затвора [309, 311, 314]

аналогично поведению диссипативной проводимости с температурой и перпендикулярным

магнитным полем в целочисленном квантовом эффекте Холла. Естественно ожидать, что

для одноэлектронного транзистора должна существовать физическая наблюдаемая, кото-

рая будет аналогична холловской проводимости σxy. В частности, как σxy, эта физическая

величина будет целочисленно квантоваться при нуле температур. 2

2Автор признателен А. А. Абанову, который обратил наше внимание на тесную аналогию между дей-
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Напомним, что в целочисленном квантовом эффекте Холла удобным представлением

является диаграмма, показывающая изменение диссипативной и холловской проводимо-

стей с уменьшением температуры (увеличением размера системы) при разных значениях

магнитного поля (см. Рис. 2.4). Обнаружение в одноэлектронном транзисторе физиче-

ской величины, которая аналогична холловской проводимости, позволит построить ана-

логичную диаграмму, на которой режимы сильной и слабой туннельной связи островка с

электродами будут объединены.

Итак, основной задачей, которая решается в данной главе, является отыскание новой

физической величины для одноэлектронного транзистора, в которой, в отличие от сред-

него заряда на островке, действительно проявляется макроскопическое зарядовое кванто-

вание.

Материал главы организован следующим образом. В разделе 3.2 приводятся необходи-

мые для дальнейшего сведения о действии Амбегаокара-Эккерна-Шона. В разделе 3.3 с

помощью процедуры фоновых полей выводятся выражения для физических наблюдаемых

и объясняется их физический смысл. В разделах 3.4 и 3.5 вычисляется зависимость новой

физической величины от температуры и потенциала затвора в режимах сильной и слабой

туннельной связи островка с электродами. Завершается глава заключением (раздел 3.6).

3.2 Модель Амбегаокара-Эккерна-Шона

3.2.1 Введение

В этом разделе будут приведены необходимые для дальнейшего сведения о действии

Амбегаокара-Эккерна-Шона, которое описывает одноэлектронный транзистор с большим

числом туннельных каналов.

3.2.2 Гамильтониан одноэлектронного транзистора

Для теоретического описания одноэлектронного транзистора (см. Рис. 3.2a) используется

нульмерная эффективная модель, в которой электрон-электронное взаимодействие на ост-

ствием Амбегаокара-Эккерна-Шона и нелинейной сигма-моделью с топологическим членом. Насколько

известно автору, первая попытка использовать эту аналогию для получения физических предсказаний в

одноэлектронной коробочке была сделана в работе [326]. Однако, физическая наблюдаемая, которая была

бы аналогична холловской проводимости и целочисленно квантуется при нуле температур, в работе [326]

не была найдена.
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ровке одноэлектронного транзистора учитывается с помощью ёмкостного взаимодействия.

Кроме этого, пренебрегается взаимодействием электронов в металлических электродах,

которые считаются находящимися в равновесии с заданной температурой. В дальнейшем

будем называть их резервуарами. Связь островка с резервуарами описывается в рамках

туннельного гамильтониана. Несмотря на сильную упрощенность модели, теоретические

предсказания, сделанные в ее рамках, как правило, хорошо согласуются с эксперимен-

тальными данными.

Гамильтониан рассматриваемой модели состоит из трёх частей

H = H0 + Hc +
∑

s=l,r

H
(s)
T . (3.2)

Первая часть – это гамильтониан свободных электронов

H0 =
∑

k,s=l,r

ǫ
(s)
k a

(s)†
k a

(s)
k +

∑

α

ǫαd
†
αdα. (3.3)

Здесь индекс s принимает значения l для электронов в левом резервуаре и r для элек-

тронов в правом резервуаре, соответственно. Нижний индекс k обозначает электронные

состояния в резервуарах, а α – состояния на островке. Величины ǫ
(s)
k , ǫα обозначают энер-

гии электронов, отсчитанных от уровня Ферми.

Второй член в уравнении (3.2) описывает взаимодействие между электронами на ост-

ровке

Hc = Ec

(
∑

α

d†αdα − q

)2

. (3.4)

Напомним, что Ec = e2/(2C) обозначает, так называемую, зарядовую энергию, где полная

ёмкость C складывается из ёмкостей туннельных контактов (Cl,r) и затвора (Cg): C =

Cl +Cr +Cg. Величина q = CgVg/e представляет собой дополнительный заряд (в единицах

заряда электрона), наведенный на островке при приложении напряжения Vg на затворе.

Последний член в уравнении (3.2) описывает туннелирование электронов между ре-

зервуарами и островком

H
(s)
T =

∑

kα

t
(s)
kαa

(s)†
k dα + h.c. (3.5)

Матрица t(s)kα содержит амплитуды туннелирования между электронными состояниями в
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резервуаре и на островке. Для дальнейшего удобно ввести следующие эрмитовы матрицы

ĝ
(s)
kk′ = 4π2

[
δ(ǫ

(s)
k )δ(ǫ

(s)
k′ )
]1/2∑

α

t
(s)
kαδ(ǫα)t

(s)†
αk′ ,

ǧ
(s)
αα′ = 4π2 [δ(ǫα)δ(ǫα′)]1/2

∑

k

t
(s)†
αk δ(ǫ

(s)
k )t

(s)
kα′.

(3.6)

Первая из этих матриц действует в пространстве состояний резервуара, а вторая мат-

рица действует в пространстве состояний островка. Дельта-функции, входящие в пра-

вые части уравнений (3.6), подразумеваются сглаженными на масштабе δE таком, что

max{δ, δ(l,r)} ≪ δE ≪ T . Здесь δ и δ(l,r) обозначают средние расстояния между одноча-

стичными уровнями энергии на островке и резервуарах, соответственно.

С помощью введенных выше матриц удобно выразить безразмерный кондактанс (в

единицах e2/h) контакта между островком и резервуаром [294]:

gs =
∑

k

ĝ
(s)
kk ≡

∑

α

ǧ(s)
αα. (3.7)

Можно сказать, что каждое ненулевое собственное значение матрицы ĝ(s) или ǧ(s) соответ-

ствует коэффициенту прохождения одного из каналов между резервуаром и островком.

Эффективное число каналов (N (s)
ch ) можно найти как

N
(s)
ch =

(∑
k

ĝ
(s)
kk

)2

∑
kk′
ĝ

(s)
kk′ ĝ

(s)
k′k

≡

(∑
α

ǧ
(s)
αα

)2

∑
αα′

ǧ
(s)
αα′ ǧ

(s)
α′α

. (3.8)

Эффективный кондактанс g(s)
ch на один канал можно записать в следующем виде:

g
(s)
ch =

∑
kk′
ĝ

(s)
kk′ĝ

(s)
k′k

∑
k

ĝ
(s)
kk

≡

∑
αα′

ǧ
(s)
αα′ ǧ

(s)
α′α

∑
α

ǧ
(s)
αα

. (3.9)

При этом кондактанс контакта gs принимает естественный вид, gs = g
(s)
ch N

(s)
ch . В дальней-

шем, в этой главе мы всегда будем предполагать выполненными условия

g
(l,r)
ch ≪ 1, N

(l,r)
ch ≫ 1. (3.10)

Условие большого количества туннельных каналов в контакте позволяет при выводе эф-

фективного действия оставить только диаграмму низшего порядка по туннельному га-

мильтониану 3 и получить действие Амбегаокара-Эккерна-Шона. Отметим, что при вы-

полнении условий (3.10) кондактансы контактов gl,r могут быть как больше единицы, так

3Заметим, что в принципе это упрощающее предположение можно не делать и работать с полным

эффективным действием, полученным впервые в работе [318].
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и меньше. Также будем считать, что среднее расстояние между одночастичными уров-

нями энергии на островке удовлетворяет условию δ ≪ T/max{1, g}, где g = gl + gr. Это

условие позволяет считать одночастичную плотность состояний на островке, независящей

от энергии и равной 1/δ [315], а также не учитывать поправки, связанные с конечностью

числа электронов на островке (различие между большим каноническим и каноническим

ансамблями) [327, 316].

Гамильтониан H0 + Hc является нульмерным пределом точного микроскопического

гамильтониана, что оправдано в силу малости величины δ/ETh ≪ 1 [328, 329], где ETh –

это энергия Таулесса, равная по порядку величины vF min{l, L}/L2, где vF и l обозначают

скорость Ферми и длину свободного пробега в материале, из которого сделан островок,

имеющий характерный размер L.

3.2.3 Действие Амбегаокара-Эккерна-Шона

В рамках предположений, которые были сформулированы выше, от гамильтониана (3.2)

можно перейти к эффективному действию в мнимом времени τ на одну переменную –

абелеву фазу Φ(τ) [297], которая связана с флуктуирующим электрическим потенциалом

на островке соотношением V (τ) = iΦ̇(τ). Статистическая сумма (в большом каноническом

ансамбле) может быть записана в виде суммы по целым числам W :

Z =
∞∑

W=−∞
e2πiqWZW , (3.11)

где ZW представляет интеграл по всем конфигурациям поля Φ(τ), которые удовлетворяют

условию

Φ(β) = Φ(0) + 2πW, (3.12)

где напомним, что β = 1/T , и имеет вид [297]

ZW =

∫

∂V

DΦ(τ) e−Sd[Φ]−Sc[Φ]. (3.13)

Здесь индекс ∂V обозначает, что функциональный интеграл берется с периодическим гра-

ничным условием (3.12). Действие Sd описывает эффект туннелирования электронов меж-

ду островком и резервуарами:

Sd[Φ] =
g

4

β∫

0

dτ1dτ2 α(τ1 − τ2) e
iΦ(τ1)−iΦ(τ2). (3.14)
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Здесь ядро α(τ) имеет вид

α(τ) = − T 2

sin2(πTτ)
=
T

π

∑

ωn

|ωn|e−iωnτ , (3.15)

где напомним, что ωn = 2πTn. Второй член действия Sc учитывает конечность зарядовой

энергии на островке одноэлектронного транзистора:

Sc[Φ] =
1

4Ec

β∫

0

dτ Φ̇2. (3.16)

Экспоненциальный множитель, содержащий наведенный заряд q в уравнении (3.11), опи-

сывает связь между островком и затвором. Уравнения (3.11)-(3.16) представляют собой

действие Амбегаокара-Эккерна-Шона для одноэлектронного транзистора [297].

Целочисленный топологический заряд, равный W , можно записать в следующем виде:

C[Φ] =
1

2π

β∫

0

dτ Φ̇ = W. (3.17)

Он имеет смысл числа намоток (W ) вектора n = (cos Φ, sin Φ). Заметим, что условие пе-

риодичности (3.12), и как следствие, целочисленное квантование топологического заряда

в (3.17) являются следствием того, что Φ – это бозонное поле. В силу условия периодично-

сти (3.12) действие Амбегаокара-Эккерна-Шона зависит от наведенного заряда q только

по модулю 2π. Если представить q в виде суммы дробной части, −1 < θ/π 6 1, и целой

части k:

q = k +
θ

2π
, (3.18)

то статистическая сумма (3.11) зависит только от дробной части θ

Z[q] = Z[θ/2π]. (3.19)

Параметр θ аналогичен тэта-углу, введенному как дробная часть 2πσxy в предыдущей

главе. Для действия Амбегаокара-Эккерна-Шона ситуация проще, чем для нелинейной

сигма модели, т. к. топологический заряд квантуется с самого начала.

3.2.4 Инстантоны

Одним из важных свойств диссипативной части (3.14) действия Амбегаокара-Эккерна-

Шона является наличие классических решений ΦW (τ), которые минимизируют действие
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в каждом топологическом секторе, характеризующимся числом намоток W . Эти решения

принято называть инстантонами так, как они аналогичны инстантонам в теории Янг-

Миллса [159]. Общее выражение для инстантонов действия Амбегаокара-Эккерна-Шона

имеeт вид [308, 310]

eiΦW (τ) =

|W |∏

a=1

e2πiTτ − za

1 − z̄ae2πiTτ
. (3.20)

Для инстантонов (W > 0) комплексные параметры za лежат внутри единичной окружно-

сти, а для антиинстантонов (W < 0) эти параметры находятся вне единичной окружности.

Диссипативное действие на классическом решении конечно и равно

Sd[ΦW ] =
g

2
|W |. (3.21)

Тот факт, что оно не зависит от параметров za означает, что они представляют собой

нулевые моды.

В пределе g ≫ 1 конфигурация с одним инстантоном или одним антиинстантоном яв-

ляются наиболее важными. Для одноинстантонного решения параметр τ0 = arg z1/2πT

имеет смысл позиции инстантона на отрезке от 0 до β, а параметр λ = (1 − |z1|2)β опре-

деляет его размер и соответствует длительности импульса флуктуирующего потенциала

iΦ̇±1(τ). Как видно из уравнения (3.11), учет вклада от инстантонных решений с |W | = 1

существенен для появления зависимости статистической суммы от наведенного заряда q,

а точнее от его дробной части θ/2π. Поправка в термодинамический потенциал, соответ-

ствующий статистической сумме (3.11), Ω = −T lnZ, от конфигураций с одним инстанто-

ном или антиинстантоном, 4 была впервые правильно вычислена в работе [313]. Её удобно

представить в следующем виде, явно содержащим интегрирование по нулевым модам, τ0

и λ:

βΩinst = −
β∫

0

dτ0

β∫

0

dλ

λ2
g(λ)DΩ e

− 1
2
g(λ)+ 2

Ec(λ)
(T− 2

λ
) cos 2πq. (3.22)

Здесь численный коэффициент DΩ = 2e−γE−1, где, напомним, γE ≈ 0.577 обозначает по-

стоянную Эйлера. Как это обычно бывает, величины g(λ) и Ec(λ) имеют такую же зависи-

мость от масштаба λ, как и в стандартной теории возмущений по 1/g около тривиального

решения Φ = 0 [311, 309]

g(λ) = g − 2 lnλΛ, Ec(λ) = Ec

(
1 − 2

g
lnλΛ

)
. (3.23)

4Заметим, что для термодинамического потенциала можно просуммировать вклады от решений cо

всеми |W| > 0, так как взаимодействие инстантонов и антиинстантонов оказывается слабым [313, 319].
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Масштаб Λ = gEc/π
2DΩ является естественным масштабом теории, на котором опреде-

лены затравочные параметры действия Амбегаокара-Эккерна-Шона g, q и Ec. Физически

масштаб Λ имеет простой смысл – это обратное RC-время, которое считается самым ма-

лым временным масштабом в задаче.

Уравнения (3.23) можно представить в виде уравнений ренормализационной группы в

низших порядках по 1/g:

βg =
dg(λ)

d lnλ
= −2 − 4

g(λ)
, βc =

d lnEc(λ)

d lnλ
= − 2

g(λ)
. (3.24)

Заметим, что в уравнение на g(λ), которое показывает, что действие Амбегаокара-

Эккерна-Шона асимптотически свободно, добавлен двухпетлевой вклад, вычисленный в

работах [330, 331]. Существенной особенностью этих (пертурбативных) уравнений явля-

ется отсутствие зависимости от наведенного заряда q. Это останется верным в любом

сколь угодно большом порядке по 1/g. Основываясь на уравнениях ренормализационной

группы, можно получить, что при g ≪ 1 в области высоких температур T ≫ ξ−1 кондак-

танс на масштабе λ = 1/T остается большим и равным g(T ) = 2 ln ξT ≫ 1, где ξ обо-

значает динамически генерируемый корреляционный масштаб в мнимом времени равный

ξ = Λ−1g−1eg/2 [330]. При низких температурах T ≪ ξ−1 можно ожидать экспоненци-

альную зависимость кондактанса от температуры: g(T ) = exp[−(ξT )−κ] ≪ 1, где κ > 0

неизвестный динамический индекс.

Существенно, что эта картина не учитывает зависимость действия Амбегаокара-

Эккерна-Шона от наведенного заряда q. Также не ясно, как эта картина согласуется с

устоявшей картиной при g ≪ 1, в которой сильная зависимость от q имеется.

3.3 Физические наблюдаемые

3.3.1 Введение

В этом разделе будут рассмотрены физические наблюдаемые в одноэлектронном транзи-

сторе. С помощью процедуры отклика на изменение граничных условий будут построены

две физические наблюдаемые, которые аналогичны диссипативной и холловской прово-

димости в целочисленном квантовом эффекте Холла. Новизна представленного в этом

разделе результата состоит в том, что физическая наблюдаемая, аналогичная холловской

проводимости, до работ автора в литературе не рассматривалась.

128



3.3.2 Фоновые поля

Для того, чтобы в модели Амбегаокара-Эккерна-Шона связать режимы g ≫ 1 и g ≪ 1,

необходимо изучать не термодинамический потенциал, а физические наблюдаемые, соот-

ветствующие параметрам действия g, q и, вообще говоря, Ec. Так как зарядовая энергия

Ec является размерной величиной, то ее поведение с изменением масштаба диктуется по-

ведением безразмерных параметров g и q (см. (3.23)). Поэтому основной вопрос, требую-

щий ответа, – это какие физические наблюдаемые соответствуют параметрам g и q в дей-

ствии Амбегаокара-Эккерна-Шона. 5 Естественно ожидать, что физическая наблюдаемая,

соответствующая g – это кондактанс одноэлектронного транзистора. Какой физической

наблюдаемой соответствует наведенный заряд заранее не ясно. Это отличает рассматри-

ваемую задачу от целочисленного квантового эффекта Холла, который рассматривался в

предыдущей главе, где из физических соображений ясно соответствие между параметра-

ми в эффективном действии и физическими наблюдаемыми – диссипативной и холловской

проводимостями.

Наиболее удобным для определения физических наблюдаемых является изучение от-

клика статистической суммы, соответствующей эффективному действию, на малое изме-

нение граничных условий. Этот способ близок к методу, использованному Таулессом при

определении критерия локализации Андерсона [332]. Также этот способ похож на идею

’т Хофта об использовании твистованных граничных условий для изучения вопроса о

существовании безмассовых возбуждений в теории при разных значениях θ-угла [333].

Для того, чтобы иметь возможность рассматривать фоновые поля с нецелым числом

намоток, C[Φ] = W + φ, где −1/2 6 φ < 1/2, необходимо модифицировать ядро α(τ) (см.

(3.15)) диссипативной части действия Амбегаокара-Эккерна-Шона. Введем определение

αφ(τ) =
T

π

∑

ωn

e−i(ωn+2πTφ)τ |ωn + 2πTφ|. (3.25)

Тогда отлик, модифицированной таким образом диссипативной части действия

Амбегаокара-Эккерна-Шона на фоновое поле вида Φ0(τ) = (ωm + 2πTφ)τ , равен

Sd[Φ + Φ0] =
g

4π

β∫

0

dτ1dτ2 e
iΦ(τ1)−iΦ(τ2)T

∑

ωn

e−iωn(τ1−τ2) |ωn + Φ̇0|. (3.26)

Отметим, что фоновое поле Φ0(τ) удовлетворяет классическому уравнению движения для

полного действия Амбегаокара-Эккерна-Шона.

5Нахождение физической величины, которая соответствуетEc, представляет собой интересную задачу,

которая до настоящего время не решена.

129



Фоновое поле Φ0 с нецелым числом намоток

Рассмотрим частный случай фонового поля вида Φ0 = 2πTφτ . Это фоновое поле

может напрямую использоваться для изучения отклика модифицированного действия

Амбегаокара-Эккерна-Шона на изменения граничных условий и для нахождения выра-

жений для наблюдаемых. Определим корреляционную функцию фаз:

D(iωn) = T

β∫

0

dτ1dτ2e
iωn(τ1−τ2)

〈
e−iΦ(τ1)+iΦ(τ2)

〉
. (3.27)

Тогда, расскладывая модифицированное действие Амбегаокара-Эккерна-Шона с фоновым

полем в ряд по φ, найдем

Stot[φ] =
G̃

2
|φ| − 2πiQ̃φ+ . . . , (3.28)

где наблюдаемые G и Q равны

G̃ = gTD(i0), (3.29)

Q̃ = Q− g

2π
T
∑

ωn>0

ImD(iωn). (3.30)

Здесь величина

Q = q +
i〈Φ̇〉
2Ec

= q − 1

2Ec

∂Ω[q

∂q
(3.31)

есть средний заряд на островке. Отметим, что при наличии туннелирования между остров-

ком и резервуарами средний заряд отличается от наблюдаемой Q̃. Отметим, что наблюдае-

мая G̃, определённая согласно выражению (3.29), впервые рассматривалась в работе [334].

Наблюдаемая Q̃, определённая согласно выражению (3.30), была впервые предложена в

работе [335].

Фоновое поле Φ0 с целым числом намоток

Оказывается, что наблюдаемые (3.29)-(3.30) напрямую не связаны с никакими измеряе-

мыми в эксперименте величинами. Для того, чтобы найти наблюдаемые, которые связаны

с величинами, определяемыми в эксперименте, рассмотрим фоновое поле с целым числом

намоток: Φ0 = ωmτ . Заметим, что это фоновое поле является частным случаем инстан-

тонного решения (3.20) с W = m и параметрами zα равными нулю. Формально такое

фоновое поле может быть компенсировано переопределением поля Φ, по которому идет

интегрирование. Несмотря на это, определим формально эффективное действие Stot[Φ0]
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как действие, получаемое при формальном разложении по степеням Φ0 или, что тоже

самое, по степеням ωm
6. Если при этом аналитически продолжить дискретные мацуба-

ровские частоты ωm на действительную ось, то полученное таким образом эффективное

действие будет описывать отклик на изменение граничных условий.

Классическое действие равно

S[Φ0] =
g

2
|m| − 2πiqm+

π2

βEc
m2. (3.32)

Естественно ожидать, что эффективное действие будет иметь вид уравнения (3.32), в

котором затравочные параметры g, q и Ec заменятся на наблюдаемые. В низшем порядке

по ωm находим

Stot[m] = −G

2
|m| − 2πiQm+ . . .

(3.33)

Здесь наблюдаемые G и Q определены следующим образом

G = 4π Im
∂KR(ω)

∂ω
, (3.34)

Q = Q+ Re
∂KR(ω)

∂ω
. (3.35)

Функция KR(ω) – это запаздывающая функция частоты ω, которая соответствует мацу-

баровской функции

K(iωn) = − g

4β

β∫

0

dτ1dτ2 e
iωn(τ1−τ2) α(τ1 − τ2)

〈
eiΦ(τ1)−iΦ(τ2)

〉
. (3.36)

Определенные таким образом наблюдаемые отличаются от наблюдаемых (3.29)-(3.30).

Как будет показано ниже, наблюдаемые (3.34)-(3.35) соответствуют физическим вели-

чинам, характеризующим одноэлектронный транзистор. С другой стороны, наблюдае-

мые (3.29)-(3.30) более удобны для численного эксперимента. Оба набора наблюдаемых

дают информацию о поведении действия Амбегаокара-Эккерна-Шона в пределе нулевой

температуры.

6Ситуация, которая здесь возникает, может быть проиллюстрирована следующим простым примером.

Рассмотрим величину exp(i2πnm) с целыми n и m. Конечно, она равна единице. Однако, если мы фор-

мально разложим ее в ряд поm, то найдем 1+i2πnm+. . . . Таким образом, из члена линейного по m можно

узнать, чему равно n. Конечно, на самом деле эта процедура подразумевает, что делается продолжение с

целых значений m на всю действительную ось.
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Запаздывающая функция KR(ω) может быть выражена через запаздывающую функ-

циюDR(ω), которая получается аналитическим продолжением из мацубаровской функции

D(iωn). В приложении В.1 приведены детали вывода общего соотношения:

KR(ω) = g

∞∫

−∞

dǫ1dǫ2
4π3

ǫ2
fB(ǫ2) − fB(ǫ1)

ǫ1 − ǫ2 + ω + i0+
ImDR(ǫ1), (3.37)

где fB(ǫ) = [exp(βǫ) − 1]−1 обозначает функцию распределения Бозе-Эйнштейна. Таким

образом, оба набора наблюдаемых (3.29)-(3.30) и (3.34)-(3.35) определяются зависимостью

от частоты корреляционной функции (3.27). Для дальнейшего удобно выразить физиче-

ские наблюдаемые (3.34)-(3.35) напрямую через запаздывающую функцию DR(ω):

G = g

∞∫

−∞

dǫ

π
ǫ
∂fB(ǫ)

∂ǫ
ImDR(ǫ), (3.38)

Q = Q+ g

∞∫

−∞

dǫ

4π2

∂ǫfB(ǫ)

∂ǫ
ReDR(ǫ). (3.39)

Отметим, что величина Q, определённая соотношением (3.35) или, эквивалентно (3.39),

впервые была предложена в работе [336].

3.3.3 Линейный отклик

В этом разделе будет показана связь между физическими наблюдаемыми (3.34)-(3.35), с

одной стороны, и кондактансом G и антисимметризованной (квантовой) частью токового

шума SI одноэлектронного транзистора, с другой стороны, соответственно.

Кондактанс одноэлектронного транзистора

При приложении разности потенциалов между правым и левым резервуарами V = Vr −Vl

туннельная часть H
(l,r)
T гамильтониана (3.2) становится явно зависящей от времени [337]

H
(s)
T = X(s)e−ieVst +X(s)†eieVst, Xs =

∑

kα

t
(s)
kαa

(s)†
k dα. (3.40)

Оператор тока (Is), который течет из резервуара s в островок, может быть записан в виде:

Is = e
d

dt

∑

k

a
(s)†
k a

(s)
k = −ieX(s)e−ieVst + h.c. (3.41)

132



В низшем порядке по 1/N
(s)
ch находим

Is = −i
t∫

−∞

dt′〈[I(α)(t),H
(s)
T (t′)]〉 = −2e ImKR

s (−eVs). (3.42)

Здесь запаздывающая функция KR
s (ω) определена как

KR
s (ω) = i

∞∫

0

dt eiωt〈[X(s)(t), X(s)†(0)]〉. (3.43)

Повторяя вывод аналогичный выводу действия Амбегаокара-Эккерна-Шона из гамильто-

ниана (3.2), можно показать, что запаздывающей функции KR
s (ω) соответствует мацуба-

ровская функция

Ks(iωn) = − gs

4β

β∫

0

dτ1dτ2e
iωn(τ1−τ2)α(τ1 − τ2)D(τ21). (3.44)

Сравнивая полученное выражение с выражением (3.36), находим, что Ks(iωn) =

(gs/g)K(iωn), и, соответственно, KR
s (ω) = (gs/g)K

R(ω). Потенциалы на левом и правом

резервуарах определяются условием непрерывности тока: I = Il = −Ir. Таким образом,

мнимая часть запаздывающей функции KR(ω) определяет зависимость тока I через од-

ноэлектронный транзистор от напряжения V с помощью системы уравнений

I = −2egl

g
ImKR(−eVl) =

2egr

g
ImKR(−eVr), V = Vr − Vl. (3.45)

Заметим, что при наличии конечного напряжения между левым и правым резервуарами

наведенный заряд начинает зависеть от напряжения V : q = (CgVg + ClVl + CrVr)/e. В

режиме линейного отклика, т.е. малой разности потенциалов, находим, что I = GV , где

кондактанс одноэлектронного транзистора равен [299, 304]

G =
e2

h

glgr

(gl + gr)2
G. (3.46)

Здесь G определяется выражением (3.34), или, эквивалентно, (3.38). Таким образом, с

точностью до постоянного множителя glgr/(gl + gr)
2 кондактанс одноэлетронного транзи-

стора G совпадает с физической наблюдаемой G, определяющей отклик одноэлектронного

транзистора на изменение граничных условий.

133



Квантовый шум тока

Аналогично выражению (3.42), действительная часть запаздывающей функции KR
s (ω) мо-

жет быть представлена в виде

ReKR
s (−eVα) =

i

2e2

t∫

−∞

dt′〈[Is(t), Is(t
′)]〉. (3.47)

Поэтому физическая наблюдаемая Q, определённая выражением (3.35) или, эквивалентно,

(3.39), может быть записана через корреляционную функцию токов:

Q = Q− i
(gl + gr)

2

2glgr
lim
V →0

∂

∂V

0∫

−∞

dt〈[I(0), I(t)]〉. (3.48)

Таким образом, оказывается, что разница между физической наблюдаемой Q и средним

зарядом на островке выражается через антисимметризованную корреляционную функцию

токов – величину, которая последнее время привлекает значительное внимание [338]. Если

определить несимметризованный коррелятор тока (см., например [339])

SI(ω, V ) =

∞∫

−∞

dt e−iωt〈I(t)I(0)〉, (3.49)

то выражение (3.48) можно переписать в виде

Q = Q+
(gl + gr)

2

glgr

lim
V →0

∂

∂V
−
∫
dω

2π

SI(ω, V )

ω
. (3.50)

Выражения (3.46) и (3.50) показывают, что физические наблюдаемые (3.34) и (3.35),

введенные изначально как формальные величины, получаемые из отклика действия

Амбегаокара-Эккерна-Шона на изменение граничных условий, связаны с физическими

величинами, которые могут быть измерены в экспериментах в одноэлектронном транзи-

сторе.

3.3.4 Обсуждение результатов

В этом разделе в дополнение к хорошо известным в теории одноэлектронного транзистора

физическим наблюдаемым (3.29) и (3.38), последняя из которых соответствует кондак-

тансу одноэлектронного транзистора, были предложены новые физические наблюдаемые

(3.30) и (3.39). Наблюдаемые (3.29) и (3.30) не имеют прямого физического смысла, но
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удобны для численных расчётов, так как их определение не требует аналитического про-

должения с мацубаровских частот. Физическая наблюдаемая (3.39), определяемая сред-

ним зарядом на островке и несимметризованым коррелятором тока, аналогична холлов-

ской проводимости в целочисленном квантовом эффекте Холла, в то время как кондактанс

(3.39) соответствует диссипативной проводимости.

Измерение физической наблюдаемой Q требует, согласно выражению (3.50), измерения

несимметризованного коррелятора тока SI наряду с измерением среднего заряда. Недав-

но, следуя теоретическому предложению по измерению несимметризованного коррелятора

токов [340], в экспериментах была продемонстрирована принципиальная возможность из-

мерения величины SI , в том числе и в одноэлектронном транзисторе [341, 342, 343]. Тем

не менее, использование величины SI для экспериментального определения наблюдаемой

Q кажется маловероятным так, как для этого требуются измерения в широком интервале

частот.

Заметим, что, согласно своему определению, без учета квантовых флуктуаций фазы,

наблюдаемая Q совпадает с зарядом q = CgVg/e, наведённым затвором. По аналогии с на-

блюдаемой G, которая является кондактансом одноэлектронного транзистора, естественно

связать Q c затворной ёмкостью одноэлектронного транзистора:

Cg = Cg
∂Q

∂q
. (3.51)

Как и в случае с кондактансом G, отличие затворной ёмкости Cg от геометрической Cg,

связано с наличием кулоновского взаимодействия на островке. Оказалось, что при перио-

дическом изменении потенциала затвора, Vg(t) = Vg+Uω cosωgt, именно затворная ёмкость

Cg определяет скорость диссипации энергии: P ∝ ω2
g |Uω|2C2

g/G [344]. Таким образом, для

экспериментального определения физических наблюдаемых G и Q требуется провести в

одном и том же одноэлектронном транзисторе транспортные измерения при постоянном

во времени потенциале затвора и измерения действительной части импеданса при нулевом

транспортном напряжении, но при наличии осциллирующего во времени потенциала за-

твора. Такой способ измерения наблюдаемой Q по затворной ёмкости Cg выглядит более

простым, чем измерения несимметризованного коррелятора токов SI в широком интервале

частот.
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3.4 Режим слабой связи, g ≫ 1

3.4.1 Введение

В этом разделе будет рассмотрен режим слабой связи в действии Амбегаокара-Эккерна-

Шона, g ≫ 1, что соответствует сильному туннелированию между островком и резервуа-

рами. В рамках теории возмущений по 1/g и непертурбативного подхода, учитывающего

наличие инстантонов, будет вычислена зависимость физических наблюдаемых от темпе-

ратуры и напряжения на затворе.

3.4.2 Теория возмущений

В режиме слабой связи, g ≫ 1, флуктуации поля Φ около тривиального решения Φ = 0

малы и могут учитываться по теории возмущений по 1/g. В квадратичном приближении

действие Амбегаокара-Эккерна-Шона принимает вид

S(2) = g
∑

ωn>0

(
n+

2π2T

gEc
n2

)
ΦnΦ−n. (3.52)

Используя выражение для S(2), находим в низшем порядке по 1/g следующее выражение

для корреляционной функции D(iωn):

D(iωn) = β

[
1 − 2

g

∑

s>0

1

s + 2π2Ts2/(gEc)

]
δn,0 +

2Ec(1 − δn,0)

|ωn|(|ωn| + gEc/π)
. (3.53)

Далее, выполняя аналитическое продолжение на действительные частоты, получаем вы-

ражение для запаздывающего коррелятора: 7

DR(ω) = β

[
1 − 2

g
ln
gEce

γE

2π2T

]
lim
η→0

η

ω + η + i0+
− 2ωEc

(ω + i0+)2(ω + igEc/π)
. (3.54)

Интегрируя по энергии в правых частях выражений (3.38) и (3.39), находим: 8

G(T ) = g − 2 ln
gEce

γE+1

2π2T
, Q(T ) = q. (3.55)

Результат (3.55) для кондактанса одноэлектронного транзистора соответствует логариф-

мической перенормировке (3.23). Этот результат справедлив при температурах T ≫
7Здесь использовано удобное представление δ-символа Кронекера: δn,0 = lim

η→0
η(iωn + η)−1.

8Здесь использовалось соотношение
∫∞

0
dx

x2+π2z2

x2

sh 2x = 1
2|z| − 1 + |z|ψ′(1 + |z|), где ψ(z) обозначает

дигамма-функцию Эйлера (логарифмическую производную гамма-функции).
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gEce
−g/2/(π2DΩ). Результат для физической наблюдаемой Q является тривиальным – эта

величина совпадает с наведенным зарядом. Можно показать, что такой ответ остается

справедливым во всех порядках разложения по 1/g в секторе с нулевым числом намоток

W = 0. Для того, чтобы увидеть зависимость Q от температуры, необходимо учитывать

непертурбативные эффекты, т.е. вклады от квантовых флуктуаций в секторах с ненуле-

вым числом намоток.

3.4.3 Инстантонный вклад

Выражение (3.22) определяет одноинстантонный вклад в термодинамический потенциал.

Интегрируя по нулевым модам τ0 и λ, получим более простое выражение [313, 331]

Ωinst = −g
2

π2
Ece

−g/2 ln
Ec

2π2T
cos 2πq. (3.56)

Следуя определению (3.31), находим выражение для одноинстантонной поправки к сред-

нему заряду на островке

Q(T ) = q − g2

π
e−g/2 ln

Ec

2π2T
sin 2πq. (3.57)

Для того, чтобы найти одноинстантонную поправку к наблюдаемым Q и G, необходимо

найти соответствующую поправку к корреляционной функции D(iωn). Рассмотрим сред-

нее от некоторого оператора O[Φ]. В квазиклассическом приближении, контролируемом

условием g ≫ 1, достаточно вычислить значение оператора O[Φ] на инстантонном реше-

нии ΦW , а в действии учесть гауссовы флуктуации около этого инстантонного решения.

Тогда получим следующее общее выражение

〈O〉inst =
∑

W=±1

β∫

0

dτ0

β∫

0

dλ

λ2

[
O[ΦW ] − 〈O〉0

]
g(λ)DΩ exp

{
−g(λ)

2
+

2(λ− 2β)

λβEc(λ)
+ 2πiqW

}
.

(3.58)

Подчеркнем, что классическое значение O[Φ±1], вообще говоря, зависит от нулевых мод:

положения τ0 и размера λ инстантона/антиинстантона. Для корреляционной функции

D(iωn) находим, что

β∫

0

dτ1dτ2 e
iωn(τ1−τ2)

(
e−iΦW (τ1)+iΦW (τ2) − 1

)
= β

{
−
(
λ

β

)
δn,0 +

(
1 − λ

β

)(|n|−1)(
λ

β

)2

Θ(nW )

}
.

(3.59)
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Здесь Θ(x) обозначает функцию Хевисайда, причем Θ(0) = 0. Подставляя этот резуль-

тат в уравнение (3.58) и интегрируя по нулевым модам τ0 и λ, получим выражение для

одноинстантонной поправки в корреляционную функцию D(iωn):

Dinst(iωn) = − g2Ec

π2T 2
e−g/2

[
δn,0 cos 2πq − 2π2T 2(1 − δn,0)

|ωn|(|ωn| + 2πT )
e2πiq sgn n

]
. (3.60)

Производя аналитическое продолжение, находим

DR
inst(ω) = − g2Ec

π2T 2
e−g/2

[
cos 2πq lim

η→0

η

ω + η + i0+
+

2π2ωT 2

(ω + i0+)2(ω + i2πT )
ei2πq

]
. (3.61)

Наконец, используя выражения (3.38) и (3.39), получаем следующие ответы для одноин-

стантонных вкладов в физические наблюдаемые:

Ginst = −g
3Ec

6T
e−g/2 cos 2πq, (3.62)

Qinst = Q(T ) − g3Ec

24πT
e−g/2 sin 2πq. (3.63)

Напомним, что выражение для Q(T ) приведено в (3.57). Выражение (3.62) для одноин-

стантонной поправки в кондактанс одноэлектронного транзистора было впервые получено

в работе [314]. Выражение (3.63) было впервые получено в работе [345]. Выражения (3.62)

и (3.63) справедливы при выполнении условия g ≫ 1 и не слишком низких температурах

T ≫ g3Ece
−g/2.

3.4.4 Зависимость физических наблюдаемых от температуры

Собирая пертурбативные (3.55) и непертурбативные (3.57), (3.62)-(3.63) вклады, получаем

следующий ответ для зависимости физических наблюдаемых от температуры и наведён-

ного заряда

G(T, q) = g − 2 ln
gEce

γ+1

2π2T
− g3Ec

6T
e−g/2 cos 2πq, (3.64)

Q(T, q) = q − g3Ec

24πT

[
1 +

24T

gEc
ln

Ec

2π2T

]
e−g/2 sin 2πq. (3.65)

Отметим, что амплитуда осцилляций физической наблюдаемой Q с наведённым зарядом q

параметрически больше, чем амплитуда осцилляций в среднем заряде Q. Таким образом, в

режиме слабой связи основной вклад в Q дается несимметризованным коррелятором тока

SI . Полученные результаты (3.64) и (3.65) полностью аналогичны результатам, получен-

ным в предыдущей главе для инстантонных поправок к диссипативной σ′
xx и холловской

σ′
xy проводимости.
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Выражения (3.64) и (3.65), описывающие зависимость физических наблюдаемых от

температуры и наведенного заряда, можно интерпретировать как решения дифференци-

альных уравнений, похожих на уравнения ренормализационной группы. Для этого, сна-

чала удобно представить уравнения (3.64)-(3.65) в виде

G(T ) = g(T ) −Dg2(T )e−g(T )/2 cos 2πq, (3.66)

Q(T ) = q − D

4π
g2(T )e−g(T )/2 sin 2πq, (3.67)

где численный коэффициент D = (π2/3)e−γE−1 ≈ 0.68, а g(T ) = g − 2 ln[gEc/(6DT )].

Заметим, что разница в предэкспоненциальном множителе между g2 и g2(T ) не видна в

нашем приближении, но естественно предположить, что всё выражается через g(T ) (см.

раздел 2.2.5).

Для наблюдаемых G̃ и Q̃, определённых в выражениях (3.29) и (3.30), получаются

аналогичные результаты с численной константой D = 2 exp(−γE) и заменой зарядовой

энергии Ec на (6/π2)Ec.

С той точностью, с которой мы работаем, выражения (3.66)-(3.67) можно записать как

решения следующей системы уравнений

dG

d lnβ
= −2 −DG2 e−G/2 cos 2πQ,

dQ

d lnβ
= −D

4π
G2 e−G/2 sin 2πQ, (3.68)

которая вместе с начальными условиями, G(T = gEc/6D) = g и Q(T = gEc/6D) = q

определяет температурную зависимость физических наблюдаемых G и Q. Отметим, что

к уравнениям (3.68) относятся все те же замечания, что обсуждались в разделе 2.3.2.

3.4.5 Вольт-амперная характеристика

Выражения (3.54) и (3.61) с помощью общего соотношения (3.37) позволяют найти ча-

стотную зависимость корреляционной функции KR(ω) при |ω| ≪ √
gEc. Она имеет вид

KR(ω) = KR(0) +
iωg

4π

[
1 − 2

g
ln
egEc

2π2T
+

2

g
ψ

(
1 − iω

2πT

)]

− g3Ec

2π2
e−g/2ei2πq

[
ψ (1) − ψ

(
1 − iω

2πT

)]
. (3.69)

Отметим, что результат (3.69) впервые был получен в работе [345]. Выражение для тока

находится из решения уравнений (3.45). Учитывая, что в выражении (3.69) пертурбатив-

ная и инстантонная поправки предполагаются малыми, находим

I(V ) = I0(V, T ) + Ic(V, T ) cos 2πq(V ) + Is(V, T ) sin 2πq(V ), (3.70)
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где q(V ) = [CgVg + (Crgl − Clgr)V/g]/e и

I0(V, T ) =
e2

h

glgr

g
V

[
1 − 2

g
ln
egEc

2π2T
+

2

g2

∑

s=r,l

gs Reψ

(
1 − igsV

2πTg

)]
, (3.71)

Ic(V, T ) =
e2

h

glgr

g

2g2Ec

π
e−g/2

∑

s=r,l

Imψ

(
1 − igsV

2πTg

)
, (3.72)

Is(V, T ) =
e2

h

glgr

g

2g2Ec

π
e−g/2 Re

[
ψ

(
1 − igrV

2πTg

)
− ψ

(
1 − iglV

2πTg

)]
. (3.73)

Выражения (3.71)-(3.73) справедливы при gl,r|V |/g ≪ Ec. Выражение вида (3.70) для

вольт-амперной характеристики одноэлектронного транзистора в режиме слабого тунне-

лирования между островком и резервуарами было впервые получено в работе [305]. Функ-

ции Ic(V ) и Is(V ) были найдены только в пределе |Vl,r| ≪ 2πT и, к тому же, неверно: в

них отсутствовал большой множитель Ec/T и была неправильная степень кондактанса g

в предэкспоненте 9.

При gl,r|V |/g ≪ 2πT находим, что I = (e2/h)GV c кондактансом G, определяемым

выражениями (3.46) и (3.64). В другом предельном случае gl,r|V |/g ≫ 2πT , из выраже-

ний (3.71)-(3.73) находим

I0(V, T ) =
e2

h

glgr

g
V

[
1 − 2

g
ln
egEc

πV
+

2

g2
ln
ggl

l g
gr
r

gg

]
, (3.74)

Ic(V, T ) = −e
2

h

glgr

g
2g2Ece

−g/2

(
1 − g2T

glgrV

)
, (3.75)

Is(V, T ) =
e2

h

glgr

g

2g2Ec

π
e−g/2

(
ln
gr

gl
+
π2

3

(gl − gr)g
3T 2

g2
l g

2
rV

2

)
. (3.76)

Из выражений (3.74)-(3.76) следует, что вклад в дифференциальный кондактанс

dI/dV , пропорциональный cos 2πq(V ) (sin 2πq(V )), подавляется на больших напряжениях

gl,r|V |/g ≫ 2πT , как V −2 (V −3). Это затрудняет наблюдение осцилляций дифференци-

ального кондактанса с напряжением на затворе в режиме больших напряжений между

резервуарами.

3.4.6 Обсуждение результатов

Выражения (3.64) и (3.65), описывающие зависимость физических наблюдаемых G и Q

от температуры, аналогичны выражениям (2.100) для квантовых холловских осцилляций

9По-видимому, это связано с тем, что в работе [305] не были учтены а) инстантонные решения с нену-

левым значением параметра z и б) гауссовы флуктуации около инстантонного решения.
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диссипативной и холловской проводимости. Осцилляции G и Q при изменении наведённого

заряда q являются проявлением кулоновской блокады в режиме сильной связи островка с

резервуарами, g ≫ 1. В режиме g & 1 осцилляции кондактанса G с изменением потенциала

на затворе и осцилляции дифференциального кондактанса dI/dV с изменением разности

потенциалов между резервуарами наблюдались экспериментально в работах [346, 347].

Сравнение экспериментальных данных с теорией затруднено необходимостью определе-

ния большого числа параметров: gl, gr, Cl, Cr, и Cg. Качественно, выражения (3.71)-(3.73)

согласуются с экспериментальными данными работ [346, 347]. Однако, для детального

количественного сравнения требуется обобщить теорию на ситуацию, когда разность по-

тенциалов V может быть порядка gEc.

3.5 Режим сильной связи, g ≪ 1

3.5.1 Введение

В этом разделе будет рассмотрен режим сильной связи действия Амбегаокара-Эккерна-

Шона, g ≪ 1, что соответствует слабому туннелированию между островком и резервуара-

ми. С помощью отображения действия Амбегаокара-Эккерна-Шона на модель Бозе-Кондо

будет вычислена зависимость физических наблюдаемых от температуры и наведённого за-

ряда вблизи его полуцелого значения.

3.5.2 Эффективное действие в окрестности точки вырождения

Следуя работе [302], для описания одноэлектронного транзистора вблизи точки вырож-

дения, q = k + 1/2, где, напомним, k – целое число, достаточно рассмотреть состояния

гамильтониана H0 + Hc (см. (3.2)) с Q = k и Q = k + 1. Гамильтониан (3.2), спроектиро-

ванный на эти два состояния, имеет вид [302]

H = H0 + Hc + H
(l)
T + H

(r)
T , (3.77)

где

Hc = Ec(k − q)2 +
∆

2
− ∆Sz, H

(s)
T =

∑

kα

t
(s)
kαa

(s)†
k dαS

+ + h.c. (3.78)

Здесь введены следующие обозначения ∆ = Ec(2k + 1 − 2q), S обозначает оператор псев-

доспина 1/2, а S± = Sx ± iSy.

Удобное для работы представление спиновых операторов через фермионные операто-

ры ψ̄ и ψ было предложено А.А. Абрикосовым. Соответствующие фермионы называются
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псевдофермионами, так как имеют ограничение, что в каждом состоянии может находится

только один псевдофермион [348, 349]. После интегрирования по электронным степеням

свободы в главном порядке по 1/N
(s)
ch получается эффективное действие, описывающее

одноэлектронный транзистор вблизи точки вырождения, |∆| ≪ Ec, в режиме слабого тун-

нелирования, g ≪ 1, и низких температур, T ≪ Ec:

S =

β∫

0

dτψ̄

(
∂τ − η +

∆

2
σz

)
ψ +

g

4

β∫

0

dτ1dτ2α(τ1 − τ2)[ψ̄(τ1)σ−ψ(τ1)][ψ̄(τ2)σ+ψ(τ2)]+

+βEc(k − q)2 + β
∆

2
. (3.79)

Здесь σj , j = x, y, z, обозначают матрицы Паули, σ± = (σx ± iσy)/2, а ядро α(τ) опре-

делено в уравнении (3.15). Для удобной работы с псевдофермионами введен химический

потенциал η так, что предел η → −∞ подразумевается в конце всех вычислений. Такая

процедура гарантирует проектирование на физический сектор теории, в котором число

псевдофермионов равно 1. Напомним [348, 349], что статистическая сумма для гамиль-

тониана (3.77) получается из статистической суммы для эффективного действия (3.79)

следующим образом:

Z = lim
η→−∞

∂

∂eβη
Zpf . (3.80)

Среднее от оператора 〈O〉 для гамильтониана (3.77) определяется выражением

〈O〉 = lim
η→−∞

[
Zpf

Z

∂

∂eβη
〈O〉pf + 〈O〉pf

]
, (3.81)

где 〈. . . 〉pf обозначает среднее по отношению к эффективному действию (3.79).

Отметим, что ядро α(τ) в эффективном действии (3.79) совпадает с ядром в дисси-

пативной части (3.14) действия Амбегаокара-Эккерна-Шона. 10 Сопоставление этих двух

эффективных действий показывает, что оператор ψ̄(τ)σ±ψ(τ) есть результат проекции

оператора exp(±iΦ(τ)) на состояния изолированного островка с зарядом Q = k и Q = k+1.

Ниже в этом разделе эффективное действие (3.79) будет применено для вычисления

физических наблюдаемых (3.34) и (3.35) в режиме слабого туннелирования между ост-

ровком и резервуарами.

10Интересно отметить, что эффективное действие (3.79) появилось впервые в работе А.И. Ларкина и

В.И. Мельникова [350], где ∆ имело смысл магнитного поля, действующего на локализованный спин, а

диссипативное ядро α(τ) появлялось из-за рассеяния на нем парамагнонов. В настоящее время эффек-

тивное действие (3.79) называется действием для модели Бозе-Кондо [351, 352].
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а) б) в)

Рисунок 3.6: а) Собственно энергетическая часть псевдофермионной функции Грина в самосо-

гласованном приближении. б) Диаграмма для псевдофермионной поперечной восприимчивости,

которая определяет корреляционную функцию D(iωn). в) Низшая по g поправка к вершинной

функции Γ(iǫn). Сплошная линия обозначает псевдофермионную функцию Грина G(iǫn), волни-

стая кривая обозначает α(iωn), а закрашенный треугольник соответствует вершинной функции

Γ(iǫn).

3.5.3 Главное логарифмическое приближение

Для вычисления физических наблюдаемых необходимо вычислить корреляционнцю функ-

цию DR(ω). Ниже они будут вычислены в главном логарифмическом приближении, кото-

рое соответствует однопетлевой ренормализационной группе работ [351, 352].

Эффективное действие (3.79) определяет псевдофермионную функцию Грина при g =

0 как

G−1
0±(iǫn) = iǫn + η ∓ ∆

2
, (3.82)

где, напомним, ǫn = πT (2n + 1). Точная псевдофермионная функция Грина может быть

записана через собственно энергетическую часть Σ±:

G−1
± (iǫn) = iǫn + η ∓ ∆

2
− Σ±(iǫn). (3.83)

Собственно энергетическую часть удобно параметризовать следующим образом:

Σ±(iǫn) = (iǫn + η)[1 − γ(iǫn)] ∓ [1 − γs(iǫn)]
∆

2
, (3.84)

так что точная псевдофермионная функция Грина становится равной

G−1
± (iǫn) = (iǫn + η)γ(iǫn) ∓ γs(iǫn)

∆

2
. (3.85)

Главное логарифмическое приближение соответствует вычислению диаграммы для

собственно энергетической части, изображенной на рисунке 3.6а, в самосогласованном

приближении. Это соответствует решению уравнения

Σ±(iǫn) = −gT
4π

∑

ωl

|ωl|
iωl + iǫn + η ± ∆

2
− Σ∓(iωl + iǫn)

. (3.86)
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Напомним, что в теории (3.79) отсутствует перенормировка псевдофермионного взаимо-

действия α(τ12), что связано с отсутствием псевдофермионных петель в теории, так как

их вклад исчезает в пределе η → −∞ [348, 349].

С логарифмической точностью γ и γs зависят от одной переменной x =

ln Λ/max{|∆|γs/γ, |iǫn|}, где Λ – это высокоэнергетическая обрезка порядка Ec. Тогда урав-

нение (3.86) приводит к следующим уравнениям

γ(x) = 1 +
g

4π2

x∫

0

dy

γ(y)
, γs(x) = 1 − g

4π2

x∫

0

dy γs(y)

γ2(y)
, (3.87)

решения которых имеют вид [350]

γ(x) = γ−1
s (x) =

(
1 +

g

2π2
x
)1/2

. (3.88)

Используя (3.80), находим, что статистическая сумма определяется псевдофермионной

функцией Грина

Z = eβEc(k−q)2eβ∆/2 lim
η→−∞

e−βη
∑

ǫn,σ=±
eiǫn0+

Gσ(iǫn). (3.89)

С помощью выражений (3.88) получаем

Z = 2eβEc(k−q)2eβ∆/2 ch
β∆̄

2
. (3.90)

Здесь ∆̄ = ∆/γ2 определяет перенормированную (за счет виртуальных переходов элек-

тронов с островка в резервуары и обратно) щель между основным и возбужденным состо-

яниями, а величина

γ =

(
1 +

g

2π2
ln

Λ

max{|∆̄|, T}

)1/2

. (3.91)

Средний заряд на островке связан с намагниченностью M = 〈Sz〉 следующим образом:

Q(T ) = k +
1

2
−M. (3.92)

Вычисляя намагниченность из статистической суммы, находим

M(T ) =
1

2γ2
th
β∆̄

2
. (3.93)

Отметим, что выражение (3.93) было впервые получено в работе [304] с помощью другого

подхода. При T = 0 выражение для среднего заряда принимает вид

Q(T = 0) = k +
1

2
− sgn ∆̄

1 + g
2π2 ln Λ

|∆̄|
(3.94)
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и совпадает с результатом, полученным в работе [302]. Интересной особенностью этого

результата является отличие среднего заряда островка от целого числа при ∆̄ 6= 0. Фи-

зически это связано с наличием электронных переходов между островком и резервуаром

при ненулевом значении g.

Корреляционная функция D(iωn) связана с псевдофермионной поперечной восприим-

чивостью, которая изображена на рисунке 3.6б. Так как псевдофермионное взаимодей-

ствие связывает σ− и σ+, то легко видеть, что первая поправка к вершинной функции

Γ(iǫn) пропорциональна g2 ln(Λ/max{T, |∆̄|}) (см. Рис. 3.6в). Поэтому в главном лога-

рифмическом приближении, которое учитывает все вклады вида gm lnm(Λ/max{T, |∆̄|}),
можно не учитывать отличие вершинной функции от единицы. Полагая Γ(iǫn) = 1, полу-

чаем

D(iωn) = − 1

2 ch β∆̄/2
lim

η→−∞

∂

∂eβη
T
∑

ǫm

G−(iǫm)G+(iǫm + iωn) = − thβ∆̄/2

γ2

1

iωn − ∆̄
. (3.95)

После аналитического продолжения на действительные частоты находим, что

DR(ω) = − th β∆̄/2

γ2

1

ω − ∆̄ + i0+
. (3.96)

3.5.4 Зависимость физических наблюдаемых от температуры

Используя результат (3.96), можно легко вычислить интегралы в выражениях (3.29)-(3.30)

и (3.38)-(3.39). Для обоих физических наблюдаемых Q̃ и Q получается одно и тоже выра-

жение:

Q̃ = Q = Q+
1 − γ2

2γ2
th
β∆̄

2
= k +

1

eβ∆̄ + 1
. (3.97)

Выражения (3.97) впервые были получены в работах [336, 335]. Для физических наблю-

даемых G̃ и G ответы получаются разные:

G̃ =
ḡT

∆̄
th

∆̄

2T
, (3.98)

G =
ḡ

2

∆̄

T sh (∆̄/T )
, (3.99)

где ḡ = g/γ2. Отметим, что результат (3.99) совпадает с ответом для кондактанса од-

ноэлектронного транзистора, полученного впервые в работе [304]. Напомним, что выра-

жения (3.97)-(3.99) были получены в предположении, что выполнены условия g ≪ 1 и

T, |∆| ≪ Ec.

Выражения (3.97)-(3.99) показывают, что при T → 0 наблюдаемые G̃ и G стремятся

к нулю, а Q̃ и Q, в отличие от среднего заряда на островке, становятся независимой от
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g и целочисленно квантуются при всех значениях напряжения на затворе кроме точек

вырождения q = k + 1/2. Таким образом, выражения (3.97)-(3.99) показывают, что одно-

электронный транзистор при T → 0 ведет себя эффективно как изолированный островок.

Заметим, что согласно (3.97) при T ≪ ∆̄ наблюдаемая Q имеет такую же температур-

ную зависимость, как и для случая изолированного островка с щелью ∆̄, которая в этом

режиме уже не зависит от температуры. При Q 6= k + 1/2 из-за наличия конечной щели

∆̄ было бы естественно ожидать экспоненциальной зависимости наблюдаемых от темпе-

ратуры при T ≪ ∆̄. Как видно из (3.98), это не так для G̃. Более того, оказывается, что

при учете вкладов в наблюдаемые, связанных с котуннелированием [292, 293] (см. Прил.

В.2), возникают степенные поправки по температуре при T ≪ ∆̄.

Стандартным образом выражения (3.97)-(3.99) могут быть использованы для написа-

ния уравнений ренормализационной группы, описывающих зависимость параметров g и

∆ действия (3.79) от обрезки Λ на больших энергиях. Требуя независимости наблюдаемых

Q и G от величины Λ, найдем

dg

d lnΛ
=

g2

2π2
,

d ln∆

d lnΛ
=

g

2π2
. (3.100)

Отметим, что эти уравнения ренормализационной группы были получены впервые в рабо-

тах [306, 307]. Уравнения (3.100) определяют характерный масштаб ξ в мнимом времени

(корреляционную длину), которая равна ξ = Λ−1 exp(−2π2/g). С помощью масштаба ξ

удобно записать температурную зависимость максимальных значений кондактанса одно-

электронного транзистора и производной ∂Q/∂q, которые достигаются в точке вырожде-

ния Q = k + 1/2:

Gmax(T ) = π2
(
ln β/ξ

)−1
,

[
∂Q(T )

∂q

]

max

=
π2βEc

g

(
ln β/ξ

)−1
. (3.101)

Заметим, что производная [∂Q(T )/∂q]max расходится при T → 0, что означает бесконечно

узкий переход в точке вырождения между значениями Q = k и Q = k + 1.

Рассмотрим теперь окрестность точки G = 0 и Q = k + 1/2. Ограничимся температу-

рами T ≫ ∆̄ в выражениях (3.97) - (3.99). В этом режиме зависимость наблюдаемых от

температуры имеет одинаковый вид для определений (3.29)-(3.30) и (3.38)-(3.39) и может

быть воспроизведена как решение уравнений, похожих на уравнения ренормализационной

группы:
dG

d lnβ
= −G2

π2
,

dQ

d lnβ
=

(
Q − k − 1

2

)(
1 − G

π2

)
. (3.102)
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Уравнения (3.102) демонстрируют, что точка G = 0 и Q = k + 1/2 может быть интерпре-

тирована как неустойчивая фиксированная точка теории, причем G играет роль марги-

нально иррелевантной переменной.

Полученные выше результаты показывают, что при T → 0 наблюдаемая G обращается

в нуль при всех значениях наведенного заряда q, а наблюдаемая Q целочисленно кван-

туется при всех значениях q, кроме полуцелых. Изучим подробнее механизм изменения

Q на единицу в точке вырождения. Рассмотрим процесс в мнимом времени, в котором

наведенный заряд увеличивается на единицу в момент τ = 0, а в момент τ = τ0 > 0 на

единицу уменьшается, т. е. q(τ) = q + 1 при 0 6 τ < τ0 и q(τ) = q при τ0 6 τ < β. Веро-

ятность такой конфигурации определяется свободной энергией δF (τ0) = −T lnD(τ0). Из

выражения (3.95) следует, что

D(τ) = γ−2 e−τ∆̄

1 + e−β∆̄
. (3.103)

Вычислим разность энергий δE между состояниями с наведенным зарядом q + 1 и q,

где k 6 q < k + 1/2, а состояние с наведенным зарядом q + 1 получается как предел

конфигурации с q(τ) при τ0 → β. С помощью (3.103) находим

δE =
∆̄

1 + e−β∆̄

(
1 +

d ln γ2

d lnT

)
− T

d ln γ2

d lnT
. (3.104)

Полезно сравнить разность энергий δE со скоростью туннелирования электронов с ост-

ровка в резервуары (Γ10) и обратно (Γ01) [275]

Γ01/10 =
g∆̄

4πγ2

(
cth

∆̄

2T
± 1

)
. (3.105)

В области низких температур или вдали от точки вырождения T ≪ |∆̄| разность

энергий δE = ∆̄ и поэтому переход из состояния с наведённым зарядом q в состояние с q+1

энергетически не выгоден. Скорости туннелирования в этой ситуации малы по сравнению

с разностью энергий: δE ≫ Γ01/10. В области вблизи точки вырождения |∆̄| ≪ ḡT ситуация

оказывается другой. Разность энергий между состояниями с наведённым зарядом q + 1

и q оказывается того же порядка, что и скорости туннелирования: Γ01 = Γ10 = πδE. В

силу этого условия при T → 0 в точке вырождения оказывается возможным изменить

наведённый заряд на единицу с одновременным туннелированием электрона на островок.

3.5.5 Обсуждение результатов

Зависимость физических наблюдаемых G и Q от температуры удобно представить в ви-

де диаграммы аналогичной диаграмме ренормгруппового потока в координатах Q – G.
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Для фиксированных значений затравочных параметров g, q и Ec зависимость G и Q от

температуры представляется некоторой кривой. Схематично эта диаграмма представлена

на рисунке 3.7. Она построена на основе выражений (3.102) в режиме сильной связи и

выражений (3.68) в режиме слабой связи. Заметим, что строго говоря, на этой диаграмме

область сильной связи вблизи точки Q = k+1/2 и область слабой связи никак не связаны,

так как отсутствуют результаты для температурной зависимости в промежуточной обла-

сти G ∼ 1. На данный момент эта область может быть исследована только численно. 11

Однако, естественно предположить, что имеется гладкая интерполяция между резуль-

татами в слабой и сильной связи, так как физические наблюдаемые G и Q определены

одинаковым образом во всей области параметров.

Заметим, что вид диаграммы потока, представленной на рисунке 3.7, не зависит от

выбора физических наблюдаемых G̃ и Q̃ или G и Q. Универсальной особенностью этой

диаграммы является точка Q = k + 1/2 и G = 0, которую естественно назвать квантовой

критической точкой, разделяющей две устойчивые точки при Q = k, G = 0 и Q = k + 1,

G = 0. Последние описывают одноэлектронный транзистор в состоянии с целочисленным

значением наблюдаемой Q при T = 0. Эта диаграмма показывает, что одноэлектронный

транзистор с большим числом туннельных каналов так, что полный туннельный кондак-

танс g ≫ 1, при T → 0 будет эквивалентен изолированному островку – кондактанс G при

T = 0 будет строго равен нулю.

В этой главе рассматривался случай одноэлектронного транзистора с большим коли-

чеством туннельных контактов, N (l,r)
ch ≫ 1, между островком и резервуарами. Как отмеча-

лось выше, действие, аналогичное действию Амбегаокара-Эккерна-Шона, может быть вы-

ведено и для случая конечного числа каналов N (l,r)
ch произвольной прозрачности [318, 314].

Физическая наблюдаемая, аналогичная величине Q, должна существовать и в этом слу-

чае. Вблизи точки вырождения, Q = k + 1/2, как было показано в работе [302], одно-

электронный транзистор с конечным числом каналов эквивалентен N -канальной модели

Кондо [353, 354, 355]. При этом в пределе нулевой температуры кондактанс в точке вы-

рождения стремится к конечному значению. Поэтому в случае конечного числа каналов

N
(l,r)
ch следует ожидать диаграммы, аналогичной изображенной на рисунке 2.4.

11Как было объяснено выше, для численных расчетов более удобны наблюдаемые G̃ и Q̃.
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Рисунок 3.7: Схематическая диаграмма, иллюстрирующая зависимость физических наблюдае-

мых G и Q от температуры при разных значениях параметров g, q и Ec. Стрелки указывают

направление, соответствующее понижению температуры.

3.6 Заключение

Главным выводом данной главы является существование в задаче о кулоновской блока-

де в одноэлектронном транзисторе физической величины Q, определяющей затворную

ёмкость одноэлектронного транзистора Cg, и рассмотренной впервые в диссертационной

работе. Из-за наличия кулоновского взаимодействия Cg имеет нетривиальную зависимость

от температуры и потенциала затвора (также как и кондактанс), и отличается от геомет-

рической ёмкости затвора. Затворная ёмкость Cg совместно с кондактансом определяет

зависимость от T и Vg диссипации энергии при приложении на затвор дополнительного

слабо осциллирующего потенциала. Вычисления в режиме слабого туннелирования между

островком и резервуарами, g ≪ 1, показывают, что наблюдаемая Q целочисленно кван-

туется в пределе нулевой температуры при всех значениях Vg кроме Vg = e(k + 1/2)/Cg,

где k – целое число. Такое же поведение Q ожидается и в случае произвольного значения

кондактансов туннельных контактов.
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Глава 4

Спиновые корреляции в квантовых

точках

4.1 Введение

В этой главе рассматривается одноэлектронный транзистор с островком достаточно малых

размеров, так что необходимо учитывать дискретность одночастичных уровней энергии.

Как хорошо известно, в этом случае электрон-электронное взамодействие помимо кулонов-

ской блокады приводит ещё к явлению мезоскопической стоунеровской неустойчивости.

В этой главе изучается, как спиновые корреляции, связанные с мезоскопической стоуне-

ровской неустойчивостью, проявляются в термодинамических и транспортных свойствах

рассматриваемой системы.

4.1.1 Межэлектронное взаимодействие в квантовых точках: уни-

версальный гамильтониан

Будем называть квантовой точкой островок одноэлектронного транзистора достаточно

малых размеров, так что для описания низкотемпературного электронного транспорта че-

рез островок небходимо учитывать дискретность одночастичных уровней энергии 1. Изу-

чение электронного транспорта через квантовую точку, связанную с резервуарами тун-

1Заметим, что, как правило, под квантовыми точками понимают островки одноэлектронного тран-

зистора малых размеров в двумерном электронном газе. В трёхмерном случае такие островки обычно

называют гранулами. Для единообразия мы любую систему, для описания которой важно учитывать

дискретность одночастичного спектра, будем называть квантовой точкой независимо от её физической

природы.
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нельными контактами с кондактансами gl, gr ≪ 1 при температурах T . δ, где, напомним,

δ – это среднее расстояние между одночастичными уровнями энергии, которая даёт ин-

формацию об одночастичном спектре. В отличие от строго периодической зависимости

кондактанса одноэлектронного тразистора от напряжения Vg на затворе, которая должна

иметь место в согласии с результатами предыдущей главы, в экспериментах с квантовы-

ми точками в двумерном электронном газе при температурах T . δ наблюдаются как

флуктуации значения кондактанса в максимумах кулоновских пиков, так и флуктуации

расстояния между ними [356, 357, 358, 359, 360, 361, 362, 363]. Типичная эксперименталь-

ная картина представлена на рисунке 4.1.

Для режима промежуточных температур gl,rδ ≪ T ≪ δ флуктуации значений кондак-

танса в максимумах кулоновских пиков могут быть объяснены в рамках подхода кине-

тических уравнений [275] для гамильтониана (3.2) тем, что величины ǧ
(l,r)
αα (см. (3.6)),

характеризующие вероятность туннелирования в одноэлектронное состояние α флуктуи-

руют при изменении напряжения на затворе [364]. Эти флуктуации происходят из-за того,

что изменение напряжения на затворе меняет потенциал, создающий квантовую точку в

двумерном электронном газе, что приводит к изменению собственных функций и энергий

одноэлектронной задачи.

Флуктуации расстояния между двумя соседними кулоновскими пиками в кондактансе

при T ≪ δ определяются тем, как меняется энергия основного состояния квантовой точки

при изменении числа электронов на единицу. Для гамильтониана (3.2) легко показать 2,

что расстояние между положениями максимумов двух соседних кулоновских пиков, соот-

ветствующих переходам от числа электронов N − 1 к N и от N к N + 1, для нечётного

N не зависит от одночастичного спектра и пропорционально Ec. Для чётного значения N

расстояние между положениями соседних кулоновских пиков флуктуирует с одночастич-

ным спектром и в среднем равно Ec + δ. Это приводит к бимодальному распределению

для расстояний между положениями кулоновских пиков в отличии от наблюдаемого экс-

периментально одномодального распределения [358, 360, 362, 363].

В работе [366] отсутствие бимодальности в распределениях расстояний между положе-

ниями соседних кулоновских пиков было объяснено наличием (ферромагнитного) обмен-

ного взаимодействия, снимающего вырождение по спину и приводящего для некоторых

2Для квантовых точек правильной геометрии, в которых одночастичные уровни энергии вырождены

из-за симметрии потенциала, создающего квантовую точку, естественно ожидать максимально возмож-

ного значения спина в основном состоянии по аналогии с правилом Хунда для атомных оболочек [365].

В ситуации, которая рассматривается в данной главе, когда дополнительное вырождение одночастичных

уровней отсутствует, спин в основном состоянии равен 0 (1/2) для чётного (нечётного) числа электронов.
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Рисунок 4.1: Зависимость кондактанса от напряжения на затворе при низких температурах

T/δ ≈ 0.05. Рисунок из работы [363].

значений N к значению спина в основном состоянии большему, чем 1/2 [367, 368]. В ра-

ботах [369, 370] было показано, что наличие обменного взаимодействия приводит к тому,

что вероятность значения спина в основном состоянии S = 1 превышает вероятность для

S = 0.

В пределе δ/ETh ≪ 1, где, напомним, ETh – это энергия Таулесса, можно показать [328],

что электрон-электронное взаимодействие приводит к появлению в гамильтониане (3.2)

двух дополнительных членов: обменного взаимодействия гейзенберговского типа 3 и вза-

имодействия в куперовском канале. В этом, так называемом, универсальном гамильто-

ниане вместо полного набора матричных элементов межэлектронное взаимодействие ха-

рактеризуется всего тремя параметрами: зарядовой энергией Ec, обменной энергией J 4 и

энергией взаимодействия в куперовском канале Jc. Ещё одним важным свойством универ-

сального гамильтониана – это существование точного аналитического решения. Спектр

многочастичных возбуждений может быть найден с помощью метода анзаца Бете [371].

Учёт в рамках универсального гамильтониана достаточно слабого ферромагнитного

обменного взаимодействия (J ≈ 0.4δ) для квантовых точек в двумерном электронном га-

зе позволил при T . δ количественно объяснить [372, 373, 374, 375] статистику высот

кулоновских пиков и статистику расстояний между соседними пиками, измеренную в экс-

периментах [360, 361].

Если обменное взаимодействие приводит к появлению ферромагнитных корреляций,

3Заметим, что это обменное взаимодействие является нульмерным аналогом взаимодействия в три-

плетном канале, подробно рассматривавшемся в главе 1.
4В пределе, kFL ≫ 1, где L – характерный размер квантовой точки, величина обменной энергии J

связана с параметром F 0
t (см. раздел 1.4.2) простым соотношением: J = −F 0

t δ.
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то взаимодействие в куперовском канале приводит к появлению сверхпроводящих корре-

ляций. Поэтому универсальный гамильтониан представляет удобную модель для изуче-

ния взаимного влияния ферромагнитных и сверхпроводящих корреляций [376, 377, 378,

379, 380, 381]. Для квантовых точек в двумерном электронном газе взаимодействие в ку-

перовском канале обычно отталкивательное и поэтому не приводит к сверхпроводящим

корреляциям. В трёхмерном случае, для металлических гранул малых размеров, взаимо-

действие в куперовском канале может быть притягательным и, как следствие, приводя-

щим к сверхпроводящим корреляциям. Эти корреляции подавляются магнитным полем

B & Bc = Φ0

√
δ/(L2

√
ETh) [329], где L – характерный размер квантовой точки, а Φ0 –

квант магнитного потока.

Одним из важных преимуществ подхода универсального гамильтониана является то,

что в пределе ETh/δ → ∞ параметры Ec, J и Jc, характеризующие межэлектронное взаи-

модействие, могут рассматриваться как заданные нефлуктуирующие величины. При ко-

нечном значении величины ETh/δ, как это реализуется в экспериментах, параметры вза-

имодействия Ec, J и Jc флуктуируют вокруг своих средних значений. Кроме этого, по-

являются дополнительные матричные элементы взаимодействия флуктуирующие вокруг

нулевых значений. Установлено, что эти флуктуации имеют порядок δ2/ETh [382].

Кроме флуктуаций матричных элементов взаимодействия необходимо учитывать еще

два физических явления, приводящих к появлению дополнительных флуктуирующих чле-

нов по сравнению с универсальным гамильтонианом. Во-первых, при добавлении еще

одного электрона в квантовую точку происходит перераспределение (скремблирование)

заряда 5, которое приводит к появлению дополнительного электростатического взаи-

модействия. Флуктуации соответствующих матричных элементов оказываются порядка√
δ3/ETh [366]. Во-вторых, при изменении напряжения на затворе обычно меняется по-

тенциал, создающий квантовую точку, что приводит к тому, что в одночастичном гамиль-

тониане появляется флуктуирующий член с недиагональными матричными элементами

порядка
√
δ3/ETh [329]. Учёт поправок к универсальному гамильтониану, связанных с

конечностью отношения ETh/δ, приводит к более хорошему согласию между теорией и

экспериментом для статистики расстояний между двумя соседними кулоновскими пика-

ми [383, 384, 385].

При микроскопическом выводе универсального гамильтониана существенную роль иг-

рает отсутствие спин-орбитального взаимодействия. Например, для квантовой точки в

двумерном электронном газе в пределе сильного спин-орбитального взаимодействия об-

5Для этого явления в англоязычной литературе принято название scrambling.
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менное взаимодействие в универсальном гамильтониане становится изинговского типа

[386]. В случае спин-орбитального взаимодействия промежуточной величины универсаль-

ный гамильтониан имеет более сложный вид: даже в пределе δ/ETh ≪ 1 в нём нельзя

ограничиться средними значениями матричных элементов взаимодействия и необходимо

учитывать их флуктуации [386, 387, 388, 389].

В заключение этого раздела заметим, что более детально с обсуждаемыми выше во-

просами можно ознакомиться в обзорах [390, 329, 391].

4.1.2 Постановка задачи

Наличие в универсальном гамильтониане члена, описывающего обменное взаимодействие:

−JS2 (J > 0), где S – это оператор полного спина электронов в квантовой точке, приводит

к возможности стоунеровского перехода из парамагнитного в ферромагнитное состояние

при увеличении J . Для эквидистантного одночастичного спектра с расстоянием между

уровнями, равным ∆, и фиксированного числа электронов N разность энергий основного

состояния со спином S + 1 (при этом Sz = S + 1) и спином S (при этом Sz = S) равна

∆(2S+1)−J(2S+2). Каждый раз, когда эта разность обращается в нуль при увеличении

отношения J/∆, происходит переход из основного состояния со спином S в основное со-

стояние со спином S+1. Получающаяся зависимость полного спина в основном состоянии

от отношения J/∆ показана на рисунке 4.2. Как видно из рисунка, для чётного (нечёт-

ного) числа электронов при J/∆ < 1/2 (J/∆ < 2/3) спин в основном состоянии равен 0

(1/2). Такое состояние квантовой точки естественно назвать парамагнитным, так как спин

в основном состоянии равен минимально возможному значению, а в термодинамическом

пределе, N → ∞, спин на одну частицу равен нулю. При J > ∆(1− 1/N) спин в основном

состоянии равен максимально возможному значению N/2, т. е. квантовая точка находит-

ся в ферромагнитном состоянии. В термодинамическом пределе, N → ∞, стоунеровский

переход в ферромагнитное состояние происходит при J/∆ = 1 (F 0
t = −1). В области

J/∆ > 1/2 для чётного числа электронов или J/∆ > 2/3 для нечётного числа электронов

при увеличении отношения J/∆ величина спина в основном состоянии последовательно

возрастает (см. Рис. 4.2). Это явление, рассмотренное впервые в работе [328], называется

мезоскопической стоунеровской неустойчивостью. Оно исчезает в термодинамическом

пределе N → ∞ или ∆ → 0, так как в этом пределе при J < ∆ спин в основном состо-

янии, который приходится на одну частицу, равен нулю. При N ≫ 1 в области вблизи

стоунеровской неустойчивости, 0 < ∆ − J ≪ ∆, спин в основном состоянии может при-

нимать большие значения S ≈ ∆/[2(∆ − J)] ≫ 1, приводя к большой энергии обменного
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Рисунок 4.2: Зависимость спина в основном состоянии от отношения J/∆ для эквидистантного

одночастичного спектра. Сплошные (штриховыые) линии соответствуют чётному (нечётному)

числу электронов, пунктирная кривая соответствует зависимости S = (2J − ∆)/(2∆ − 2J).

расщепления J = 2JS ≈ J∆/(∆ − J) ≫ ∆.

Для случайного одночастичного спектра значение спина в основном состоянии в ин-

тервале 0 < J < δ является случайной величиной. Как уже упоминалось в предыдущем

разделе, для квантовых точек в двумерном электронном газе наличие слабого обменного

взаимодействия, J . 0.5δ, может привести к тому, что для данной реализации одночастич-

ных уровней энергии спин в основном состоянии станет равным 1 или 3/2 в зависимости

от чётности числа электронов [369, 370, 367, 368]. По-видимому, из-за слабости обменного

взаимодействия в квантовых точках в двумерном электронном газе, до сих пор во всех

работах, известных автору, кроме работы [328] 6, исследовалось влияние обменного взаи-

модействия на основное состояние и на транспортные и термодинамические свойства при

температурах T . δ [369, 370, 373, 374, 375, 376, 377, 378, 379, 380, 381, 386, 387, 392, 393].

В тоже время вблизи стоунеровской неустойчивости при 0 < δ − J ≪ δ имеется широкий

интервал температур δ ≪ T ≪ J⋆ = Jδ/(δ − J), в котором, с одной стороны, влияние

флуктуаций одночастичных уровней энергии мало, а с другой стороны, можно ожидать

проявления сильных спиновых корреляций, связанных с явлением мезоскопической сто-

унеровской неустойчивости.

В работе [328] в рамках подхода универсального гамильтониана было показано, что

при высоких температурах T ≫ J⋆ мезоскопическая стоунеровская неустойчивость про-

является в малых, зависящих от температуры поправках к восприимчивости Паули для

6В работах [388, 389] вычислялась динамическая спиновая воприимчивость на ω ≫ δ при нулевой

температуре в случае наличия спин-орбитального взаимодействия.
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ферми-жидкости. Также в работе [328] с помощью численных расчетов были получены

оценки для среднего значения квадрата спина в основном состоянии при разных значениях

J/δ. До настоящего времени в интервале температур δ ≪ T ≪ J⋆ особенности термодина-

мических и транспортных свойств, связанных с явлением мезоскопической стоунеровской

неустойчивости, исследованы не были. Конечно, для того, чтобы такое изучение имело

смысл, интервал температур от δ до J⋆ должен быть достаточно широким. Такая ситуа-

ция может быть реализована в квантовых точках, выполненных в виде гранул из почти

ферромагнитных материалов, например, таких как Pd с параметром F 0
t = −0.9 [394] или

редкоземельный сплав YFe2Zn20, в котором F 0
t = −0.94 [395] 7.

Выше явление мезоскопической стоунеровской неустойчивости обсуждалось в рамках

универсального гамильтониана, который верен в пределе ETh/δ → ∞. Анализ влияния

флуктуаций матричных элементов взаимодействия за рамками универсального гамильто-

ниана на энергию основного состояния как функции полного спина, проведенный в работах

[396, 397], указывает на возможность остановки развития стоунеровской неустойчивости

при увеличении отношения J/δ и насыщения значения полного спина на величине порядка

ETh/δ.

Итак, основной задачей, которая решается в данной главе, является изучение того, как

спиновые корреляции, связанные с явлением мезоскопической стоунеровской неустойчи-

вости, проявляются в термодинамических и транспортных свойствах квантовых точек при

таких температурах (T ≫ δ), когда влияние флуктуаций одночастичных уровней энергии

обычно мало.

Материал данной главы организован следующим образом. В разделе 4.2 приведены

необходимые сведения об универсальном гамильтониане и получены точные аналитиче-

ские выражения для спиновой восприимчивости и туннельной плотности состояний. В раз-

деле 4.3 рассматривается поведение продольной спиновой восприимчивости, усреднённой

по реализациям одноэлектронных уровней энергии, с изменением температуры и магнит-

ного поля. В разделе 4.4 изучается зависимость туннельной плотности состояний, усред-

нённой по реализациям одноэлектронного спектра, от энергии, температуры и магнитного

поля. Завершается глава заключением (раздел 4.5).

7Например, для гранулы Pd радиуса 2.5 нм среднее расстояние между одночастичными уровнями

δ ≈ 10 K, а величина J⋆ ≈ 90 К.
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4.2 Универсальный гамильтониан

4.2.1 Введение

В этом разделе будут приведены необходимые сведения об универсальном гамильтониане,

описывающем взаимодействующие электроны в квантовой точке в нульмерном пределе.

С помощью метода Вея-Нормана-Колоколова для универсального гамильтониана будут

точно вычислены спиновая восприимчивость и туннельная плотность состояний. В сле-

дующих разделах точные аналитические выражения для спиновой восприимчивости и

туннельной плотности состояний будут проанализированы в разных предельных случаях

с учётом флуктуаций одночастичных уровней энергии.

4.2.2 Универсальный гамильтониан

При выполнении условия δ/ETh ≪ 1, где, напомним, ETh обозначает энергию Тауллеса, а

δ среднее расстояние между одночастичными уровнями энергии, квантовая точка может

описываться в нульмерном приближении с помощью, так называемого, универсального

гамильтониана [328] 8

H = H0 +HC +HS. (4.1)

Здесь гамильтониан невзаимодействующих электронов

H0 =
∑

α,σ

ǫα,σd
†
α,σdα,σ, (4.2)

где ǫα,σ = ǫα + gLµBBσ/2 обозначают одноэлектронные уровни энергии, расщепленные

по спину (σ = ±1) магнитным полем B. Для квантовой точки в двумерном электрон-

ном газе в отсутствие спин-орбитального взаимодействия параллельное магнитное по-

ле не влияет на орбитальное движение электронов 9. В этом случае статистика одно-

электронных уровней энергии ǫα может описываться ортогональным классом симметрии

(класс AI) либо унитарным классом симметрии (класс A) по классификации Вигнера-

Дайсона [21, 22, 23, 24, 25, 26]. Последний случай реализуется при приложении слабого

перпендикулярного магнитного поля B⊥ & Bc = Φ0

√
δ/(L2

√
ETh). В трёхмерном случае

для металлических гранул малых размеров в силу того, что кроссоверное поле Bc равно

8В этой главе не будет рассматриваться вклад в универсальный гамильтониан от взаимодействия в

куперовском канале (см. обсуждение в разделе 4.1.1).
9Мы пренебрегаем влиянием параллельного магнитного поля на орбитальное движение, связанное с

конечной толщиной двумерного газа.
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нулю в пределе δ/ETh → 0, будем считать, что при наличии ненулевого магнитного поля

статистика одноэлектронных уровней описывается унитарным классом симметрии.

Второй член в выражении (4.1) описывает зарядовое взаимодействие электронов на

островке:

HC = Ec

(
n̂− q

)2
, n̂ =

∑

α,σ

n̂α,σ =
∑

α,σ

d†α,σdα,σ. (4.3)

Напомним, что Ec = e2/(2C) обозначает зарядовую энергию, где C полная ёмкость кван-

товой точки. Величина q = CgVg/e представляет собой дополнительный заряд (в единицах

заряда электрона), наведенный на островке при приложении напряжения Vg на затворе.

Последний член в гамильтониане (4.1)

HS = −JS2 (4.4)

описывает ферромагнитное (J > 0) обменное взаимодействие электронов на квантовой

точке. Здесь

S =
∑

α

sα =
1

2

∑

ασσ′

d†α,σσσσ′dα,σ′ (4.5)

обозначает оператор полного спина электронов на квантовой точке 10, а σ – это, как и в

предыдущих главах, матрицы Паули.

4.2.3 Почти полное разделение спиновых и зарядовых корреляций

Для вычисления статистической суммы Z в большом каноническом ансамбле 11 и одноча-

стичной мацубаровской функции Грина 12

Gα,σ1,σ2(τ1, τ2) = − 1

Z
Tτ Tr dα,σ1(τ1)d

†
α,σ2

(τ2)e
−βH+µβn̂, Z = Tr e−βH+µβn̂, (4.6)

где Tτ обозначает упорядочение в мнимом времени 0 6 τ 6 β, а d†α,σ(τ) и dα,σ(τ) – опе-

раторы рождения и уничтожения в гейзенберговском представлении с гамильтонианом

10Заметим, что если считать индекс α нумерующим отдельный спин, то гамильтониан (4.4) описывает

систему, в которой каждый спин взаимодействует со всеми остальными. Такая спиновая система называ-

ется системой Ван-дер-Ваальса [398, 399, 400, 401].
11Несмотря на то, что формально рассматривается задача об изолированной квантовой точке удобно

ввести химический потенциал µ.
12Аналогичным образом можно было бы рассматривать функцию Грина в реальном времени. Так как

в этой главе рассматривается равновесная ситуация, то оба подхода совершенно эквивалентны.
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H − µn̂. Удобно воспользоваться тем, что все три части: H0, HC и HS, универсального

гамильтониана коммутируют между собой. Воспользовавшись соотношениями

eτEc(n̂−q)2dα,σe
−τEc(n̂−q)2 = e−τEc(2n̂−2q+1)dα,σ,

eτEc(n̂−q)2d†α,σe
−τEc(n̂−q)2 = d†α,σe

τEc(2n̂−2q+1),
(4.7)

и следующим представлением для произвольной функции F от оператора полного числа

частиц n̂:

F (n̂) =
∑

k∈Z

F (k)

πT∫

−πT

dφ0

2πT
eiφ0β(k−n̂), (4.8)

получаем, что

Gα,σ1,σ2(τ1, τ2) =

πT∫

−πT

dφ0

2πT

Z(φ0)

Z
D(τ12, φ0) Gα,σ1,σ2(τ1 − τ2, φ0), (4.9)

Z =

πT∫

−πT

dφ0

2πT
D(0, φ0)Z(φ0). (4.10)

Здесь, так называемый пропагатор кулоновского бозона, имеет вид [402, 316, 403, 404, 405]

D(τ, φ0) = e−Ec|τ |(1−|τ |/β)
∑

k∈Z

eiφ0(βk+τ)e−βEc(k−q+τ/β)2 . (4.11)

Функция Грина Gα,σ1,σ2(τ, φ0) в правой части выражения (4.9) определена следующим об-

разом

Gα,σ1,σ2(τ, φ0) =
1

Z(φ0)




−Kα,σ1,σ2(−iτ,−iτ + iβ), τ > 0,

Kα,σ1,σ2(−iτ − iβ,−iτ), τ 6 0,
(4.12)

где Z(φ0) = Tr exp(−βH), корреляционная функция

Kασ1σ2(t+, t−) = Tr e−it+Hd†α,σ2
eit−Hdα,σ1 , (4.13)

а гамильтониан

H = H0 +HS, (4.14)

причём H0 определяется выражением (4.1), в котором ǫα,σ заменено на ǫ̃α,σ = ǫα,σ − µ +

iφ0
13.

13Наличие мнимой части iφ0n̂ в определении гамильтониана H не приводит к каким-либо трудностям.
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Отметим, что в результате того, что все три составляющих универсального гамиль-

тониана коммутируют друг с другом, удаётся почти полностью разделить зарядовые и

спиновые степени свободы. Теперь необходимо решить задачу о электронах с обменным

взаимодействием, в которой зарядовое взаимодействие проявляется в наличии мнимой

части у химического потенциала равной −iφ0.

4.2.4 Преобразование Вея-Нормана-Колоколова

Используя тот факт, что H0 и HS коммутируют, удобно воспользоваться представлени-

ем оператора эволюции в виде следующего функционального интеграла по векторному

бозонному полю θ:

e∓itJS2

=

∫
D[θ] e

± i
4J

t
R

0

dt′ θ2 ∏

α

Te
i

t
R

0

dt′ θsα

. (4.15)

Здесь T обозначает временное упорядочение на отрезке 0 6 t′ 6 t. Отметим, что наличие

оператора временного упорядочения связано с тем, что операторы разных проекций спина

не коммутируют друг с другом. С помощью (4.15) получаем 14

Kα,σ1,σ2(t+, t−) =
∏

p=±

∫
D[θp]e

− ip
4J

tp
R

0

dt′ θ2
p

Tr
[
e−it+H0

∏

γ

A(+)
γ d†α,σ2

eit−H0
∏

η

A(−)
η dα,σ1

]
, (4.16)

где использованы два векторных бозонных поля θp, p = ±, и введено обозначение:

A(p)
α = T exp


i

tp∫

0

dt′ θpsα


 . (4.17)

Именно наличие временного упорядочения в определении операторов A
(p)
α делает решение

задачи нетривиальным. Заметим, что в случае обменного взаимодействия изинговского

типа временного упорядочения не возникает и задача в спиновом секторе может быть

решена по аналогии с решением раздела 4.2.3 для зарядового сектора [405]. Для случая

анизотропного обменного взаимодействия в работе [403] была построена теория возмуще-

ний около решения для обменного взаимодействия изинговского типа.

Для того, чтобы избежать работы с оператором временного упорядочения, удобно сде-

лать преобразование Вея-Нормана-Колоколова [406, 407] от переменных θp к новым пере-

14Мы не следим за правильностью нормировочных множителей, так как при вычислении функции

Грина они сократятся. Для статистической суммы правильные нормировочные множители будут восста-

новлены сравнением с известными ответами в предельных случаях.

160



менным ρp, κ
+
p , κ

−
p (см. Прил. Г.1) 15:

θz
p = ρp − 2κp

pκ
−p
p ,

θx
p − ipθy

p

2
= κ−p

p ,
θx

p + ipθy
p

2
= −ipκ̇p

p + ρpκ
p
p − (κp

p)
2κ−p

p . (4.18)

В новых переменных T-упорядоченная экспонента становится равной произведению трёх

обычных экспонент:

A(p)
γ = exp

[
pŝ−p

γ κp
p(tp)

]
exp


iŝz

γ

tp∫

0

dt′ρp(t
′)


 exp


iŝp

γ

tp∫

0

dt′κ−p
p (t′)e

−ip
t′
R

0

dτρp(τ)
dt′


 . (4.19)

Здесь ŝ±γ = ŝx
γ±iŝy

γ , а поля κp
p удовлетворяют начальным условиям κp

p(0) = 0. Отметим, что

выражения (4.18) и (4.19) справедливы для любого спинового оператора, а не только для

оператора спина 1/2. До преобразования Вея-Нормана-Колоколова переменные θp были

действительными. При преобразовании необходимо сдвинуть контур интегрирования по θp

в комплексную плоскость. Такая процедура не нарушает сходимости вычисляемых инте-

гралов. Для сохранения правильного числа степеней свободы (трёх) наложим следующие

условия на новые переменные ρp, κ
+
p , κ

−
p : ρp = −ρp и κ+

p = κ−p .

Для перехода к новым переменным в функциональном интеграле (4.16) необходимо

вычислить якобиан преобразования (4.18), который оказывается равным (см. Прил. Г.1)

[408]:

JWNK =
∏

p=±
exp


ip

2

tp∫

0

dt ρp(t)


 . (4.20)

В новых переменных выражение (4.16) для корреляционной функции Kα,σ1,σ2(t+, t−) может

быть записано следующим образом:

Kα,σ1,σ2(t+, t−) =
∏

p=±

∫
D[ρp, κ

±p
p ]e

p
4iJ

tp
R

0

dt(ρ2
p−4ipκ̇p

pκ−p
p )
e

ip
2

tp
R

0

dtρp(t)
Cα,σ1,σ2(t+, t−)

∏

γ 6=α

Bγ(t+, t−).

(4.21)

15Это преобразование было предложено впервые в работе [406] для решения задачи о спине в заданном

переменном во времени магнитном поле θp. Однако, для полного решения этой задачи необходимо найти

выражения для ρp, κ
+
p , κ

−
p при заданных значениях θp. В общем виде это сделать невозможно, так как

требует решения уравнения Риккати. Независимо, в работе [407] преобразование (4.18) было использовано

для случая, когда поле θp динамическое (по нему производится функциональное интегрирование). В этом

случае для перехода к новым переменным необходимо только вычисление якобиана этого преобразования.

В дальнейшем преобразование Вея-Нормана-Колоколова было успешно применено для исследования ди-

намики гейзенберговского ферромагнетика при низких температурах [408] и динамики спина в спиновом

кластере (спиновая модель Ван-дер-Ваальса) [409, 410]. Также это преобразование было использовано при

изучении локализации Андерсона в одномерной системе [411].
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Величины Cα,σ1,σ2 и Bγ определяются через следы одночастичных операторов:

Cασ1σ2 = tr
[
e−iĥαt+A(+)

α (t+)d†α,σ2
eiĥαt−A(−)

α (t−)dα,σ1

]
,

Bγ = tr
[
e−iĥγt+A(+)

γ (t+)eiĥγt−A(−)
γ (t−)

]
,

(4.22)

где ĥα =
∑

σ ǫ̃α,σn̂α,σ. Выражение для Z может быть получено из уравнения (4.21) подста-

новкой величины Bα вместо Cα,σ1,σ2 :

Z =
∏

p=±

∫
D[ρp, κ

±p
p ]e

p
4iJ

tp
R

0

dt(ρ2
p−4ipκ̇p

pκ−p
p )
e

ip
2

tp
R

0

dtρp(t)∏

γ

Bγ(t+, t−). (4.23)

Вычисляя следы одночастичных операторов с помощью соотношения (ŝ±γ )2 = 0, справед-

ливого для спина 1/2, находим, что

Bγ = 1 + e−2iǫ̃γ(t+−t−) + 2e−iǫ̃γ(t+−t−) cos
[1
2

∑

p=±

tp∫

0

dtρ̃p(t)
]
+

+
∏

p=±
e−ipǫ̃γtp exp

[ip
2

tp∫

0

dtρ̃p(t)
]

pκ̃p

p(tp) + i

t−p∫

0

dt κ̃p
−p(t)e

ip
t

R

0

dt′ ρ̃−p(t′)


 . (4.24)

Здесь зеемановское расщепление учитывается введением переменных (b = gLµBB)

ρ̃p(t) = ρp(t) − pb, κ̃p
±p(t) = κp

±p(t)e
±ibt. (4.25)

Аналогичные вычисления для Cα,σ1,σ2 приводят к следующим выражениям:

Cα↑↑ = e−2iǫ̃αt+
∑

p=±
eiǫ̃αtpe

ip
2

tp
R

0

dtρ̃p(t)
,

Cα↑↓ = e−2iǫ̃αt+
[
ieiǫ̃αt+e

i
2

t+
R

0

dtρ̃+(t)
t+∫

0

dt′κ̃−+(t′)e
−i

t′
R

0

dτρ̃+(τ)
+ eiǫ̃αt− κ̃−−(t′)e

− i
2

t−
R

0

dtρ̃−(t)]
,

Cα↓↑ = e−2iǫ̃αt+
[
−ieiǫ̃αt−e

− i
2

t−
R

0

dtρ̃−(t)
t−∫

0

dt′κ̃+
−(t′)e

i
t′
R

0

dτρ̃−(τ)
+ eiǫ̃αt+ κ̃+

+(t′)e
i
2

t+
R

0

dtρ̃+(t)]
,

Cα↓↓ = e−2iǫ̃αt+
∑

p=±
eiǫ̃αtpe

− ip
2

tp
R

0

dtρ̃p(t)[
1 + ipκ̃p

p(tp)e
ip

tp
R

0

dtρ̃p(t)
tp∫

0

dt′κ̃−p
p (t′)e

−ip
t′
R

0

dτρ̃p(τ)]
.

(4.26)

Отметим, что преобразование Вея-Нормана-Колоколова нарушает симметрию задачи от-

носительного преобразования: Sz → −Sz и b → −b. Например, как видно из (4.26), вели-

чина Cα↓↓ не может быть получена из Cα↑↑ изменением знака b. Конечно, в окончательных

ответах, после взятия функционального интеграла по переменным ρp, κ
+
p , κ

−
p симметрия

восстанавливается.
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4.2.5 Точное аналитическое выражение для спиновой восприим-

чивости

Оказывается, что функциональный интеграл по переменным ρp, κ
+
p , κ

−
p в выражении (4.23)

может быть вычислен точно. Делая вычисления аналогичные вычислениям работ [409,

410], находим (см. Прил. Г.2) статистическую сумму для гамильтониана H:

Z =
1√
πβJ

e−β(b2+J2)/4J

∞∫

−∞

dh sh(h)
sh(bh/J)

sh(βb/2)
e−h2/βJ

∏

γ,σ

(
1 + e−βǫ̃γ−hσ

)
. (4.27)

Подставляя (4.27) в выражение (4.10), получаем, что статистическая сумма для универ-

сального гамильтониана (4.1) может быть записана в виде:

Z =

√
β√
πJ

e−β(b2+J2)/4J
∑

n∈Z

e−βEc(n−q)2

π/β∫

−π/β

dφ0

2π
eiβφ0n

∞∫

−∞

dh sh(h)
sh(bh/J)

sh(βb/2)
e−h2/βJ×

×
∏

σ

e−βΩ0(µ−iφ0+hσ/β). (4.28)

Переменная интегрирования h имеет смысл абсолютной величины вектора, равного

T
∑

p=± p
∫ tp
0
dtθp(t) от векторного бозонного поля θ [412]. Для интегрирования по пе-

ременным φ0 и h воспользуемся следующим представлением для статистической суммы

невзаимодействующих беcспиновых электронов в большом каноническом ансамбле:

e−βΩ0(µ) =
∏

γ

(
1 + e−β(ǫγ−µ)

)
=

∞∑

N=0

ZNe
βµN . (4.29)

Здесь статистическая сумма в каноническом ансамбле с N беcспиновыми электронами

определяется интегралом Дарвина-Фаулера [413]:

ZN ≡
2π∫

0

dθ

2π
e−iθN

∏

γ

(
1 + eiθ−βǫγ

)
. (4.30)

Вычисляя интегралы по переменным φ0 и h в выражении (4.28), получим представление

в виде ряда для статистической суммы универсального гамильтониана:

Z =
∑

n↑,n↓∈Z

sh βb(2m+1)
2

sh βb
2

Zn↑Zn↓e
−βEc(n−q)2+βµn+βJm(m+1)]. (4.31)

Здесь n↑(n↓) – это число электронов с проекцией спина вверх (вниз), полное число элек-

тронов равно n = n↑ + n↓, а m = (n↑ − n↓)/2. В случае m > 0 (m < 0) полный спин
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S = m (S = −m − 1). Выражение (4.31) имеет прозрачный физический смысл. Вели-

чина Ec(n − q)2 − Jm(m + 1) представляет энергию взаимодействия в состоянии с n↑

электронами с проекцией спина вверх и n↓ электронами с проекцией спина вниз. Множи-

тель sh
[

βb(2m+1)
2

]/
sh
[

βb
2

]
≡
∑m

Sz=−m exp(βbSz) представляет статистическую сумму спина

S = m в присутствии зеемановского расщепления b.

Выражение (4.31) впервые было получено в работах [374, 392]. Интегральное представ-

ление (4.28), которое, как будет показано ниже, удобно для анализа при температурах

T ≫ δ, было впервые получено в работе [414].

Из-за того, что оператор полного спина S коммутирует с универсальным гамильтони-

аном (4.1), зависимость спиновой восприимчивости от частоты имеет такой же вид как

в случае спина в постоянном магнитном поле B, направленном вдоль оси z. Поперечная

восприимчивость равна:

χ+−(ω) =
2gLµBM

ω − b+ i0
, M = T

∂ lnZ

∂B
. (4.32)

Дифференцируя выражение (4.31), получаем, что намагниченность M имеет следующий

вид:

M =
1

Z

∑

n↑,n↓∈Z

mBm(mβb)
sh βb(2m+1)

2

sh βb
2

Zn↑Zn↓e
−βEc(n−q)2+βµn+βJm(m+1)], (4.33)

где

Bm(x) =
2m+ 1

2m
cth

(
2m+ 1

2m
x

)
− 1

2m
cth

x

2m
(4.34)

обозначает функцию Бриллюэна. Продольная спиновая восприимчивость не зависит от

частоты и равна

χzz =
∂M

∂B
. (4.35)

В дальнейшем (см. раздел 4.3), только продольная спиновая восприимчивость будет об-

суждаться детально. При этом, как видно из выражений (4.32) и (4.35), поперечная вос-

приимчивость может быть найдена из продольной интегрированием по магнитному полю.

4.2.6 Точное выражение для туннельной плотности состояний

Оказывается, что функциональный интеграл по переменным ρp, κ
+
p , κ

−
p в выражении (4.21)

также вычисляется точно. Проводя вычисления аналогичные вычислениям работы [409,
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410], находим (см. Прил. Г.2):

Kα↑↑ = e−2iǫ̃α↑t+eβb/2

√
J3

2
√
πβ

∞∫

−∞

dh sh(h)
∑

p=±
eipJtp/4eipǫ̃α↑tpW

(
2h+ ipJtp, pβb/2, βJ

)
×

×
∏

γ 6=α

∏

σ=±

(
1 + e−βǫ̃γ−σh

)
. (4.36)

Здесь было использовано, что t+ − t− = −iβ, а функция W определена как

W(x, y, z) =
1

4 sh y

[∑

σ=±

σ
√
πz

sh y
erfi

(
x− 2σy

2
√
z

)
+ 4e−y exp

(
x− 2y

2
√
z

)]
, (4.37)

где erfi(z) = (2/
√
π)

z∫
0

dt exp(t2) – функция ошибок от мнимого аргумента. Заметим, что

выражение для Kα↓↓ может быть получено из уравнения (4.36) преобразованием b → −b.
С помощью выражений (4.9) и (4.11) получаем для τ > 0, что

Gα,↑↑(τ) =
1

2Z

√
β√
πJ

e−Jτ/4e(β−τ)b/2
∑

n∈Z

e−βEc(n−q)2−Ec(2n−2q+1)τ+iφ0τ

π/β∫

π/β

dφ0

2π
eiβφ0n×

×
∞∫

−∞

dh

[
∏

σ=±
e−βΩ0(µ−iφ0+hσ/β)

]{
eJ(2τ−β)/4e(1−τ/β)h

∑

p=±
pW
(
2ph+ Jτ, βb/2, βJ

)
−

− e−βb/2e−hτ/β
∑

p=±
pW
(
2ph+ J(β − τ),−βb/2, βJ

)
}
G(0)

α (τ, µ− iφ0 + h/β), (4.38)

где одночастичная мацубаровская функция Грина

G(0)
α (τ, µ) = − e(ǫα−µ)τ

1 + eβ(ǫα−µ)
. (4.39)

Как и выше, интегрирование по φ0 и h может быть выполнено с помощью представле-

ния
∏

γ 6=α

(
1 + e−β(ǫγ−µ)

)
=

∞∑

N=0

ZN(ǫα)eβµN , (4.40)

где ZN(ǫα) определяет каноническую статистическую сумму для N невзаимодействующих

бесспиновых электронов при условии, что состояние α нельзя занимать, и выражается

интегралом Дарвина-Фаулера [413] 16:

ZN(ǫα) ≡
2π∫

0

dθ

2π
e−iθN

∏

γ 6=α

(
1 + eiθ−βǫγ

)
. (4.41)

16Заметим, что отношение [ZN − ZN (ǫα)]/ZN определяет вероятность того, что состояние α заполнено.

В пределе N → ∞ это отношение стремится к функции Ферми-Дирака fF (ǫα). Величины ZN (ǫα) и ZN

удовлетворяют следующему тождеству: ZN = ZN (ǫα) + e−βǫαZN−1(ǫα).
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Интегрируя в выражении (4.38) по φ0 и h и используя следующее общее соотношение

между мацубаровской функцией Грина и туннельной плотностью состояний [415]

νσ(ε) = −1

π
ch
βε

2

∞∫

−∞

dt eiεt
∑

α

Gασσ

(
it+

β

2

)
, (4.42)

находим общее выражение для туннельной плотности состояний электронов с проекцией

спина σ на квантовой точке, описываемой универсальным гамильтонианом (4.1):

νσ(ε) =
1 + e−βε

2Z

∑

α,n↑,n↓

sh βb(2m+1)
2

sh βb
2

Zn↑Zn↓e
−β[Ec(n−q)2−µn−Jm(m+1)]

{[
Zn↑(ǫα)

Zn↑

+
Zn↑(ǫα)

(2m+ 1)Zn↑

]
×

×
[
1 − B−m−1 (σ(m+ 1)βb)

]
δ
(
ε− ǫασ + µ− 2Ec

(
n− q +

1

2

)
+ J

(
m+

3

4

))
+

+

[
Zn↓(ǫα)

Zn↓

−
Zn↑(ǫα)

(2m+ 1)Zn↑

]
×

×
[
1 +Bm (σmβb)

]
δ
(
ε− ǫασ + µ− 2Ec

(
n− q +

1

2

)
− J

(
m+

1

4

))}
. (4.43)

Выражение (4.43) позволяет вычислить туннельную плотность состояний при заданном

наборе одноэлектронных уровней энергии {ǫα}. Согласно (4.43), туннельная плотность

состояний представляет сумму дельта-функций, соответствующих всем возможным про-

цессам туннелирования электрона с энергией ε и спином σ на или с одноэлектронного

уровня энергии ǫασ. Множители Zn(ǫα)/Zn учитывают вероятность того, что состояние α

свободно. С помощью тождества
∑

α[Zn − Zn(ǫα)]/Zn = n можно убедится, что выраже-

ние (4.43) удовлетворяет следующему правилу сумм:

∞∫

−∞

dε
νσ(ε)

1 + exp(ε/T )
= −σT ∂ lnZ

∂b
+
T

2

∂ lnZ

∂µ
. (4.44)

Результат (4.43) впервые был получен в работе [416]. Для случая нулевого магнитного

поля, b = 0, этот результат был впервые получен в работе [414]. В пределе b = J = 0,

выражение (4.43) переходит в результат для туннельной плотности состояний, найденный

в работе [404].
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4.3 Продольная спиновая восприимчивость

4.3.1 Введение

В этом разделе будет рассмотрено поведение продольной спиновой восприимчивости,

усреднённой по реализациям одноэлектронных уровней энергии, с изменением магнитного

поля и температуры в интервале δ ≪ T ≪ ETh.

4.3.2 Влияние флуктуаций одночастичных уровней энергии на

продольную спиновую восприимчивость

В дальнейшем величину

χ(T, b) = T
∂2 lnZ

∂b2
, (4.45)

которая только множителем отличается от продольной спиновой восприимчивости (4.35),

χzz = (gLµB)2χ(T, b), будем называть просто спиновой восприимчивостью. При T ≫ δ для

её вычисления удобно пользоваться интегральным представлением (4.28) для статисти-

ческой суммы. Интегрируя по φ0 методом перевала, который оправдан в силу большого

параметра T/δ ≫ 1 [402, 316], находим, что Z = ZCZS, где

ZC =

√
β∆

4π

∑

n∈Z

e−βEc(n−q)2+βµ0n−2βΩ0(µ̃), (4.46)

ZS =
1√
πβJ

e−β(J2+b2)/4J

∞∫

−∞

dh sh(h)
sh(bh/J)

sh(βb/2)
e−h2/βJ

∏

σ

eβ[Ω0(µ̃)−Ω0(µ̃+hσ/β)]. (4.47)

Здесь µ̃ = µ+ µ0, а величина µ0 определяется решением уравнения 17

q = −2
∂Ω0(µ+ µ0)

∂µ
. (4.48)

Таким образом, при T ≫ δ зарядовая и спиновая часть задачи полностью разделяются.

Статистическая сумма в отсутствие обменного взаимодействия и магнитного поля равна

ZC . Величина ZS определяет вклад в статистическую сумму за счёт обменного взаимодей-

ствия и магнитного поля. Нормировка выбрана таким образом, что при J = b = 0 было

ZS = 1. В уравнении (4.46), величина

∆ = −
[
∂2Ω0(µ̃)

∂µ̃2

]−1

(4.49)

17Можно найти, что µ0 ≈ ∆(q + 2∂Ω0(µ)/∂µ)/2, где ∆ определена уравнением (4.49).
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обозначает обратную термодинамическую плотность состояний на уровне Ферми для

данной реализации одночастичных уровней энергии. Так как величина ZC не зависит

от магнитного поля и обменного взаимодействия, то она не влияет на спиновую вос-

приимчивость. Функция β
∑

σ[Ω0(µ̃) − Ω0(µ̃ + hσ/β)] в выражении (4.47) является слу-

чайной функцией переменной h из-за флуктуаций одночастичной плотности состояний

ν0(E) =
∑

α δ(E + µ̃− ǫα). Если выполняется условие h2 ≪ exp(βµ̃), то

β
∑

σ

[
Ω0(µ̃) − Ω0(µ̃+ hσ/β)

]
=
h2

βδ
− V (h), (4.50)

где случайная функция

V (h) = −
∞∫

−∞

dEδν0(E) ln

[
1 +

sh2(h/2)

ch2(βE/2)

]
. (4.51)

зависит от отклонения δν0(E) одночастичной плотности состояний ν0(E) от среднего зна-

чения 1/δ = 1/∆ 18.

С помощью уравнения (4.51) выражение (4.47) может быть записано в следующем виде:

ZS =
1√
πJβ

Ξ(b/J, βJ⋆)

sh(βb/2)
exp

(
−βJ

2 + b2

4J

)
, Ξ(x, y) =

∞∫

−∞

dh sh(xh)eh−h2/y−V (h). (4.52)

Здесь, напомним, J⋆ = Jδ/(δ − J) обозначает перенормированную обменную энергию.

Около стоунеровской неустойчивости, δ − J ≪ δ, величина полного спина в основном

состоянии оказывается порядка δ/[2(δ−J)] [328], и поэтому перенормированная обменная

энергия существенно превышает обменную энергию J . В дальнейшем в этой главе, условие

δ − J ≪ δ будет всегда считаться выполненным.

Если пренебречь V (h) в уравнении (4.52), то типичное значение h, определяющее ин-

теграл, будет порядка max{√y, y, yx}. Тогда выражение (4.51) справедливо, если выпол-

няются следующие условия: βJ⋆ max{1, 1/
√
βJ⋆, b/J} ≪ exp(βµ̃).

Хорошо известно [417], что несмотря на негауссову статистику одночастичной плот-

ности состояний ν0(E), функция типа V (h), которая при max{|h|, T} ≫ δ определяется

большим количеством одночастичных уровней энергии (порядка max{|h|, T}/δ ≫ 1), яв-

ляется гауссовой случайной величиной. Её статистика полностью определяется парной

корреляционной функцией C(h1, h2) = V (h1)V (h2). Существует точное соотношение (см.

Прил. Г.3):

C(h1, h2) = L(h1 + h2) + L(h1 − h2) − 2L(h1) − 2L(h2). (4.53)

18Заметим, что величины δ и ∆ отличаются на величину порядка δ2/T 2 ≪ 1 (см. (4.62)), чем в даль-

нейшем будет пренебрегаться.
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При T ≫ δ поведение функции L(h) зависит от значения аргумента:

L(h) =
h2

π2β




c3h

2/24, |h| ≪ 1,

ln(|h|/2) + c2 − 3/2, |h| ≫ 1.
(4.54)

Здесь параметр β = 2 для унитарного класса симметрии (класс A) и β = 1 для ортого-

нального класса симметрии (класс AI). Численная константа c2 определена в уравнении

(2.103), а

c3 =

∞∫

0

dω

ω2

{
1

3
− ω cthω − 1

sh2 ω

}
≈ 0.37. (4.55)

Несмотря на то, что V (h) – это гауссова случайная величина, точное вычисление

ln Ξ(x, y) для произвольных значений x и y представляет сложную нерешенную математи-

ческую задачу (см., например [418]). Разложение величины lnΞ(x, y) до первого порядка

по корреляционной функции C даёт:

ln Ξ(x, y) = ln Ξ0(x, y) +
1

4

∑

σ

∞∫

−∞

du√
π
e−u2

{[
σ cth

xy

2
+ 1
][
L
(
y(1 + xσ) + 2u

√
y
)
−

− L
(
y(1 + xσ) + u

√
2y
)]

− L
(
u
√

2y
)
− 1

2 sh2(xy/2)

[
L
(
y(1 + xσ) + u

√
2y
)
−

− L
(
y + u

√
2y
)
− L

(
yxσ + u

√
2y
)

+ L
(
u
√

2y
)]
}
, (4.56)

где

Ξ0(x, y) =
√
πy ey(1+x2)/4 sh

xy

2
. (4.57)

Провести точное интегрирование по u в уравнении (4.56) невозможно, так как извест-

ны только аналитические выражения (4.54) для асимптотического поведения функции L.

Рассмотрение областей параметров x и y, в которых аргументы функций L в выраже-

нии (4.56) либо малы, либо велики по сравнению с единицей, приводит к диаграмме на

рисунке 4.3. Поведение ln Ξ(x, y) в каждой из обозначенных на этом рисунке областей

имеет свои особенности.

Область I: J⋆ max{1, b/J} ≪ T

В области I, max{y, xy} ≪ 1, аргументы всех функций L в правой части уравнения (4.56)

много меньше единицы. Производя интегрирование по u с помощью выражения (4.54),
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Рисунок 4.3: Различные области поведения спиновой восприимчивости на плоскости безразмер-

ных параметров b/J и J⋆/T . Напомним, что предполагается выполнение условия T ≫ δ.

находим

ln Ξ(x, y) = ln Ξ0(x, y) +
c2

96βπ2

[
30y2 + 12y3 + 12x2y3(1 + y/2) − x4y6/6

]
. (4.58)

Используя уравнения (4.45) и (4.52), получаем следующее выражение для средней спино-

вой восприимчивости в области I (J⋆ max{1, b/J} ≪ T ) 19:

χ(T, b) =
J⋆

2Jδ

{
1 +

J⋆

6T
+
c

β

J2
⋆

T 2

[
1 +

J⋆

2T

]
− J3

⋆ b
2

120T 3J2

[
1 +

10c

β

J2
⋆

T 2

]}
, (4.59)

где c = c3/2π
2 ≈ 0.02. Выражение (4.59) представляет собой спиновую восприимчивость

Паули (J⋆/2Jδ), усиленную обменным взаимодействием, с малыми поправками, завися-

щими от температуры и магнитного поля. Поправки, связанные с флуктуациями одноча-

стичных уровней энергии, оказываются малы. Отметим, что результат (4.59) впервые был

получен в работах [414, 416].

Выражение (4.59) может быть получено более физически прозрачным способом. Так

как в области I типичное значение переменной h в интеграле в уравнении (4.52) много

19Спиновая восприимчивость при b = 0 изучалась впервые в работе [328], где при T ≫ J⋆ был получен

следующий ответ: χKAA(T, 0) = [(J⋆/(2Jδ)][2/3+
√
πJ⋆/(36T )+cKAAJ⋆/T ], cKAA = (4−π)/6+((8/π2) ln 2−

0.3712)/(6β), который не совпадает с выражением (4.59). На наш взгляд причина такого расхождения

состоит в том, что в работе [328] для области J⋆ ≪ T , где типичная величина |h| много меньше единицы,

было использовано асимптотическое выражение для L(h) при |h| ≫ 1.
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меньше единицы, то случайную функцию V (h) можно разложить в ряд по h:

V (h) ≈
(

1

∆
− 1

δ

)
Th2, |h| ≪ 1. (4.60)

Затем, производя интегрирование по h в выражении (4.52), находим, что

ZS =

√
J√
J

sh[Jb/(2JT )]

sh(b/2T )
e(J−J)(J2+b2)/4J2T , (4.61)

где J = J∆/(∆ − J) обозначает перенормированное обменное взаимодействие для данной

реализации одночастичных уровней энергии. При T ≫ δ флуктуации ∆ малы и гауссовы,

причём (см. Прил. Г.3)

(∆ − δ)2 =
c

β

δ4

T 2
. (4.62)

Для того, чтобы избежать стоунеровской неустойчивости перенормированная обменная

энергия J должна быть положительной при данной реализации одночастичных уровней

энергии. Так как рассматривается режим вблизи стоунеровской неустойчивости, J⋆ ≫ δ &

J , то для выполнения условия J > 0 флуктуации ∆ должны удовлетворять условию:
(

1

∆
− 1

δ

)2

≪
(

1

J

)2

. (4.63)

Используя уравнение (4.62), находим, что условие (4.63) эквивалентно условию T ≫ J⋆.

Если это условие выполнено, что происходит в области I, флуктуации одночастичных

уровней энергии малы и не могут привести к стоунеровской неустойчивости. Разлагая

выражение (4.61) до четвёртого порядка по b и усредняя по флуктуациям с помощью

соотношения Jn = Jn
⋆ [1 + n(n+ 1)cJ2

⋆/(2βT
2)], опять получаем результат (4.59).

Область II: δ ≪ T ≪ J⋆ и b≪ J

В области II, y ≫ 1 и x≪ 1, аргументы всех функций L в уравнении (4.56) много больше

единицы. Однако, поведение некоторых вкладов в интеграл по u в уравнении (4.56) разное

в зависимости от того x2y ≫ 1 или x2y ≪ 1. Поэтому, удобно разделить область II на две

части.

Область IIa: δ ≪ T ≪ J⋆ и b2/J2 ≪ T/J⋆

В области IIa интегрирование по u в уравнении (4.56) можно провести, разлагая функцию

L до второго порядка по u или используя следующее асимптотическое представление
∞∫

−∞

du√
π
e−u2

L(zu) ≈ z2

2βπ2

[
ln
z

4
+ c2 −

1 + γE

2

]
, (4.64)
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верное для z ≫ 1. Тогда получаем, что

ln Ξ(x, y) = ln Ξ0(x, y) +
1

2βπ2

[
xy cth

xy

2
− x2y2

4 sh2(xy/2)
(ln 2y + γE)

]
. (4.65)

Используя уравнения (4.52) и (4.65), находим среднюю спиновую восприимчивость в об-

ласти IIa (b2/J2 ≪ T/J⋆ ≪ 1):

χ(T, b) =
T

b2

[
1 − J2

⋆ b
2

4J2T 2 sh2(J⋆b/2JT )

]
+

T

2βπ2

∂2

∂b2

[
J⋆b

JT
cth

J⋆b

2TJ
−
J2

⋆ b
2
(
ln(2J⋆/T ) + γE

)

4J2T 2 sh2(J⋆b/2JT )

]
.

(4.66)

В пределе очень слабых магнитных полей, b ≪ JT/J⋆, можно пренебречь слабой за-

висимостью спиновой восприимчивости от магнитного поля. Тогда, из уравнения (4.66)

получаем следующий результат для средней спиновой восприимчивости в нулевом маг-

нитном поле:

χ(T, 0) =
(J⋆/J)2

12T

{
1 +

1

βπ2

[
ln

2J⋆

T
+ γE + 2

]}
. (4.67)

Этот результат справедлив до тех пор, пока оправдано разложение ln Ξ(x, y) по степе-

ням парной корреляционной функции C(h1, h2). Можно проверить (см. Прил. Г.4), что

такое разложение контролируется малым параметром J⋆/(βπ
2T ) ≪ 1. Поэтому, стро-

го говоря, результат (4.67) справедлив при температурах, удовлетворяющих условию

1 ≪ J⋆/T ≪ βπ2. Как видно из выражения (4.67), флуктуации одночастичных уровней

энергии вблизи стоунеровской неустойчивости, δ−J ≪ δ, увеличивают среднюю спиновую

восприимчивость.

При больших магнитных полях, JT/J⋆ ≪ b ≪ J
√
T/J⋆, средняя спиновая восприим-

чивость равна

χ(T, b) =
T

b2

[
1 − J2

⋆ b
2

J2T 2

(
1 +

1

2βπ2

J2
⋆ b

2

J2T 2

)
e−J⋆b/JT

]
. (4.68)

Как видно, спиновая восприимчивость подавлена по сравнению с восприимчивостью (4.67)

в нулевом магнитном поле. При этом вклад, связанный с флуктуациями одночастичных

уровней энергии, экспоненциально мал: ∝ exp(−J⋆b/JT ).

Область IIb: δ ≪ T ≪ J⋆ и J⋆/T ≪ b2/J2 ≪ 1

Рассмотрим теперь область промежуточных магнитных полей: 1/y ≪ x2 ≪ 1. Производя

интегрирование по u в уравнении (4.56) аналогично тому, как это было сделано выше,

находим, что

ln Ξ(x, y) = ln Ξ0(x, y) +
x2y2

βπ2

(
ln x− 3

2

)
e−xy. (4.69)
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Отсюда, для средней спиновой восприимчивости в области IIb (T/J⋆ ≪ b2/J2 ≪ 1) полу-

чаем следующий ответ:

χ(T, b) =
J⋆

2Jδ

{
1 − 2J⋆

T
e−J⋆b/JT +

2J⋆

βπ2T

(
ln
b

J
− 3

2

)
e−J⋆b/JT

}
. (4.70)

Заметим, что результаты (4.67), (4.68) и (4.70) впервые были получены в работе [416].

Область III: δ ≪ T ≪ bJ⋆/J и J ≪ b

Так же как это было в области II, в области III (y ≫ 1/x и x ≫ 1) аргументы всех

функций L в уравнении (4.56), как правило, много больше единицы. Для вычисления

интеграла по u в уравнении (4.56) можно разложить все функции L по u в ряд до второго

порядка, кроме функции L(u
√

2y). В последнем случае интегрирование по u проводится

с помощью соотношения (4.64). Тогда получаем, что

ln Ξ(x, y) = ln Ξ0(x, y) +
y

2βπ2

(
ln
xy

2
+ c2

)
. (4.71)

Cредняя спиновая восприимчивость в области III (T/J⋆ ≪ b/J и J ≪ b) принимает вид

χ(T, b) =
J⋆

2Jδ

(
1 − 1

βπ2

J2

b2

)
. (4.72)

Здесь не выписаны члены экспоненциально малые по магнитному полю. Спиновая вос-

приимчивость (4.72) представляет собой восприимчивость Паули, усиленную обменным

взаимодействием, с малыми поправками из-за флуктуаций одночастичных уровней энер-

гии. Малость флуктуационных поправок указывает на то, что разложение до первого

порядка lnΞ(x, y) по степеням парной корреляционной функции C(h1, h2) оправдано во

всей области III. Отметим, что если игнорировать флуктуационную поправку, то резуль-

тат (4.72) совпадает с результатом вычисления спиновой восприимчивости для T = 0 в

работе [376]. Результ (4.72) впервые был получен в работе [416].

4.3.3 Качественное объяснение влияния флуктуаций одночастич-

ных уровней энергии на спиновую восприимчивость

Спиновая восприимчивость в нулевом магнитном поле

Происхождение логарифма в выражении (4.67) имеет простой физический смысл. Несмот-

ря на то, что результат (4.67) был получен при температурах T ≫ δ, рассмотрим предел
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T = 0. Тогда, переход между основными состояниями со спином S и S+1 происходит при

выполнении условия

ES+1 − ES = J(2S + 2), (4.73)

где ES обозначает одночастичный вклад в энергию основного состояния для данной реа-

лизации одночастичных уровней энергии. Разность энергий ES+1 − ES можно записать в

виде

ES+1 −ES = δ(2S + 1) + ∆E2S , (4.74)

где ∆E2S – это флуктуация полосы энергии, в которой в среднем находится 2S уровней.

Величина ∆E2S может быть оценена как

∆E2S = δ∆n2S . (4.75)

Здесь ∆n2S – это уже флуктуация числа уровней в полосе энергии, в которой в среднем

находится 2S уровней. Тогда, из выражения (4.74) вблизи стоунеровской неустойчивости

находим

S =
δ

2(δ − J)

[
1 − ∆n2S

]
. (4.76)

Отсюда для средней спиновой восприимчивости при низких температурах получаем

χ(T, 0) =
S(S + 1)

3T
∼ J2

⋆

12TJ2

[
1 + (∆nJ⋆/J)2

]
. (4.77)

Из теории случайных матриц хорошо известно [417], что

(∆n2S)2 =
2

βπ2

[
ln 2S + const

]
. (4.78)

В итоге получаем следующую оценку для средней спиновой восприимчивости при T ≪ δ:

χ(T, 0) ∼ J2
⋆

12TJ2

[
1 +

2

βπ2

(
ln
J⋆

J
+ const

)]
. (4.79)

Как видно, оценка (4.79), полученная из качественных соображений для T ≪ δ, напомина-

ет результат (4.67), справедливый при высоких температурах T ≫ δ. Обратим внимание,

что между ними есть отличие в два раза в множителе перед логарифмом. Это отличие свя-

зано с тем, что качественные аргументы соответствуют взятию интеграла по h в уравнении

(4.52) методом перевала. При таком вычислении не учитываются вклады типа L(u
√

2y) в

уравнении (4.56).
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Спиновая восприимчивость в сильном магнитном поле, b≫ J

Результат (4.72) может быть также получен из простых физических рассуждений. Рас-

смотрим как и выше случай нулевой температуры, T = 0. Тогда, разность между од-

ночастичными вкладами в энергию основного состояния в уравнении (4.73) может быть

записана как

ES+1 − ES = δ(2S + 1) − b+ ∆E2S. (4.80)

Отсюда вблизи стоунеровской неустойчивости находим, что

S =
1

2(δ − J)

[
b− δ∆n2S

]
. (4.81)

Решая это уравнение относительно S, получаем следующую оценку для восприимчивости:

χ(T, b) ∼ ∂S

∂b
=

J⋆

2Jδ

[
1 +

J2
⋆

2δ2

d2(∆nz)2

dz2

]∣∣∣∣∣
z=J⋆b/Jδ

. (4.82)

С учётом формулы (4.78) полученное выражение в точности совпадает с результа-

том (4.72). Этот факт указывает на то, что результат (4.72) остаётся верным и при T = 0,

если магнитное поле b≫ J, δ.

4.3.4 Обсуждение результатов

Как уже отмечалось, результат (4.67) справедлив, строго говоря, если выполнено условие

1 ≪ J⋆/T ≪ βπ2. Однако, приведённые выше качественные аргументы и более детальные

вычисления (см. Прил. Г.4) для χ(T, 0) указывают, что результат (4.67) верен в более

широкой области температур. Можно ожидать, что при J⋆ ≫ T ≫ δ средняя спиновая

восприимчивость в нулевом магнитном поле может быть записана в виде

χ(T, 0) =
(J⋆/J)2

12T

{
1 +

1

βπ2

[
ln
J⋆

T
+ f
( J⋆

βπ2T

)]}
, (4.83)

где функция f(x) равна постоянной в обоих предельных случаях малых (x≪ 1) и больших

(x≫ 1) аргументов. В частности, выражение (4.67) означает, что f(x) = γE +2+ln 2+ · · ·
при x≪ 1.

На рисунке 4.4 представлено сравнение средней спиновой восприимчивости для нуле-

вой температуры и нулевого магнитного поля, оценённой из выражения (4.67) с T = δ, с

результатами численного расчёта работы [328].

175



æ
æ

æ

æ

à
à

à

à

PdYFe2Zn20

0.05 0.1 0.15 0.2
1.2

1.4

1.6

1.8

2∆ �J*

12
∆
HJ
�J
*
L2
Χ
H∆

,0
L

Рисунок 4.4: Сравнение между средней спиновой восприимчивостью при низких температурах

и нулевом магнитном поле, оценённой из теоретического результата (4.67) с T = δ (сплошная

кривая для β = 2 и штриховая кривая для β = 1), и из численного расчёта работы [328] (квадраты

для β = 2 и круги для β = 1).

В области I (см. Рис. 4.3) мезоскопическая стоунеровская неустойчивость проявляется

в виде малых, зависящих от температуры и магнитного поля поправок к спиновой вос-

приимчивости Паули, усиленной обменным взаимодействием. Влияние флуктуаций од-

ночастичных уровней энергии на спиновую восприимчивость мало. В областях IIb и III

мезоскопическая стоунеровская неустойчивость подавляется магнитным полем. Спиновая

восприимчивость имеет вид восприимчивости Паули, усиленной обменным взаимодействи-

ем, с малыми поправками из-за наличия флуктуаций одночастичных уровней энергии. За-

метим, чтобы подавить проявление мезоскопической стоунеровской неустойчивости, тре-

буется маленькое магнитное поле b ∼ (J/J⋆)T ≪ J, T . Это связано с тем, что по аналогии с

обменным усилением g-фактора в ферми-жидкости характерная величина зеемановского

расщепления определяется величиной J⋆b/J , а не просто b как в одночастичной задаче. В

области IIa мезоскопическая стоунеровская неустойчивость проявляется в том, что сред-

няя спиновая восприимчивость ведёт себя согласно закону Кюри. При этом флуктуации

одночастичных уровней энергии приводят к тому, что квадрат эффективного спина в за-

коне Кюри логарифмически зависит от температуры.

Отметим, что в этом разделе вычислялась средняя спиновая восприимчивость. При

этом флуктуации спиновой восприимчивости из-за флуктуаций одночастичных уров-

ней энергии не обсуждались. Можно ожидать, что во всех областях, кроме области IIa,

флуктуации спиновой восприимчивости малы. В области IIa относительная флуктуация

(χ2 − (χ)2)/(χ)2 оказывается порядка (ln J⋆/T )/(βπ2). Это указывает на то, что в области

IIa флуктуации спиновой восприимчивости достаточно существенны и, поэтому, имеет
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смысл вычисление всей функции распределения для спиновой восприимчивости.

4.4 Туннельная плотность состояний

4.4.1 Введение

В этом разделе будет рассматриваться поведение туннельной плотности состояний, усред-

нённой по реализациям одноэлектроных уровней энергии, с изменением магнитного поля и

температуры в интервале δ ≪ T ≪ ETh. Так как влияние обменного взаимодействия наи-

более выражено вблизи стоунеровской неустойчивости, δ − J ≪ δ, то именно этот режим

будет изучаться в этом разделе.

4.4.2 Туннельная плотность состояний в магнитном поле без учёта

флуктуаций одночастичных уровней энергии

Для туннельной плотности состояний можно выделить те же самые области различного

поведения, что и для спиновой восприимчивости (см. Рис. 4.3). Как это обсуждалось в

предыдущем разделе, флуктуации одночастичных уровней энергии существенны, только

в области IIa. Поэтому ниже сначала будет обсуждаться поведение туннельной плотности

состояний без учёта флуктуаций. Влияние флуктуаций будет учтено отдельно.

Учитывая, что для температур δ ≪ T ≪ µ, одночастичная функция Грина (4.39)

может быть записана в следующем виде:

∑

α

G(0)
α (τ, µ) = − πT

δ sin(πTτ)
, (4.84)

можно провести интегрирование по φ0, h и t в выражении (4.42), определяющим туннель-

ную плотность состояний через мацубаровскую функцию Грина (4.38), и получить 20

νσ(ε)

ν0
=
∑

n∈Z

e−βEc(n−q)2
∑

p=±

{
fF

(
pε− 2pΩ−p

n

)
+

√
πβJeσβb/4e−βJ⋆b2/4J2

e−βJ⋆/4

8
√
J⋆ ch(βb/4) sh(J⋆βb/2J)

∑

s=±
s

×
[
erfi
(√βJ⋆(sb− J)

2J

)
fF

(
pε− 2pΩ−p

n +
σb

2

)
− F

(
β(pε− 2pΩ−p

n + σb/2), sb/2J,
√
βJ⋆

)]}

×
[
∑

n∈Z

e−βEc(n−q)2

]−1

. (4.85)

20При интегрировании по t использовалось соотношение
∞∫

−∞

dteizt/ ch(πt) = 1/ ch(z/2).
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Рисунок 4.5: Туннельная плотность состояний в случае кулоновской долины. Сплошная (штри-

ховая) кривая соответствует значениям параметров J/δ = 0.92, δ/T = 0.35, и J⋆/T = 3.95

(J/δ = 0.92, δ/T = 0.95, и J⋆/T = 10.70).

Здесь ν0 = 1/δ обозначает среднюю плотность состояний невзаимодействующих электро-

нов на одну проекцию спина, Ωp
n = Ec(n− q + p/2), а функция

F(x, y, z) =
1

2
e−x/2

∞∫

−∞

dt
eixt

ch(πt)
erfi
(
z(y − it)

)
. (4.86)

Выражение (4.85) описывает зависимость туннельной плотности состояний от энергии,

температуры и магнитного поля вблизи стоунеровской неустойчивости, J⋆ ≫ J . Оно по-

лучено в предположении, что δ ≪ T ≪ µ и βJ⋆ max{1, 1/
√
βJ⋆, b/J} ≪ exp(βµ̃) 21. В

выражении (4.85) не учтено влияние флуктуаций одночастичных уровней энергии.

Как видно из уравнения (4.85), в случае слабых магнитных полей, b . J , зависимость

туннельной плотности состояний от магнитного поля очень слабая. Поэтому ниже отдель-

но будут рассмотрены случай нулевого магнитного поля (b = 0) и случай относительно

сильных магнитных полей (b≫ J).

Туннельная плотность состояний в нулевом магнитном поле

Раскладывая выражение в квадратных скобках в правой части уравнения (4.85) до пер-

вого порядка по b, получаем следующий результат для туннельной плотности состояний

21Напомним, что последнее условие возникает при интегрировании по h.
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в нулевом магнитном поле:

νσ(ε)

ν0
=
∑

n,p=±
e−βEc(n−q)2

[(
1 +

J

2J⋆

)
fF (pε− 2pΩ−p

n ) − J

2J⋆
F

(
pε− 2pΩp

n

J⋆
, βJ⋆

)]
×

×
[
∑

n

e−βEc(n−q)2

]−1

. (4.87)

Здесь функция F(x, y) определена как

F(x, y) =
1

2
e−y/4eyx/2

∞∫

−∞

dt
eiyxt−yt2

ch(πt)
. (4.88)

Используя при y ≪ 1 асимптотическое выражение

F(x, y) = fF (−yx)
[
1 − y

2 ch2(yx/2)

]
, (4.89)

находим туннельную плотность состояний при высоких температурах T ≫ J⋆:

νσ(ε)

ν0

=
∑

n,p=±
e−βEc(n−q)2fF (pε− 2pΩ−p

n )

[
1 +

βJ

4 ch2(p
2
ε− pΩ−p

n )

][
∑

n

e−βEc(n−q)2

]−1

. (4.90)

Полезно сравнить выражение (4.90) с результатом работы [404] для туннельной плотности

состояний в отсутствие обменного взаимодействия. Как и ожидается в режиме высоких

температур, T ≫ J⋆, влияние обменного взаимодействия на туннельную плотность состоя-

ний мало. Интересно отметить, что поправка из-за обменного взаимодействия оказывается

всего лишь порядка J/T , в то время как для спиновой восприимчивости (см. (4.59)) соот-

ветствующая поправка имеет порядок J⋆/T .

В режиме промежуточных температур, δ ≪ T ≪ J⋆, туннельная плотность состояний

определяется выражением (4.87), в котором для F(x, y) можно использовать асимптоти-

ческое выражение при y ≫ 1 (см. Прил. Г.5):

F(x, y) =
1

2
sgn

(
cos

πx

2

)
e−

y
4
(x−1)2+ y

π2 cos2 πx
2

[
1 − erf

(√
y

π

∣∣∣cos
πx

2

∣∣∣
)]

+ e
y
2
(x−|x|)×

×
∑

m>0

(−1)me−y|x|m+ym(m+1)Θ(|x| − 2m− 1). (4.91)

Здесь, напомним, Θ(x) обозначает функцию Хевисайда (Θ(0) ≡ 0), а erf(z) =

(2/
√
π)

z∫
0

exp(−t2)dt – функция ошибок.

На первый взгляд, согласно уравнению (4.91), при изменении аргумента x для фик-

сированного значения y функция F(x, y) имеет осцилляции с периодом 4. Однако, это не
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Рисунок 4.6: Туннельная плотность состояний в случае кулоновского пика. Значения параметров

такие же как на рисунке 4.5.
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Рисунок 4.7: Туннельная плотность состояний ν(ε) = ν↑(ε)+ ν↓(ε) в случае кулоновской долины

для значений магнитного поля b = 0 (сплошная кривая), b = 2.75J (штриховая кривая) и b =

3.25J (пунктирная кривая). Значения остальных параметров: J/δ = 0.92, δ/T = 0.95, и J⋆/T =

10.7.

так. При y ≫ 1 функция F(x, y) монотонна и близка к функции 1/(1 + exp(−y(x − 1))).

Линейная комбинация двух фермиевских функций (обычной и сдвинутой по энергии на

J⋆) в выражении (4.87) приводит к появлению максимума в туннельной плотности состо-

яний. Высота максимума может быть оценена как [νσ(ε)/ν0]max − 1 ∼ J/J⋆. Такая допол-

нительная немонотонность туннельной плотности состояний связана с дополнительными

электронными корреляциями, вызванными обменным взаимодействием.

Для T ≪ Ec немонотонное поведение туннельной плотности состояний показано на

рисунке 4.5 для кулоновской долины (целое значение q) и на рисунке 4.6 для кулоновского

пика (полуцелое значение q).

Заметим, что результат (4.87) впервые был получен в работе [414].
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Туннельная плотность состояний в магнитном поле b≫ J

В нулевом магнитном поле в режиме J < δ ≪ T ≪ J⋆ на поведение туннельной плот-

ности состояний существенное влияние оказывает обменное взаимодействие. Рассмотрим

теперь как в этом же режиме (J < δ ≪ T ≪ J⋆) на туннельную плотность состояний

влияет относительно сильное магнитное поле b ≫ J . Используя для функции F(x, y, z)

асимптотическое выражение при z ≫ 1 и y ≫ 1 22

F(x, y, z) ≈ 1

zy
√
π
ez2(y−1/2)2F(2y − x/z2, z2), (4.92)

получим из уравнения (4.85) следующий результат для туннельной плотности состояний

νσ(ε)

ν0
=
∑

n∈Z

e−βEc(n−q)2
∑

p=±

{
fF

(
pε− 2pΩ−p

n

)
+

J2

2J⋆(b− J)

eσβb/4

ch(βb/4)

[
fF

(
pε− 2pΩ−p

n + σb/2
)

− F
(
(pε− 2pΩp

n − J⋆b/J)/J⋆, βJ⋆

)]
}[
∑

n∈Z

e−βEc(n−q)2

]−1

. (4.93)

Как следует из выражения (4.93), немонотонное поведение туннельной плотности состо-

яний, вызванное наличием обменного взаимодействия, сохраняется в присутствии маг-

нитного поля. На рисунке 4.7 представлена зависимость полной туннельной плотности

состояний ν(ε) = ν↑(ε) + ν↓(ε) от энергии при разных магнитных полях для случая куло-

новской долины. При этом магнитное поле приводит к двум эффектам. Во-первых, оно

уменьшает высоту максимума: [ν(ε)/2ν0]max−1 ∼ Jδ/(J⋆b). Во-вторых, ширина максимума

линейно растёт при увеличении магнитного поля (∼ J⋆b/J). Заметим, что, как следует из

выражения (4.93), различие между ν↑(ε) и ν↓(ε) мало.

Отметим, что выражение (4.93) впервые было получено в работе [416].

4.4.3 Влияние флуктуаций одночастичных уровней энергии на

туннельную плотность состояний

Для того, чтобы понять физическую причину появления максимума в туннельной плот-

ности состояний и учесть влияние флуктуаций одночастичных уровней энергии, рассмот-

рим случай кулоновской долины при T = 0. Начнём со случая нулевого магнитного поля.

Рассмотрим туннелирование электрона со спином вверх в квантовую точку в основном

состоянии со спином S (см. Рис. 4.8). Такое туннелирование будет возможно, если энергия

электрона ε превышает пороговую энергию E1 = ES+1/2 − ES − J(S + 3/4). Здесь, как и

22Заметим, что асимптотический результат (4.92) работает удовлетворительно уже при y & 2.
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Рисунок 4.8: Схематическое изображение туннелирования электрона со спином ↑ (левый рису-

нок) и со спином ↓ (правый рисунок) на квантовую точку с конечным значением спина в основном

состоянии.

раньше, ES обозначает одночастичный вклад в энергию основного состояния со спином S.

Электрон со спином вниз может протуннелировать в квантовую точку, если его энергия

больше пороговой энергии E2 = ES−1/2 − ES + J(S + 1/4). Поэтому, в интервале энергий

E1 < ε < E2 возможно туннелирование только электронов со спином ↑. При очень больших

энергиях туннелирование не должно зависеть от того какой знак у проекции спина элек-

трона. Естественно ввести характерную энергию E3 = ES+1/2 −ES +J(S+1/4) такую, что

для энергий ε > E3 нет различия в туннелировании электронов со спином ↑ и ↓. Анало-

гично оценкам раздела 4.3.3 находим E2−E1 ≈ J−∆E2S−1 и E3−E2 ≈ 2JS+∆E2S−1. Для

того, чтобы определить поведение туннельной плотности состояний удобно использовать

правило сумм (4.44). В случае кулоновской долины и нулевой температуры, интеграл
∫
dε νσ(ε) не зависит от значения обменного взаимодействия J . Получающаяся зависи-

мость туннельной плотности состояний от энергии при T = 0 показана на рисунке 4.9.

Относительную высоту максимума в туннельной плотности состояний можно оценить как

(E2 − E1)/(2(E3 − E2)) ≈ 1/(4S). Если пренебречь влиянием флуктуаций одночастичных

уровней энергии, то вблизи стоунеровской неустойчивости, J⋆ ≫ J , относительная вы-

сота максимума становится порядка J/(2J⋆). Эта оценка находится в полном согласии с

аналитическим результатом (4.87), полученным для δ ≪ T ≪ J⋆. В этом температурном

интервале, подавление туннельной плотности состояний в интервале энергий E1 < ε < E2

(см. Рис. 4.9) замыто температурой, так как E2 − E1 ≪ T .

Приведённые выше качественные оценки могут быть подтверждены прямым вычис-

лением туннельной плотности состояний для нулевой температуры в случае кулоновской
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долины. Для T = 0 из выражения (4.43) в случае основного состояния со спином S и в

нулевом магнитном поле находим, что

νσ(ε) =
1

2

∑

ǫα>ǫ q
2−S

δ
(
ε− ǫα + µ− Ec − J(S + 1/4)

)
−

− 1

4S + 2

∑

ǫα>ǫ q
2 +S

δ
(
ε− ǫα + µ− Ec − J(S + 1/4)

)
+

+
S + 1

2S + 1

∑

ǫα>ǫ q
2+S

δ
(
ε− ǫα + µ−Ec + J(S + 3/4)

)
. (4.94)

Используя тот факт, что ǫ q
2
+S+1 = ES+1/2 − ES и ǫ q

2
−S+1 = ES−1/2 − ES, получаем

E2∫

E1

dε
νσ(ε)

ν0
=

1

2

(
1 +

1

2S + 1

)
(E2 − E1),

E3∫

E2

dε
νσ(ε)

ν0
=

(
1 +

1

4S + 2

)
(E3 − E2) (4.95)

в согласии со схематическим изображением туннельной плотности состояний на рисун-

ке 4.9.

Влияние флуктуаций одночастичных уровней энергии на туннельную плотность со-

стояний можно оценить на основе качественных соображений, изложенных выше. При

нулевой температуре относительная высота максимума в туннельной плотности состо-

яний равна 1/(4S) для данной реализации уровней. Их флуктуации приводят к то-

му, что в среднем относительная высота будет равна 1/(4S) ≈ [1 + (∆n2S)2]J/(2J⋆)

(см. (4.76)). Учитывая уравнение (4.78) и обсуждение после уравнения (4.79), можно ожи-

дать, что относительная высота максимума в туннельной плотности состояний будет равна

[1 + (1/βπ2) ln(J⋆/T )]J/(2J⋆). Также как и в случае спиновой восприимчивости, флукту-

ации одночастичных уровней энергии усиливают влияние обменного взаимодействия и

приводят к логарифмической зависимости высоты максимума от температуры. При этом

ширина области максимума соответствующим образом уменьшается и становится порядка

J⋆/[1 + (1/βπ2) ln(J⋆/T )]. Таким образом, в противоположность обычной ситуации флук-

туации одночастичных уровней энергии делают максимум в туннельной плотности состо-

яний более резким.

В случае наличия магнитного поля b≫ J , если не учитывать флуктуации одночастич-

ных уровней энергии, типичное значение спина S в основном состоянии имеет порядок

J⋆b/Jδ. Поэтому, ширина максимума в туннельной плотности состояний, которая оцени-

вается как JS линейно растёт с магнитным полем (∼ J⋆b/δ). Относительная высота мак-

симума оценивается как 1/4S ∼ Jδ/J⋆b. Эти оценки находятся в согласии с результатами
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Рисунок 4.9: Схематическое изображение туннельной плотности состояний при нулевой темпе-

ратуре. Закрашенные участки имеют равную площадь.

раздела 4.4.2. Как было объяснено в разделе 4.3.2, магнитное поле b≫ J сильно подавля-

ет влияние флуктуаций одночастичных уровней энергии на спиновую восприимчивость.

Аналогичная картина верна для туннельной плотности состояний: флуктуации уровней

приводят к поправкам к результату (4.93) порядка (δ/b) ln(J⋆b/Jδ) ≪ 1.

4.4.4 Обсуждение результатов

Для того, чтобы экспериментально проверить результаты, полученные в этом и преды-

дущем разделах, необходимо исследовать квантовые точки, выполненные в виде гранул

из материалов близких к стоунеровской неустойчивости. Список таких веществ, называ-

ющихся почти ферромагнитными, включает в себя Pd или Pt с примесями Co или Ni

[419, 420, 421], сплавы переходных металлов с атомами Fe или Mn [422, 423], гранулы Fe с

атомами Co [424], и новые редкоземельные сплавы, например, YFe2Zn20 [395]. В последнем

материале отношение J/(δ−J) равно приблизительно 16, что приводит к спину в основном

состояний равном 10.

Для экспериментальной проверки результатов для спиновой восприимчивости, полу-

ченных в разделе 4.3, необходимо измерять полную намагниченность и электронный пара-

магнитный резонанс. Чувствительность современной аппаратуры не позволяет измерять

интересующий магнитный сигнал, соответствующий спину равному 10, для одной гранулы

размером в несколько нанометров. Необходимо проводить измерения на образцах с боль-

шим количеством гранул (до 1018). С точки зрения спиновой восприимчивости, конкуриру-

ющим с мезоскопической стоунеровской восприимчивостью эффектом, является вклад от

магнитных примесей, например атомов Fe. Хорошо известно [394], что одна такая примесь

в почти ферромагнитном материале создаёт эффективный спин, Simp, примерно равный
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10. Однако, температурная зависимость вклада магнитных примесей в восприимчивость

χimp ∼ S2
imp/(T lnT/T0) отличается от результата (4.67). Здесь температура T0 опреде-

ляется взаимодействием между электронами и примесью [350]. Возможно, что недавно

обнаруженные особенности в магнитных свойствах Pd гранул [425, 426, 427] могут быть

связаны с явлением мезоскопической стоунеровской неустойчивости.

Для экспериментальной проверки результатов раздела 4.4 для туннельной плотности

состояний можно измерять нелинейные вольт-амперные характеристки в одноэлектрон-

ном транзисторе, где островком является гранула из почти ферромагнитного материала.

При разности потенциалов V ≫ T между резевуарами зависимость дифференциального

кондактанса dI(V )/dV будет фактически совпадать с зависимостью ν(ε = eV ), так как в

приближении последовательного туннелирования [275]

I(V ) =
e

h

glgr

gl + gr

∫
dε
[
fF (ε) − fF (ε+ eV )

]ν(ε)
ν0

. (4.96)

В этом случае, величина немонотонного изменения dI(V )/dV , связанного с обменным вза-

имодействием, будет порядка 7−15 % и должна уменьшаться при приложении магнитного

поля.

Развитый в этой главе подход для аналитического вычисления спиновой восприимчи-

вости и туннельной плотности состояний для универсального гамильтониана с изотроп-

ным (гейзенберговским) обменным взаимодействием может быть применён и для более

сложных случаев. Например, с помощью развитого подхода можно вычислить спиновую

восприимчивость и туннельную плотность состояний для случая анизотропного XXZ об-

менного взаимодействия [428]. Эта модель интересна тем, что описывает кроссовер от

случая изотропного обменного взаимодействия, для которого существует мезоскопическая

стоунеровская неустойчивость, к случаю изинговского обменного взаимодействия, при ко-

тором мезоскопической стоунеровской неустойчивости нет [328]. Также развитый подход

может быть применён для изучения такого кроссовера от гейзенберговского к изинговско-

му обменному взаимодействию в случае спин-орбитального взаимодействия [386, 388, 387].

Также развитый подход может быть использован для изучения взаимного влияния сверх-

проводимости и ферромагнетизма в квантовых точках с притяжением в куперовском ка-

нале [379, 380, 381].
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4.5 Заключение

В этой главе в рамках универсального гамильтониана (нульмерного приближения) для

квантовой точки с прямым и обменным взаимодействиями аналитически решена задача об

одновременном учете в спиновой восприимчивости и туннельной плотности состояний за-

рядовых и спиновых корреляций, зеемановского расщепления и флуктуаций одночастич-

ных уровней энергии. Одним из самых важных результатов этой главы является точное

аналитическое выражение для туннельной плотности состояний электронов в квантовой

точке. Вблизи стоунеровской неустойчивости, δ − J ≪ δ, найден широкий интервал тем-

ператур δ ≪ T ≪ J⋆, в котором явление мезоскопической стоунеровской неустойчивости

проявляется в законе Кюри для спиновой восприимчивости с квадратом эффективного

спина, логарифмически зависящем от температуры, и в дополнительном немонотонном

поведении туннельной плотности состояний как функции энергии.
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Заключение

Из представленного цикла исследований, основные результаты которого изложены в

14 научных работах, список которых приводится в приложении, могут быть сделаны сле-

дующие выводы:

1. Поведение сильно-коррелированных неупорядоченных электронных систем со спи-

новыми и изоспиновыми степенями свободы, в которых амплитуды взаимодействия

между электронами с разными проекциями спина и изоспина имеют различные зна-

чения, качественно отличается от случая однодолинной системы.

2. В двухдолинной сильно-коррелированной неупорядоченной электронной системе ме-

таллическое поведение сопротивления изменяется на диэлектрическое поведение при

достаточно низких температурах только при наличии как зеемановского, так и меж-

долинного расщеплений.

3. В двухдолинной сильно-коррелированной неупорядоченной электронной системе при

низких температурах возможно существование двух максимумов в температурной

зависимости сопротивления вблизи перехода металл-изолятор.

4. В двумерной взаимодействующей неупорядоченной электронной системе в струк-

турах с двойной квантовой ямой и общими рассеивателями электронный транспорт

при достаточно низких температурах оказывается таким же как в двух независимых

квантовых ямах.

5. В двухпетлевом приближении переход металл-изолятор в системе двумерных взаи-

модействующих электронов с полностью поляризованными спинами отсутствует.

6. В системе электронов с полностью поляризованными спинами наличие межэлек-

тронного взаимодействия оставляет в силе хорошо известное для модели невзаи-

модействующих электронов качественное объяснение целочисленного квантования

холловской проводимости.

7. Температурная зависимость времени сбоя фазы в критической области перехо-

да между плато в режиме целочисленного квантового эффекта Холла в спин-

поляризованной электронной неупорядоченной системе с короткодействующим ме-

жэлектронным взаимодействием определяется критическим индексом, зависящим
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только от аномальной размерности амплитуды электрон-электронного взаимодей-

ствия в критической точке для невзаимодействующих электронов.

8. В двумерной неупорядоченной спин-поляризованной электронной системе с кулонов-

ским взаимодействием в перпендикулярном магнитном поле предсказаны осцилля-

ции теплоёмкости с магнитным полем, которые отличны от осцилляций де Гааза и

связаны с наличием делокализованных состояний.

9. В одноэлектронном транзисторе, наряду с появлением температурной зависимости

кондактанса, перенормировки приводят также к возникновению температурной за-

висимости у затворной ёмкости, делая её отличной от геометрической ёмкости за-

твора. Заряд, соответствующий затворной ёмкости одноэлектронного транзистора,

целочисленно квантуется при нулевой температуре.

10. Вблизи порога стоунеровской неустойчивости явление мезоскопической стоунеров-

ской неустойчивости в квантовых точках можно наблюдать в широком интервале

температур, изучая логарифмическую температурную зависимость квадрата эффек-

тивного спина в законе Кюри для спиновой восприимчивости и дополнительное немо-

нотонное поведение дифференциального кондактанса в зависимости от приложенно-

го напряжения.
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Приложения

A Приложения к главе 1

A.1 Перенормировка члена SF с помощью процедуры фонового

поля

В этом приложении будут представлены детали вывода уравнения (1.26) с помощью про-

цедуры фонового поля [110]. Представим матрицу Q в виде произведения “быстрого” (Q)

и “медленного” (Q0 = T−1
0 ΛT0) полей:

Q→ T−1
0 QT0. (A.1)

Матричные элементы (T0)
αβ
nm медленного поля T0 становятся тривиальными, если индекс

|n| или |m| превышает N ′
M ≪ NM : (T0)

αβ
nm = δαβ

nm. Эффективное действие для медленного

поля Q0 определяется стандартным образом:

exp Seff [Q0] =

∫
D[Q] exp S[T−1

0 QT0]. (A.2)

Для нахождения однопетлевой перенормировки амплитуд взаимодействия Γab достаточно

считать медленное поле Q0 постоянным в пространстве. Тогда находим

S[T−1
0 QT0] = S[Q0] + S[Q] +O

(1),1
t +O

(1),2
t +O

(2),1
t +O

(2),2
t +Qη, (A.3)

где

O
(1),1
t = −πT

2

∫
dr
∑

αn;ab

Γab tr Iα
n tabδQ tr Iα

−ntabQ0,

O
(1),2
t = −πT

2

∫
dr
∑

αn;ab

Γab tr Iα
n tabδQ trAα

−n;abδQ,

O
(2),1
t = −πT

2

∫
dr
∑

αn;ab

Γab tr Iα
n tabQ0 trAα

−n;abδQ,

O
(2),2
t = −πT

4

∫
dr
∑

αn;ab

Γab trAα
n;abδQ trAα

−n;abδQ,

Oη = 4πTz

∫
dr trAηδQ.

(A.4)

Здесь δQ = Q− Λ и

Aη = T0[η, T
−1
0 ], Aα

n;ab = T0[I
α
n tab, T

−1
0 ]. (A.5)
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Эффективное действие Seff [Q0] может быть получено разложением величины S[T−1
0 QT0] в

ряд по Aη и Aα
n;ab [109]. Однопетлевое приближение соответствует разложению по Aη до

первого порядка, а по Aα
n;ab до второго. Тогда, получаем

Seff [Q0] = S[Q0]+ 〈O(2),1
t 〉+ 〈O(2),2

t 〉+ 1

2
〈
[
O

(1),1
t

]2〉+ 1

2
〈O(1),1

t O
(1),2
t 〉+ 1

2
〈
[
O

(1),2
t

]2〉+ 〈Oη〉, (A.6)

где среднее 〈. . . 〉 вычисляется для действия Sσ+SF (см. (1.2)-(1.3)). Каждый член в правой

стороне уравнения (A.6) содержит вклады, которые не возможно записать только через

матрицу Q0. Однако, все такие вклады в сумме сокращаются. Ниже выписываются только

такие вклады, которые выражаются через матрицу Q0. Разлагая δQ в ряд по W, согласно

уравнению (1.12), и производя усреднения с помощью выражения (1.13), получаем

Seff [Q0] = −πT
4

∫
dr
∑

αn;ab

Γ′
ab tr Iα

n tabQ tr Iα
−ntabQ+ 4πTz′

∫
dr tr ηQ, (A.7)

где

Γ′
ab = Γab + δΓ

(2),1
ab + δΓ

(2),2
ab + δΓ

(1),1;1
ab + δΓ

(1),1;2
ab + δΓ

(1),2;2
ab + δΓη

ab (A.8)

и аналогично для z′. Здесь вклады в Γ′
ab от каждого члена в правой стороне уравне-

ния (A.6) имеют вид:

δΓ
(2),1
ab =

32πT

σ2
xx

∑

cd;ef

[
Cab

cd;ef

]2
ΓcdΓef

∫
d2p

(2π)2

∑

ωm>0

Dp(ωm)D(cd)
p (ωm),

δΓ
(2),2
ab = − 1

8σxx

∑

cd;ef

[
sp(tcdtef tab)

]2
Γcd

∫
d2p

(2π)2
Dp(0),

δΓ
(1),1;1
ab =

32πT

σ2
xx

∑

cd;ef

[
ΓabC

ab
cd;ef

]2 ∑

ωm>0

∫
d2p

(2π)2

[
D(cd)

p (ωm)D(ef)
p (ωm) −D2

p(ωm)
]
,

δΓ
(1),1;2
ab = −64πT

σ2
xx

∑

cd;ef

[
Cab

cd;ef

]2
ΓabΓcd

∫
d2p

(2π)2

∑

ωm>0

D(ab)
p (ωm)D(ef)

p (ωm),

δΓ
(1),2;2
ab =

32πT

σ2
xx

∑

cd;ef

[
ΓefC

ab
cd;ef

]2 ∑

ωm>0

∫
d2p

(2π)2
D(cd)

p (ωm)
[
D(ef)

p (ωm) −Dp(ωm)
]
,

(A.9)

и δΓη
ab = 0 Собирая все вклады, получаем уравнение (1.26). Единственные ненулевые

вклады в перенормировку z равны

δz(1),2;2 =
64πT

σ2
xx

∑

cd

Γcd

∑

ωm>0

∫
d2p

(2π)2
Dp(ωm)

[
Dp(ωm) −D(cd)

p (ωm)
]
,

δzη =
64πT

σ2
xx

∑

cd

Γcd

∫
d2p

(2π)2

∑

ωm>0

Dp(ωm)D(cd)
p (ωm).

(A.10)
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В сумме уравнения (A.10) приводят к следующему ответу

z′ = z +
64πT

σ2
xx

∑

cd

Γcd

∫
d2p

(2π)2

∑

ωm>0

D2
p(ωm), (A.11)

который совпадает с уравнением (1.24).

A.2 Связь физических наблюдаемых с перенормированными ве-

личинами

В этом приложении будет показана связь физических наблюдаемых с перенормированны-

ми параметрами действия. Для простоты вычислений сделаем это на примере электронов

полностью поляризованных по спину (случай, рассмотренный в разделе 1.5). Запишем σ̃xx

в виде
Ωd

σ̃xx

= λ−ǫt(λ)Zt(t(λ)), (A.12)

где безразмерная величина t(λ) определяет перенормированный параметр σ̃xx на длине λ:

σ̃xx(λ) = λǫΩd/t(λ). Требуя, чтобы выражение (1.117) для наблюдаемой величины σ′
xx не

содержало расходимостей при ǫ→ 0, находим

Z−1
t = 1 − 8t

ǫ
− 2a2t

2

ǫ
. (A.13)

Уравнение ренормализационной группы для перенормированной величины t получается

из требования независимости σ̃xx от масштаба λ:

λ
dt

dλ
= − ǫt

1 + td ln Zt

dt

= −ǫt+ 8t2 + 4a2t
3 (A.14)

Теперь с помощью выражения (1.117) выразим σ̃xx через наблюдаемую величину σ′
xx:

Ωd

σ̃xx
= h′ǫt′Zt(t

′), (A.15)

где t′ = 4Ωd/(h
′ǫσ′

xx). Требуя независимости σ̃xx от масштаба 1/h′, получаем уравнение

ренормализационной группы для физической наблюдаемой σ′
xx:

−h′ dt
′

dh′
= −ǫt′ + 8t′2 + 4a2t

′3. (A.16)

Сравнение выражений (A.14) и (A.16), а также (A.12) и (A.15), показывает, что физическая

наблюдаемая σ′
xx есть ничто иное как перенормированная величина σ̃xx/4 на масштабе

λ = 1/h′. Отметим, что в отличие от выражения (A.13), величина Zt в уравнении (A.15)

может содержать и конечные в пределе ǫ→ 0 вклады.
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A.3 Анализ однопетлевых уравнений ренормализационной груп-

пы

В этом приложении в рамках однопетлевых уравнений ренормализационной группы (1.27)

представлен анализ на устойчивость ситуации, когда совпадают все Γab кроме Γ00. Пред-

ставим γab в виде γab = γ + ηab для (ab) 6= (00) и γ00 = γ00 + η00, где все отклонения ηab

являются малыми. Тогда линеаризуя уравнения (1.27), получим

dηab

dy
=

1

πσxx

[
(17γ − γ00)ηab −

∑

cd

(
γ +

1

4
sp[tabtcd]

2
)
ηcd

]
, (ab) 6= (00),

dη00

dy
= − 1

πσxx

[
(15γ + γ00)η00 + (1 + γ00)

∑

cd

ηcd

]
.

(A.17)

Удобно ввести следующие переменные µab =
∑

cd6=(00) sp[tabtcd]
2ηcd/4 и µ00 =

∑
cd6=(00) ηcd.

Заметим, что величина µ00 представляет собой проекцию 16-мерного вектора {ηab} на

направление e = {0, 1, . . . , 1}. Теперь для каждого из (ab) 6= (00) находим

d

dy




ηab

µab

η00

µ00




=
1

πσxx




17γ − γ00 −1 −1 − γ −γ
−16 17γ − γ00 1 + γ 1 + γ

0 0 −(15γ + 2γ00 + 1) −1 − γ00

0 0 −15(1 + γ) 2γ − γ00 + 1







ηab

µab

η00

µ00



.

(A.18)

Нижний правый блок размера 2x2 матрицы в уравнении (A.18) представляет собой ли-

неаризованные однопетлевые уравнения ренормализационной группы (1.27) в ситуации,

когда все ηab, кроме η00, одинаковы. Поведение величин ηab c (ab) 6= (00) в направлениях,

перпендикулярных плоскости, натянутой на векторы e и e0 = {1, 0, . . . , 0}, характеризу-

ется двумя собственными числами λ± = 17γ − γ00 ± 4, оба из которых положительны при

достаточно больших значениях γ. Это означает, что в рамках уравнения (A.18) малые

величины ηab такие, что η00 = µ00 = 0, будут возрастать при увеличении масштаба y.

A.4 Вычисление средних в уравнении (1.112)

В этом приложении представлены детали вычисления средних в уравнении (1.112). Первое

среднее равно

〈O(4)
1 〉 =

2

σxx



∫

p

Dp(0)




2

+
2(κ2Γ00)

2

σxx


∑

m>0

∫

p

DD(00)
p (ωm)




2

= 8
Ω2

dh
2ǫ
0

σxxǫ2
(1 + ln2 α), (A.19)
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где, для краткости, введены следующие обозначения κ2 = 32πT/σxx, DnD
(00)
p (ωm) ≡

Dn
p (ωm)D

(00)
p (ωm), и

∫
p
≡
∫
d2p/(2π)2. Затем,

〈O(3)
1 S

(3)
int 〉 =

8κ2Γ00

σxx

∫

p,q

∑

k>0

Dq(ωk)

[
Dp+q(0)Dp(ωk) − κ2Γ00

∑

m>0

D(00)
q (ωk)Dp+q(ωk+m)D(00)

p (ωm)

]
=

= 2
Ω2

dh
2ǫ
0

σxxǫ

(
4S0 + 4A0

00

)
= 16

Ω2
dh

2ǫ
0

σxxǫ2

[
−(1 + ln2 α) + ǫ(1 + ζ(3)/2)

]
, (A.20)

Следующее среднее равно

〈
O

(2)
1 (S

(4)
int + S

(4)
0 +

1

2
(S

(3)
int )

2))
〉

= −4κ2Γ00

σxx

∫

p,q

∑

k>0

[
Dp+q(0)Dq(ωk)Dp(ωk)−

− κ2Γ00

∑

m>0

D(00)
p (ωm)D(00)

q (ωk)D
2
p+q(ωk+m) − κ2Γ00

∑

m>0

(
1 − 16Γ00ωm

σxx
D(00)

p (ωm)

)
×

×DD(00)
q (ωk)D

2
p+q(ωk+m)

]
= 2

Ω2
dh

2ǫ
0

σxxǫ

(
−2S0 − 2D1 − 2T01 − 2A0

1,0

)
=

= 4
Ω2

dh
2ǫ
0

σxxǫ2
[
2(1 + ln2 α) − ǫ

(
2 + ζ(3) + π2/3

)]
. (A.21)

Далее,

〈O(6)
2 〉 = − 4

σxxd

∫

p,q

p2

{
Dp(0)Dq(0)Dp+q(0) − (κ2Γ00)

2
∑

k,m>0

[
4D2D(00)

p (ωm)ŜmDD
(00)
q (ωk)+

+Dp(ωk+m)DD(00)
q (ωm)DD

(00)
p+q(ωk) + 2DD(00)

p (ωk+m)DD(00)
q (ωm)Dp+q(ωk)

]}
=

= 2
Ω2

dh
2ǫ
0

σxxǫ

[
S1 + 4

(
2 lnα

ǫ
+B1

)
+ C01 + 2C00

]
= 4

Ω2
dh

2ǫ
0

σxxǫ2

[
16 lnα− 2 +

ǫ

2

(
−4 lnα−

− π2

3
+
π2

2
ln 2 +

π4

12
+

11ζ(3)

2
+
π2

3
ln2 2 − 1

3
ln4 2 − 7ζ(3) ln 2 − 8 li4

(1

2

))]
. (A.22)

Здесь оператор Ŝm действует только на частоту ωk, согласно правилу Ŝmf(ωk) = f(ωk) +

f(ωk+m). Пятое среднее равно

〈O(5)
2 S

(3)
int 〉 = −16κ2Γ00

σxxd

∫

p,q

{
p · (p− q)

∑

k>0

D
(00)
p+q(0)D2

p(ωk)Dq(ωk) − κ2Γ00p
2
∑

k,m>0

D
(00)
p+q(ωm)×

×
[
D2

p(ωk+m)DD(00)
q (ωk) +D2D(00)

p (ωk+m)Dq(ωk)
]

+ κ2Γ00 (p · q)
∑

k,m>0

×

×
[
DD(00)

p (ωm)T̂mDD
(00)
p+q(ωk)Dq(ωk+m) +D

(00)
p+q(ωm)D2D(00)

p (ωk+m)Dq(ωk+2m)
]}

=
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= 2
Ω2

dh
2ǫ
0

σxxǫ

(
−4S00 − 4A1

01 − 4H0 − 4C0 − 4A0

)
= 4

Ω2
dh

2ǫ
0

σxxǫ2

[
−8 lnα+ 4+

+
ǫ

2

(
4 ln2 α + 20 lnα− 12 + 4ζ(3) +

4π2

3
− 4A0 + 4C

′
0

)]
, (A.23)

где оператор T̂m действует только на частоту ωk согласно правилу T̂mf(ωk) = f(ωk) −
f(ωk+m). Результат для следующего среднего равен

〈O(4)
2 S

(4)
0 〉 =

8(κ2Γ00)
2

σxxd

∫

p,q

p2
∑

k,m>0

{
3D3D(00)

p (ωm)ŜmD
(00)
q (ωk) + 3D2D(00)

p (ωm)ŜmDD
(00)
q (ωk)−

− 32Γ00ωk

σxx
D2[D(00)

p ]2(ωm)T̂m

[
Dp(ωm)D(00)

q (ωk) +DD(00)
q (ωk)

]
}

=

= 2
Ω2

dh
2ǫ
0

σxxǫ

(
−3T 0

10 − 3T 0
11 −

12 lnα

ǫ
− 6B1 − 2T 0

20 + 2T 0
21 − 4T 1

10 + 4B2

)
=

= 4
Ω2

dh
2ǫ
0

σxxǫ2

[
4(lnα− 1)2 − 2 +

ǫ

2

( 2

α
− 2 ln2 α + lnα +

44

3

)]
. (A.24)

Наконец,

〈O(4)
2 (S

(4)
int +

1

2
(S

(3)
int )

2)〉 =
16(κ2Γ00)

2

σxxd

∫

p,q

(p · q)
∑

k>0

kDp+q(0)D2
p(ωk)D

2
q(ωk)+

+
16κ2Γ00

σxxd

∫

p,q

p2
∑

k>0

[
−2κ2Γ00kDp+q(0)D3

p(ωk)Dq(ωk) −D3
p(ωk)Dq(ωk)

]
+

+
16(κ2Γ00)

2

σxxd

∫

p,q

(p · q)
∑

k,m>0

[
2(1 − κ2Γ00mDq(ωk))D

(00)
p+q(ωm)D2

p(ωk+m)DD(00)
q (ωk)−

−DD(00)
q (ωk)DD

(00)
p (ωm)Dp+q(ωk+m)

]
− 16(κ2Γ00)

2

σxxd

∫

p,q

p2
∑

k,m>0

{
(1 − κ2Γ00m×

×D
(00)
p+q(ωm))

[
(2 + T̂m − κ2Γ00kT̂mD

(00)
p (ωk))D

3D(00)
p (ωk)Dq(ωk+m) +

1

2
Dq(ωk)×

×D3
p(ωk+m)(3D(00)

q (ωk) +D(00)
p (ωk+m))

]
+

3

2
D(00)

q (ωm)D
(00)
p+q(ωk)D

3
p(ωk+m)+

+ (1 + T̂m − 2κ2Γ00kT̂mD
(00)
p (ωk))D

(00)
p+q(ωm)D2D(00)

p (ωk)Dq(ωk+m)−

− κ2Γ00kT̂mD[D(00)
p (ωm)]2DD(00)

q (ωk)Dp+q(ωk+m)
}

=

= 2
Ω2

dh
2ǫ
0

σxxǫ

(
4S11 + 4S01 +

2

ǫ
+ 8A01 + 8A11 − 4C11+

+ 4T02 + 4A10 + 2T12 + 2A1 + 3T01 + 3A1
11 + αT 0

10 − T02 +H1 + 3D2 + 4C1+

+ 8A2 + 8A00 − 4A3

)
= 4

Ω2
dh

2ǫ
0

σxxǫ2

[
−4 ln2 α− 4 +

ǫ

2

(
− 2

α
− 2 ln2 α− 25 lnα+
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+
55

2
− 2ζ(3)− 8

3
π2 + 12 ln2 2 − 44 ln 2 − 4C

′
0 + 4A0 + 16G− 8 li2

(1

2

)]
. (A.25)

Вычисление интегралов в выражениях (A.19) - (A.25)

Для вычисления интегралов при T = 0 в выражениях (A.19) - (A.25) будет использовано

стандартное представление интегралов по импульсу через фейнмановские переменные x1,

x2 и x3 [11]. Все интегралы в (A.19) - (A.25) разделены на семь разных групп: интегралы

типов A, B, C, D, H , S и T . Введём следующие обозначения: xij = xi + xj , xixj = x1x2 +

x2x3 + x3x1, α = 1 + γs, и

∫
[] =

1∫

0

dx1

1∫

0

dx2

1∫

0

dx3 δ(x1 + x2 + x3 − 1). (A.26)

Интегралы A - типа. Начнем с вычисления интегралов A - типа. Рассмотрим интеграл

Xν
ν,η = −21+ν(−κ2Γ00)

2+µ

σxxdν

∫

pq

p2ν
∑

k,m>0

mµD
(00)
p+q(ωm)DD(00)

p (ωk)D
1+µ+η
q (ωk+m). (A.27)

Здесь три индекса µ, ν и η принимают значения 0, 1. Используя представление Фейнма-

на [11], находим

Xν
ν,η = −21+ν(−κ2Γ00)

2+µ

σxxdν

∫

pq

p2

∞∫

0

dm mµ

∞∫

0

dk
Γ(µ+ η + 4)

Γ(µ+ η + 1)

1∫

α

dz

∫
[] x2x

µ+η
3 ×

×
[
h2

0 + q2x12 + p2x13 + 2p · qx1 + κ2zm(αx1 + x3) + κ2zk(zx2 + x3)
]−µ−η−4

. (A.28)

Делая сдвиг q → q − px1/x12, можно проинтегрировать по ωk, ωm,p и q. Получаем, что

Xν
ν,η =

2Ω2
dh

2ǫ
0

σxxǫ
Aν

µ,η, Aν
µη =

1∫

α

dz

∫
[]
x2x

1+µ+η
3 (x1 + x2)

ν(xixj)
−1−ν−ǫ/2

(zx2 + x3)(αx1 + x3)1+µ
. (A.29)

Кроме интегралов с тремя индексами необходимо рассмотреть интегралы, в которых

есть только два или один индекс:

Aνµ =

1∫

α

dz(z − α)1+ν−µ

∫
[]
xµ

1x
2+ν−µ
2 xµ

3 (x1 + x3)
1−µ(xixj)

−2−ǫ/2

(αx1 + x3)1+ν(zx2 + x3)
,

A0 =

1∫

α

dz(z − α)

∫
[]

x2
2x1(xixj)

−2−ǫ/2

(x3 + zx2)(zx2 + αx1 + 2x3)
,

A1 =

1∫

α

dz(z − α)2

∫
[]
x3

2(x1 + x3)(x2 + x3)(2zx2 + 2αx1 + 3x3)(xixj)
−2−ǫ/2

(zx2 + x3)(αx1 + x3)2(zx2 + αx1 + 2x3)2
,

(A.30)
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A2 =

1∫

α

dz(z − α)(1 − z)

∫
[]

x3
2(x1 + x3)(xixj)

−2−ǫ/2

(zx2 + x3)(αx1 + x3)(zx2 + αx1 + 2x3)
,

A3 =

1∫

α

dz(z − α)

∫
[]

x2
2(x1 + x3)(xixj)

−2−ǫ/2

(αx1 + zx2 + 2x3)(zx2 + x3)
.

(A.31)

Вычисление интегралов в пределе ǫ → 0 достаточно длинное, но не вызывает затрудне-

ние. Ниже приведены окончательные ответы для всех интегралов, кроме A0, так как этот

интеграл сокращается в конечном ответе для (1.112):

A0
00 = − ln2 α

ǫ/2
+ ζ(3), A0

10 = − ln2 α + lnα

ǫ/2
− ln2 α

2
+
π2

6
+ ζ(3),

A1
01 =

lnα

ǫ/2
− ln2 α

2
− 2 lnα− π2

3
+ 1, A1

11 =
lnα

ǫ/2
− ln2 α

2
− 2 lnα− π2

3
,

A00 =
lnα

ǫ/2
+

ln2 α

2
+ 2 lnα +

π2

3
− 1, A11 =

lnα + 2

ǫ/2
+

ln2 α

2
+ 3 lnα +

π2

2
,

A10 = − 1

α
− 2 lnα + 3

ǫ/2
− ln2 α− 5 lnα− 2π2

3
+ 3, A01 = − lnα− π2

6
+ 1,

A1 = − 2

α
+

2 ln2 α + 4 lnα

ǫ/2
− 3 ln2 α + 8 ln 2 lnα− 17

2
lnα + 4K1(α) + 8J

′
3(α)−

− π2 − 2ζ(3)− 6 ln2 2 + 10 ln 2 − 1

2
,

A2 = − ln2 α + 2 lnα

ǫ/2
− 2 lnα− 3 ln 2 lnα− J1(α) −K1(α) − 2J

′
3(α) + A0 −

π2

6
+ 1+

+ ζ(3) + 3 ln2 2 − 3 ln 2 − 3 li2(1/2), A3 = A0 − 2 li2 (1/2) +
π2

6
.

(A.32)

Здесь,

K1(α) =

1∫

α

dz

∫
[]
x2(x1(x2 + x3) + x2

3)(xixj)
−2−ǫ/2

(zx2 + x3)(αx1 + zx2 + 2x3)
,

J
′
3(α) = α

1∫

α

dz

z

∫
[]
x2(x1(x2 + x3) + x2

3)(xixj)
−2−ǫ/2

(αx1 + zx2 + 2x3)2
.

(A.33)

Интегралы B - типа. Интегралы B - типа определены как

Bµ =

1∫

α

dz

zµ

∫
[]
xµ−1

1 x2x
−µ−ǫ/2
3 (x1 + x2)

−µ−ǫ/2

(αx2 + zx3 + x1)
. (A.34)

Вычисления в пределе ǫ→ 0 дают

B1 =
lnα

ǫ/2
+

ln2 α

2
+ lnα, B2 = − 1

α
+

ln2 α

ǫ/2
+

2 lnα

ǫ/2
− 2 lnα− 2. (A.35)

196



Интегралы C - типа. Интегралы C - типа содержат две дополнительные переменные

интегрирования и определяются следующим образом:

Cµν =

1∫

α

dzdy

∫
[]

xµ
1x2x3(x2 + x3)

1−µ(xixj)
−2−ǫ/2

(zx3 + x1)(yx2 + x1)ν(zx3 + yx2)1−ν
(A.36)

и

Cν =

1∫

α

dz(1 − z)ν

1∫

α

dy

∫
[]

x2−ν
2 x1+ν

3 (x1 + x2)
ν(xixj)

−2−ǫ/2

(zx3 + x1)(yx2 + x1)ν(zx3 + yx2 + 2x1)
. (A.37)

Вычисления в пределе ǫ→ 0 приводят к следующим результатам:

C00 =
lnα

ǫ/2
− ln2 α

2
− 2 lnα +

π2

4
ln 2 − π2

6
+

15

4
ζ(3) − π4

24
− π2

6
ln2 2 +

1

6
ln4 2+

+
7

2
ζ(3) ln 2 + 4 li4(

1

2
), C01 =

2 lnα

ǫ/2
− ln2 α− 4 lnα− 2 − ζ(3),

C11 = ζ(3), C0 =
lnα

ǫ/2
− ln2 α

2
− 2 lnα− 1 − ζ(3) − C ′

0,

C1 = 4 ln 2 lnα + 2J1(α) − C ′
0 − 2 − ζ(3)

2
− 4 ln 2 − π2

6
+ 4G.

(A.38)

Здесь,

J1(α) =

1∫

α

dz

∫
[]
x1(x1 + x3)(x2 + x3)(xixj)

−2−ǫ/2

(zx1 + x3)(zx1 + αx2 + 2x3)
,

C ′
0 =

1∫

α

dzdy

∫
[]

x1x
2
2(xixj)

−2−ǫ/2

(x3 + yx2)(zx1 + yx2 + 2x3)
.

(A.39)

Интегралы D - типа. Интегралы D - типа определяются как

Dν =

∫
[]
xν

3(x1 + x2)
ν−1(xixj)

−ν−ǫ/2

(αx1 + x3)(αx2 + x3)
. (A.40)

В пределе ǫ→ 0 получаем

D1 = − ln2 α− π2

6
, D2 = −2 lnα. (A.41)

Интегралы H - типа. Интегралы H - типа определяются как

Hν =

1∫

α

dz(z − α)2ν

∫
[]
x2+ν

2 (x1 + x3)(xixj)
−2−ǫ/2

(αx1 + zx2)(zx2 + x3)
. (A.42)
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В пределе ǫ→ 0 находим

H0 = − lnα + 1, H1 = − lnα. (A.43)

Интегралы S - типа. Интегралы S - типа определены как

Sµν =

∫
[]
xµ

1x
1+ν−µ
2 ((2 − ν − µ)x1 + x3)(xixj)

−2−ǫ/2

(x2 + x3)1+ν
, (A.44)

Sν =

∫
[](x1 + x2)

−1+2ν(xixj)
−1−ν−ǫ/2. (A.45)

В пределе ǫ→ 0 находим

S00 = −2

ǫ
+ 2, S01 = − 2

3ǫ
+

8

9
, S11 = − 1

3ǫ
+

1

9
, S0 = −2

ǫ
+ 2, S1 = −4

ǫ
+ 2. (A.46)

Интегралы T - типа. Интегралы T - типа определены как

T η
µν =

(1 − α)η

αµ

∫
[]
x2−η

1 xµ+η−1
2 x

−1−µ−ǫ/2
3 (x1 + x2)

−2−ǫ/2

(αx2 + ναx3 + x1)
,

Tµν =

∫
[]

x2ν−2
1 (x1 + x2)

−ν−ǫ(x1 + x3 + (α + µ)x2)

x
ν+ǫ/2
3 (αx2 + (1 + µ)x3 + x1)(x1 + x3 + αx2)

.

(A.47)

В пределе ǫ→ 0 имеем

T 0
10 = − 1

α
+ 1, T 0

11 = − 1

α
+

2

ǫ
+ lnα + 1, T 0

20 =
1

6α2
− 1

3α
− lnα− 11

12
,

T 0
21 =

1

6α2
+

2

3α
+

lnα + 5/2

ǫ
+

ln2 α

2
+ 4 lnα +

17

12
, T 1

10 = − 1

α
− 2 lnα− 2,

T01 =
lnα

ǫ/2
− ln2 α

2
, T02 =

2

ǫ
,

T12 = −3 lnα + 11/2

ǫ/2
+

3 ln2 α

2
+

9 lnα

2
− 4 ln 2 lnα +

π2

6
− 4 li2

(
1

2

)
− 12 ln 2 +

27

4
.

(A.48)
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Б Приложения к главе 2

Б.1 Нулевые моды

В этом приложении представлен анализ связи нулевых мод флуктуаций около инстантона

с его степенями свободы, описываемых матрицами R и T0 в уравнении (2.22). Запишем

инстантонное решение в виде Qinst(ξi) = U−1
inst(ξi)ΛUinst(ξi), где Uinst = RT0 и ξi обозначает

параметры z0, λ и элементы матрицы T0. При малом изменении параметров ξi → ξi + εi

инстантонное решение может быть записано в форме уравнения (2.22): Qinst(ξi + εi) =

U−1
inst(ξi)VεUinst(ξi), где в линейном порядке по εi матрица Vε имеет вид

Vε = Λ − εi

[
Uinst

∂

∂ξi
U−1

inst,Λ

]
=




1 2εi

[
Uinst

∂
∂ξi
U−1

inst

]αβ

n1n2

−2εi

[
Uinst

∂
∂ξi
U−1

inst

]αβ

n2n1

−1


 . (Б.1)

Сравнивая это выражение с уравнением (2.22), можно связать изменение параметров ин-

стантона с матричными полями w,w†:

wαβ
n1n2

= 2εi

[
Uinst

∂

∂ξi
U−1

inst

]αβ

n1n2

,
[
w†]αβ

n2n1
= −2εi

[
Uinst

∂

∂ξi
U−1

inst

]αβ

n2n1

. (Б.2)

Раскладывая матрицу T0 около единичной матрицы, T0 = 1 + i t, а матрицу R около

R(λ, z0):

R(λ+ δλ, z0 + δz0) = R(λ, z0) + δλ
∂

∂λ
R + δz0

∂

∂z0
R, (Б.3)

находим, что выражение для w имеет следующий вид

wαβ
n1n2

= 2i
[
RtR−1

]αβ

n1n2
+ 2δλ

[
R
∂

∂λ
R−1

]αβ

n1n2

+ 2δz0

[
R

∂

∂z0
R−1

]αβ

n1n2

. (Б.4)

Расписывая явно правую часть выражения (Б.4), можно получить соотношения, приве-

дённые в таблице 2.1.

Б.2 Детали вычисления отношения Z+1/Z0

В этом приложении представлены детали вывода выражения (2.31) для отношения Z+1/Z0.

Действие для флуктуаций около инстантона в квадратичном приближении

Раскладывая действие (2.1), в котором член SF определяется выражением (2.30) с матри-

цейQ, представленной в виде (2.22) с T0 = 1, до второго порядка поW , находим следующее
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Таблица 4.1: Вклады δS1, δS
(0)
2 и δS

(1)
2 в действие для флуктуаций около инстантона в квадра-

тичном приближении.

δS
(0)
2 = − σxx

4

∫
dηdθ

∑

α,β>1

∑

n1···n4

δn12,n34 × wαβ
n1n2

[
(O(0) + κ2zn12)δn1n3 + κ2Γ00δ

αβ
]
w†βα

n4n3

δS
(1)
2 = − σxx

4

∫
dηdθ

∑

α>1

{
∑

n1n2

′′
[
w1α

n1n2
(O(0) + κ2zn12)w

†α1
n2n1

+ wα1
n1n2

(O(0) + κ2zn12)w
†1α
n2n1

]
+

+
∑
n1

′
w1α

n1,−1(O
(0) + κ2z(n1 + 1))w†α1

−1,n1
+
∑
n2

′
wα1

0n2
(O(0) − κ2zn2)w

†1α
n20

+

+
∑
n1

wα1
n1,−1

(
O(1) + κ2z(n1 + 1) − κ2Γ00e

2
0

(
2|e1|2 + γ−1

s

))
w†1α

−1,n1
+

+
∑
n2

w1α
0n2

(
O(1) − κ2zn2 − κ2Γ00e

2
0

(
2|e1|2 + γ−1

s

))
w†α1

n20

}
+

+
σxx

4
κ2Γ00

∫
dηdθ

∑

α>1

{
∑

n1,n2

′′
e0

[
ē1w

1α
n1+1,n2

w†α1
n2n1

+ e1w
1α
n1n2

w†α1
n2,n1+1−

− ē1w
α1
n1,n2−1w

†1α
n2n1

− e1w
α1
n1n2

w†1α
n2−1,n1

]
+

+
∑
n1

′
e0

[
ē1w

1α
n1+1,−1w

†α1
−1,n1

+ e1w
1α
n1,−1w

†α1
−1,n1+1 − e21w

α1
n1,−2w

†1α
−1,n1

− ē21w
α1
n1,−1w

†1α
−2,n1

]
−

−
∑
n2

′
e0

[
ē1w

α1
0,n2−1w

†1α
n2,0 + e1w

α1
0,n2

w†1α
n2−1,0 − e21w

1α
1,n2

w†α1
n2,0 − ē21w

1α
0,n2

w†α1
n2,1

]}

δS1 = − σxx

2
κ2Γ00

∫
dηdθ

{
e20(ē1w

11
0,−2 + e1w

†11
−2,0 − ē1w

11
1,−1 − e1w

†11
−1,1)+

+ e0(1 − 2e20)(ē1w
11
0,−1 + e1w

†11
−1,0)

}

действие для флуктуаций w и w† около инстантона

δS = δS1 + δS
(0)
2 + δS

(1)
2 + δS

(2)
2 . (Б.5)

Различные вклады δS1, δS
(0)
2 , δS(1)

2 , δS(2)
2 представлены в таблицах 4.1 и 4.2. Для крат-

кости использованы обозначения κ2 = 8πT/σxx и n12 = n1 − n2. Заметим, что вклад для

флуктуаций около тривиального решения Q = Λ получается обращением в нуль функций

e0 и e1, и замены всех операторов O(a) на O(0).

Линейные по w и w† члены, выписанные в таблице 4.1, могут быть записаны в виде
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Таблица 4.2: Вклад δS
(2)
2 в действие для флуктуаций около инстантона в квадратичном прибли-

жении.

δS(2) = −σxx

4

∫
dηdθ

{
∑

n1···n4

′′′′
w11

n1n2

(
(O(0) + κ2zn12)δn1n3δn2n4 + κ2Γ00δn12,n34

)
w†11

n4n3
+

+
∑
n1

′
w11

n1,−1

(
O(1) + κ2z(n1 + 1) + κ2Γ00 − κ2Γ00e

2
0

(
2|e1|2 + γ−1

s

))
w†11

−1,n1
+

+
∑
n2

′
w11

0n2

(
O(1) − κ2zn2 + κ2Γ00 − κ2Γ00e

2
0

(
2|e1|2 + γ−1

s

))
w†11

n20+

+ w11
0,−1

(
O(2) + κ2z(1 + γs) − 2κ2Γ00e

2
0

(
3|e1|2 + γ−1

s

))
w†11

−1,0

}
+

+
σxx

4
κ2Γ00

∫
dηdθ

{
∑

n1,n2

′′
[
e0ē1w

11
n1+1,n2

w†11
n2n1

+ e0e1w
11
n1n2

w†11
n2,n1+1−

− e0ē1w
11
n1,n2−1w

†11
n2n1

− e0e1w
11
n1n2

w†11
n2−1,n1

]
−

− ∑
n1···n3

′′′
[
w11

n1n2
(ē1δn12,n3+1 − e0δn12,n3)w

†11
−1,n3

+ w11
n3,−1(e1δn12,n3+1 − e0δn12,n3)w

†11
n2n1

]
−

−
∑

n2···n4

′′′
[
w11

n3n2
(ē1δn32,−n4 + e0δn32,1−n4)w

†11
n4,0 + w11

0,n4
(e1δn32,−n4 + e0δn32,1−n4)w

†11
n2n3

]
−

− e0
∑
n1

′
[
ē21w

11
n1,−2w

†11
−1,n1

+ e21w
11
n1,−1w

†11
−2,n1

− 2ē1w
11
n1+1,−1w

†11
−1,n1

− 2e1w
11
n1,−1w

†11
−1,n1+1

]
+

+ e0
∑
n2

′
[
ē21w

11
1,n2

w†11
n2,0 + e21w

11
0,n2

w†11
n2,1 − 2ē1w

11
0,n2−1w

†11
n2,0 − 2e1w

11
0,n2

w†11
n2−1,0

]
−

− (1 − 2e20)
∑
n1

′
[
w11

n1,−1w
†11
−n1−1,0 + w11

0,−n1−1w
†11
−1,n1

]
+

+ e0(ē1 − e1)
∑
n1

′
[
w11

n1,−1w
†11
−n1,0 − w11

0,−n1
w†11

−1,n1

]
+

+ e0(ē
2
1w

11
1,−1w

11
0,−1 + e21w

†11
−1,1w

†11
−1,0 − ē21w

11
0,−2w

11
0,−1 − e21w

†11
−2,0w

†11
−1,0)+

+ e20

[
e21w

†11
−1,0w

†11
−1,0 + ē21w

11
0,−1w

11
0,−1

]}
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собственных функций Φ
(a)
JM :

∫
dηdθ

(
e20ē1w

11
0,−2 + e20e1w

†11
−2,0

)
∝

∫
dηdθ

(
Φ̄

(1)
2,1w

11
0,−2 + Φ

(1)
2,1w

†11
−2,0

)
,

∫
dηdθ

(
e20ē1w

11
1,−1 + e20e1w

11
−1,1

)
∝

∫
dηdθ

(
Φ̄

(1)
2,1w

11
1,−1 + Φ

(1)
2,1w

†11
−1,1

)
, (Б.6)

∫
dηdθ

(
e30ē1w

11
0,−1 + e30e1w

†11
−1,0

)
∝

∫
dηdθ

(
Φ̄

(2)
2,1w

11
0,−1 + Φ

(2)
2,1w

†11
−1,0

)
.

Так как собственные энергии, отвечающие функциям Φ
(1)
2,1 и Φ

(2)
2,1, не равны нулю, то эти ли-

нейные члены приводят к поправкам к классическому действию порядка O(T 2), которыми

поэтому можно пренебречь. Последний линейный вклад оказывается пропорциональным

δλ/λ:
∫
dηdθ

(
e0ē1w

11
0,−1 + e0e1w

†11
−1,0

)
∝
∫
dηdθ

(
Φ̄

(2)
1,−1w

11
0,−1 + Φ

(2)
1,−1w

†11
−1,0

)
∝ δλ

λ
. (Б.7)

Это означает неустойчивость флуктуаций, связанных с изменением размера инстантона. В

дальнейшем, вычисляются поправки первого порядка по T к классическому действию от

массивных мод, а линейный вклад (Б.7) учитывается уже при интегрировании по нулевым

модам.

Регуляризация Паули-Вилларса

Для работы с расходимостями, возникающими после интегрирования по флуктуациям,

удобно использовать регуляризацию Паули-Вилларса [246], в которой действие δS для

квантовых флуктуаций заменяется на регуляризованное действие

δSreg = δS0 +

K∑

f=1

efδSf . (Б.8)

Здесь δSf для f = 1, . . . , K определяется выражением для квадратичной по флуктуациям

части δS, в которой все операторы O(a) заменены на O(a) + M2
f . Массы Паули-Вилларса

предполагаются большими, Mf ≫ 1, а знакопеременные величины ef (f = 1, . . . , K) удо-

влетворяют следующим соотношениям:

K∑

f=1

efM
k
f = 0, 0 6 k < K,

K∑

f=1

ef lnMf = − lnMλ. (Б.9)
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Квантовые поправки к классическому действию

Вклад от интеграла по массивным флуктуациям в отношение Z+1/Z0 может быть пред-

ставлен в виде [
Z+1

Z0

]

mass

= exp
[
−2πσxx + iθ + Sinst

F + ∆Sσ + ∆SF

]
. (Б.10)

Здесь квантовые поправки ∆Sσ и ∆SF выражаются через пропагаторы

Ga(ω) =
∑

JM

|JM〉(a)(a)〈JM |
E

(a)
J + ω

, G(00)
a (ω) =

∑

JM

|JM〉(a)(a)〈JM |
E

(a)
J + (1 + γs)ω

, (Б.11)

аналогичные пропагаторам (1.14) в плоской метрике. Раскладывая экспоненту с недиаго-

нальными членами из δS (см. таблицы 4.1 и 4.2) до второго порядка, в пределе T → 0 и

Nr → 0 находим

∆Sσ = 2 tr[ln G1(0) − ln G0(0)] − tr[ln G2(0) − ln G0(0)] − 2γs

∞∫

0

dω tr[G1(ω) − G0(ω)]+

+ 2γ2
s

∞∫

0

dω ω tr[ē1G
(00)
0 (ω)e1G1(ω) + e0G

(00)
0 (ω)e0G1(ω) − G

(00)
0 (ω)G0(ω)] (Б.12)

и

∆SF = 2κ2z

{
tr
[
(1 + γs + γ2

s )(G1(0) − G0(0)) − 1 + γs

2
(G2(0) − G0(0))

]
+

+ tr
[
−(1 + γs)(2γs|e1|2 + 1)e20G1(0) + (3γs|e1|2 + 1)e20G2(0) − 2γ2

se
2
0G1(0)

]
−

− γ3
s

∞∫

0

dω ω tr
[
ē1G

(00)
0 (ω)e1G

2
1(ω) + e0G

(00)
0 (ω)e0G

2
1(ω) − G

(00)
0 (ω)G2

0(ω)
]
+

+ γ2
s

∞∫

0

dω ω tr
[
ē1G

(00)
0 (ω)e1 + e0G

(00)
0 (ω)e0

]
G1(ω)e20(2γs|e1|2 + 1)G1(ω)+

+ 2γ2
s

∞∫

0

dω tr
[
e20G1(ω)e20G1(ω)

]
+ 5γ2

s

∞∫

0

dω tr
[
e0e1G1(ω)e0ē1G1(ω)

]
−

− γ2
s

∞∫

0

dω tr
[
e0e1G0(ω)e0ē1G0(ω)

]
− γ2

s

∞∫

0

dω ω tr
[
e0G

(00)
0 (ω)e0G

2
1(ω)

]
+

+ 4γ3
s

∞∫

0

dω ω tr
[
e0e1G1(ω)e0G

(00)
0 (ω)ē1G1(ω)

]}
. (Б.13)
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Таблица 4.3: Ненулевые матричные элементы, необходимые для вычисления ∆Sσ и ∆SF

((a)〈J,M |f |M ′
, J

′〉(b) =
∫
dηdθΦ

(a)
J,M(η, θ)f(η, θ)Φ̄

(b)

J ′ ,M ′ (η, θ)).

(0)〈J,M |ē1|M − 1, J〉(1) =
√

J+M
2(2J+1) (0)〈J,M + 1|e0ē1|M,J + 1〉(0) =−

√
(J−M)(J−M+1)
4(2J+1)(2J+3)

(0)〈J,M |e0|M,J〉(1) =−
√

J−M
2(2J+1) (1)〈J,M − 1|e0e1|M,J − 1〉(1) =

√
(J−M)(J−M−1)

2(2J−1)

(1)〈J,M |e20|M,J − 1〉(1) =−
√

(J−M−1)(J+M)

2(2J−1) (1)〈J,M |e20|M,J〉(1) = 1
2

[
1 + 2M+1

4J2−1

]

(1)〈J,M |e20|M,J + 1〉(1) =−
√

(J+M+1)(J−M)

2(2J+1) (1)〈J,M − 1|e0e1|M,J + 1〉(1) =
√

(J+M)(J+M+1)

2(−2J−1)

(0)〈J,M |e0|M,J + 1〉(1) =
√

J+M+1
2(2J+1) (1)〈J,M − 1|e0e1|M,J〉(1) =

√
(J−M)(J+M+1)

4J2−1

(2)〈J,M |e20|M,J〉(2) = 1
2

M+1
J(J+1) (0)〈J,M |e0ē1|M − 1, J − 1〉(0) =

√
(J+M−1)(J+M)
4(2J−1)(2J+1)

(0)〈J,M |ē1|M − 1, J + 1〉(1) =
√

J−M+1
2(2J+1) (2)〈J,M |e40|M,J〉(2) =

(M+1)(3M−J(J+1)(M−3))−J2(J+1)2

2J(J+1)(2J−1)(2J+3)

J−1∑
M=−J

(1)〈J,M |e20|e1|2|M,J〉(1) = J
3

J−1∑
M=−J−1

(2)〈J,M |e20|e1|2|M,J〉(2) = 2J+1
6

Используя выражения для матричных элементов, приведённые в таблице 4.3, находим

∆Sσ = 2(1 + γs)D
(1) −D(2) + 2γs

(
H(1) ln(1 + γs) −H(2) + γsH

(3)
)
, ∆SF = 2κ2z2

9∑

i=1

B(i),

(Б.14)

где величины D(r), H(i) и B(i) определены следующим образом:

D(r) =
∞∑

J=1

(2J + r − 1) lnE
(r)
J −

∞∑

J=0

(2J + 1) lnE
(0)
J , H(1) =

∞∑

J=0

J+1∑

J1=J

J1(E
(0)
J − E

(1)
J1

)

E
(0)
J − (1 + γs)E

(1)
J1

,

H(2) =
∞∑

J=0

J+1∑

J1=J

J1(E
(0)
J − E

(1)
J1

) lnE
(0)
J

E
(0)
J − (1 + γs)E

(1)
J1

, H(3) =
∞∑

J=0

J+1∑

J1=J

J1E
(1)
J1

lnE
(1)
J1

E
(0)
J − (1 + γs)E

(1)
J1

, (Б.15)

и

B(1) = (1 + γs + γ2
s )(Y

(1) − Y (0)) − 1 + γs

2
(Y (2) − Y (0)),

B(2) = −(1 + γs)(2γs + 1)

6
Y (1) +

1 + γs

2
Y (2) − γ2

sY
(1),

B(3) = −γ3
s

∞∑

J=0

J+1∑

J1=J

J1Kγs(E
(0)
J , E

(1)
J1

) + γ3
s

∞∑

J=0

(2J + 1)Kγs(E
(0)
J , E

(0)
J ),

B(4) =
γ2

s

2

(
2γs

3
+ 1

) ∞∑

J=0

J+1∑

J1=J

J1Kγs(E
(0)
J , E

(1)
J1

),

(Б.16)
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B(5) = 2γ2
s

∞∑

J=1

[
J(6J2 − 1)

3(4J2 − 1)

1

E
(1)
J

+
J(J + 1)

3(2J + 1)
L(E

(1)
J , E

(1)
J+1)

]
,

B(6) =
5γ2

s

3

∞∑

J=1

[
J

4J2 − 1

1

E
(1)
J

+ 2
J(J + 1)

2J + 1
L(E

(1)
J , E

(1)
J+1)

]
,

B(7) = −γ
2
s

3

∞∑

J=0

(J + 1)L(E
(1)
J , E

(1)
J+1), B(8) = −γ

2
s

2

∞∑

J=0

J+1∑

J1=J

J1Kγs(E
(0)
J , E

(1)
J1

),

B(9) = −γ
3
s

3

∞∑

J=0

(2J + 1)2 + 2

2J + 1
Fγs(E

(0)
J , E

(1)
J , E

1)
J+1).

(Б.17)

Здесь для краткости введены следующие функции:

Y (s) =
∞∑

J=1

2J + (s− 1)2

E
(r)
J

, Kα(x, y) =
x

(x− αy)2
ln

x

αy
− 1

x− αy
,

L(x, y) =
ln x− ln y

x− y
, Fα(x, y, z) =

1

y − z

[
y

x− αy
ln

x

αy
− z

x− αz
ln

x

αz

]
. (Б.18)

Регуляризованные выражения

Рассмотрим функцию Φ(Λ)(p) =
∑Λ

J=p 2J ln(J2 − p2). Тогда, согласно уравнению (Б.8),

регуляризованная функция Φ
(Λ)
reg (p) имеет вид

Φ(Λ)
reg (p) =

K∑

f=1

ef

Λ∑

J=p

2J ln(J2 − p2 +M2
f ) +

Λ∑

J=p+1

2J ln(J2 − p2). (Б.19)

С помощью Φ
(Λ)
reg (p) регуляризованное выражение для D(r) может быть записано в виде

D(r)
reg = lim

Λ→∞

[
Φ(Λ)

reg

(
1 + r

2

)
− Φ(Λ)

reg

(
1

2

)]
. (Б.20)

Предполагая, что массы Паули-Вилларса Mf удовлетворяют условию Λ ≫Mf ≫ 1, полу-

чаем

Φ(Λ)
reg (p) = −2Λ(Λ + 1) ln Λ + Λ2 − ln eΛ

3
+ 4

Λ∑

J=1

J ln J +
1 − 6p

3
lnMλ + 2p2 − 2

2p∑

J=1

(J − p) lnJ.

(Б.21)

Отсюда, находим, что

D(1)
reg = − lnMλ +

3

2
− 2 ln 2, D(2)

reg = −2 lnMλ + 4 − 3 ln 3 − ln 2. (Б.22)
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Аналогичные вычисления приводят к следующим результатам для H(i)
reg:

H(1)
reg = −1 + γs

γ2
s

[
2 lnMλ + 1 − ψ

(
3γs + 1

γs

)
− ψ

(
− 1

γs

)]
,

H(2)
reg = − lim

Λ→∞
Φ(Λ)

reg

(
1

2

)
− 1 + γs

γ2
s

[
2 lnMλ + 1 + 2 ln2Mλ + 4γS + g

(
−1 − γ−1

s

)
+ g
(
2 + γ−1

s

)]
,

H(3)
reg = − 1

γs

lim
Λ→∞

Φ(Λ)
reg (1) − 2 lnMλ + 1

γ3
s

− 1 + γs

γ3
s

[
2 ln2Mλ + 4γS + g

(
−γ−1

s

)
+ g

(
2 + γ−1

s

)
+

+
2γ2

s ln 2

1 + 2γs

]
. (Б.23)

Здесь γS ≈ −0.0728 – постоянная Стилтьеса, а функция g(z) определена уравнением (2.38).

Окончательно получаем

exp ∆Sreg
σ =

27

128π
D(γs) exp

[
4f(γs) lnMλe

γE

]
, (Б.24)

где функция D(γs) определяется выражением (2.37).

При вычислении поправки ∆Sreg
σ требовалось определить число, а не только коэффи-

циент перед lnMλ. При вычислении квантовой поправки ∆S
reg
F достаточно определить

лишь коэффициент перед логарифмом от Mλ, чтобы убедиться в перенормировке SF . С

логарифмической точностью в выражениях (Б.17) можно использовать функцию Kγs(x, x)

вместо функций Kγs(x, y) и Fγs(x, y, z), а также функцию L(x, x) вместо функции L(x, y).

Рассмотрим функцию Y (Λ)(p) =
∑Λ

J=p 2J/(J2 − p2), тогда вычисляя регуляризованную

функцию Y
(Λ)
reg , определённую аналогично уравнению (Б.19), находим

Y (Λ)
reg (p) = 2 lnMλ + 2γE −

2p∑

J=1

1

J
. (Б.25)

Отсюда получаем, что

Y (s)
reg = lim

Λ→∞
Y (Λ)

reg

(
1 + s

2

)
= 2 lnMλ + 2γE − 1 −

s+1∑

J=2

1

J
(Б.26)

и

B(1) = 0, B(2) = −2γs(1 + 4γs)

3
lnMλ, B(3) = 0, B(4) = −2γs + 3

3
(ln(1 + γs) − γs) lnMλ,

B(5) =
4γ2

s

3
lnMλ, B(6) =

5γ2
s

3
lnMλ, B(7) = −γ

2
s

3
lnMλ, B(8) = (ln(1 + γs) − γs) lnMλ,

B(9) =
2γs

3
(ln(1 + γs) − γs) lnMλ. (Б.27)
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В результате находим

∆S
reg

F =
32

3σxx
πTΓ00(lnMλe

γE−1/2 + const). (Б.28)

С помощью выражений, приведенных в таблицах 4.1 и 4.2, можно проверить, что в

квадратичном действии δS2 остаются только генераторы нулевых мод из [U(N)/U(N −
1) × U(1)] × [U(N)/U(N − 1) × U(1)] × U(1), соответствующие матрице U со следущими

ненулевыми матричными элементами: U1β
0n1

и U1β
−1,n2

. Поэтому с помощью уравнений (Б.24)

и (Б.28) находим для произвольного инстантонного решения (2.17), что
[
Z+1

Z0

]

mass

=
27

128π
D(γs)e

−2πσxx(Mλ)+iθ+S′
F,inst, (Б.29)

где σxx(Mλ) и S′
F,inst определены выражениями (2.33) и (2.31), соответственно.

Интегрирование по нулевым модам

Как уже упоминалось выше, интегрирование по нулевым модам инстантона должно про-

изводиться точно. С помощью таблицы 2.1 находим, что

Z+1

Z0

= Ainst

∫
dx0dy0

∫
dλ

λ3

∫
D[U ]

[
Z+1

Z0

]

mass

. (Б.30)

Здесь

Ainst = 〈e40〉〈|e1|4〉〈e20|e1|2〉
(
〈e20〉〈|e1|2〉

)2N−2 〈1〉−2N+1π−2N (Б.31)

где среднее 〈f〉 определено согласно соотношению

〈f〉 = σxx

1∫

−1

dη

2π∫

0

dθf(η, θ). (Б.32)

Вычисляя объём пространства [U(N)/U(N − 1) × U(1)] × [U(N)/U(N − 1) × U(1)] × U(1)

с помощью соотношения (см., например [176])

Vol

[
U(N)

U(1) × U(N − 1)

]
=
πN−1

Γ(N)
, (Б.33)

получаем в пределе N → 0 выражение (2.31).

Б.3 Однопетлевые поправки в регуляризации Паули-Вилларса

В этом приложении представлены результаты вычисления однопетлевых поправок к фи-

зическим наблюдаемым в регуляризации Паули-Вилларса.
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Перенормировка σxx

Для нахождения однопетлевой перенормировки σxx необходимо вычислить средние в вы-

ражении (2.14). Вычисление в стереографических координатах даёт в пределе нулевой

температуры T → 0 следующий результат:

σ′
xx = σxx + 4γs

∞∫

0

dω

1∫

−1

dη

2π∫

0

dθ〈ηθ|O(0)G0(ω)|η′θ′〉〈η′θ′|G0(ω)G
(00)
0 (ω)|ηθ〉. (Б.34)

Интегрируя по переменным η, θ и ω, и вводя согласно уравнению (Б.8) регуляризацию

Паули-Вилларса, получим:

σ′
xx = σxx − 4f(γs)

[
K∑

f=1

êf

∞∑

J=0

E
(0)
J

(E
(0)
J +M2

f )2
+

∞∑

J=1

1

E
(0)
J

]
J∑

M=−J

Φ
(0)
JM(η′, θ′)Φ̄

(0)
JM(η′, θ′). (Б.35)

Учитывая, что полиномы Якоби PM,M
J−M (η) пропорциональны полиномам Гегенбаура

C
M+1/2
J−M (η), и используя следующее соотношение [429]

Cλ
J (cosφ cosφ′ + z sinφ sinφ′) =

Γ(2λ− 1)

Γ2(λ)

J∑

M=0

22MΓ(J −M + 1)

Γ(J +M + 2λ)
Γ2(M + λ) ×

×(2M + 2λ− 1) sinM φ sinM φ′CM+λ
J−M (cosφ)CM+λ

J−M (cosφ′)C
λ−1/2
M (z) (Б.36)

с параметрами z = 1 и λ = 1/2, находим, что

σ′
xx = σxx

(
1 − 2f(γs)

πσxx
lnMeγE

)
(Б.37)

в согласии с уравнениями (2.35).

Перенормировка Γ00 и z

Вычисляя средние в выражении (1.11), получаем

z′ = z

(
1 +

2πγs

σxx
trG

(00)
0 (0)

)
(Б.38)

Используя регуляризацию Паули-Вилларса, получаем, что

z′ = z

(
1 +

γs

πσxx
lnMeγE−1/2

)
(Б.39)

в согласии с уравнениями (2.35). Перенормировка Γ′
00 находится из условия z′+Γ′

00 = const.
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Б.4 Вычисление величины 〈S′
F,inst〉U в уравнении (2.50)

В этом приложении представлены детали вывода результата (2.51). Запишем величину

〈S′
F,inst〉U в уравнении (2.50) в следующем виде:

〈S′
F,inst〉U =

8π3λ2T

N2
Γ00(Mλ)M1 tr ηΛ, M1 =

∞∫

Mλ

dM

2πM

Γ00 (M)

Γ00(Mλ)

(
1 − Mλ

M

)
. (Б.40)

Пренебрегая в подынтегральном выражении для M1 последним членом в скобках, который

не приводит к логарифмической расходимости, получаем, что M1 удовлетворяет уравению

Mλ
dM1

dMλ
− 1

πσxx
M1 = − 1

2π
. (Б.41)

Используя выражения (2.34), это уравнение можно переписать в следующем виде

−2f(γs)

π

∂M1

∂σxx

− γs(1 + γs)

πσxx

∂M1

∂σxx

− 1

πσxx

M1 = − 1

2π
. (Б.42)

При σxx ≫ 1 решение уравнения (Б.42) можно искать в виде ряда по 1/σxx:

M1 = σxxm1(γs) +m0(γs) + σ−1
xxm−1(γs) + . . . (Б.43)

Подставляя разложение (Б.43) в уравнение (Б.42), находим выражение (2.52) для функции

m1(γs).

Б.5 Усреднение операторов K1 и K2 по U(N) × U(N)-вращениям

В этом приложении представлен вывод результатов для усреднения операторов K1 и K2

по U(N) × U(N)-вращениям.

Корреляционная функция K1

Аналогично выражению (2.80) корреляционная функция K1 может быть выражена через

точные одночастичные функции Грина GR,A(r, r′):

K1(r1, r2, E, ω) =
δ2

π2

〈
ImGR

E+ω(r1, r1) ImGR
E(r2, r2) − ImGR

E+ω(r2, r1) ImGR
E(r1, r2)

〉
.

(Б.44)

Отсюда, стандартным образом (см., например [37]), находим, что

K1 =
ν2

⋆δ
2

4

〈
tr Λα

nQ(r1) tr Λβ
mQ(r2) + tr Λα

nQ(r1)Λ
β
mQ(r2)

〉
. (Б.45)
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Здесь 〈. . . 〉 означает усреднение с действием для нелинейной сигма-модели (2.2) и (2.4).

Пары (n, α) и (m, β) должны быть все разными, так как корреляционная функция

K1(r1, r2, 0, 0) определяется двумя разными состояниями. Как и при выводе выраже-

ния (2.81) предполагалось, что расстояние |r1 − r2| превышает длину свободного пробега

l, так что усредненные функции Грина между любыми двумя разными точками экспонен-

циально малы. С другой стороны, можно считать, что расстояние |r1 − r2| мало с точки

зрения масштабов нелинейной сигма-модели и, как следствие, пространственные аргу-

менты матриц Q в выражении (Б.45) совпадают, так что K1 = (ν2
⋆δ

2/4)〈O+[Q]〉. Здесь,

операторы

O±[Q] = tr Λα
nQ(r1) tr Λβ

mQ(r2) ± tr Λα
nQ(r1)Λ

β
mQ(r2). (Б.46)

Для того, чтобы получить U(N) × U(N) инвариантное выражение для корреляционной

функции K1, необходимо произвести глобальное вращение матрицы Q: Q(r) → U−1Q(r)U ,

где матрица U имеет ненулевые матричные элементы Uα1α3
n1n3

и Uα2α4
n2n4

. Для вычисления

среднего 〈O±[U−1QU ]〉U удобно воспользоваться следующими результатами [430]:

〈(U−1)α1α3
n1n3

Uα5α7
n5n7

〉U = V1δ
α1α7
n1n7

δα3α5
n3n5

, (Б.47)

〈(U−1)α1α3
n1n3

Uα5α7
n5n7

(U−1)α9α11
n9n11

Uα13α15
n13n15

〉U = V1,1

[
δα1α7
n1n7

δα3α5
n3n5

δα9α15
n9n15

δα11α13
n11n13

+ δα1α15
n1n15

δα3α13
n3n13

δα5α11
n5n11

δα7α9
n7n9

]
+

+V2

[
δα1α15
n1n15

δα7α9
n7n9

δα3α5
n3n5

δα11α13
n11n13

+ δα1α7
n1n7

δα9α15
n9n15

δα3α13
n3n13

δα5α11
n5n11

]
, (Б.48)

где коэффициенты V1, V1,1 и V2 даны в таблице 4.4, а δα1α3
n1n3

≡ δn1n3δ
α1α3 . Аналогичные

соотношения выполняются для матричных элементов Uα2α4
n2n4

. Усредение по Uα1α3
n1n3

и Uα2α4
n2n4

выполняется независимо.

Вычисляя среднее 〈O±[U−1QU ]〉U , находим U(N) × U(N) инвариантный результат:

O±[Q] =
2N ± 1

2N2(N ± 1)

{
tr(ΛQ)2 ± (tr ΛQ)2

}
± (2N − 1) ∓ 2N

N(N ± 1)
. (Б.49)

Корреляционная функция K2

Заменяя в выражении (2.81) матрицу Q на U−1QU , получаем, что

K2({rj}, 0, 0, 0, 0) =
ν4

⋆δ
4

16
〈R1[Q] +R2[Q]〉, (Б.50)

где

R1[Q] =
〈
tr
[
Λα

nU
−1Q(r1)UΛβ

mU
−1Q(r4)U

]
tr
[
Λγ

kU
−1Q(r2)UΛσ

l U
−1Q(r3)U

]〉
U
,

R2[Q] =
〈
tr
[
Λα

nU
−1Q(r1)UΛβ

mU
−1Q(r4)UΛγ

kU
−1Q(r2)UΛσ

sU
−1Q(r3)U

]〉
U
.

(Б.51)
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Таблица 4.4: Коэффициенты Vj, необходимые для усреднения по унитарной группе U(N).

V1 = 1
N

,

V1,1 = N
N(N2−1)

, V2 = − 1
N(N2−1)

,

V1,1,1 = N2−2
N(N2−1)(N2−4)

, V2,1 = − N
N(N2−1)(N2−4)

, V3 = 2
N(N2−1)(N2−4)

,

V1,1,1,1 = 6−8N2+N4

N2(N2−1)(N2−4)(N2−9)
, V2,1,1 = N(4−N2)

N2(N2−1)(N2−4)(N2−9)
, V2,2 = 6+N2

N2(N2−1)(N2−4)(N2−9)
,

V3,1 = 2N2−3
N2(N2−1)(N2−4)(N2−9)

, V4 = − 5N
N2(N2−1)(N2−4)(N2−9)

Для вычисления средних от матриц U удобно воспользоваться диаграммной техникой

работы [431]. В результате вычислений получаем, что

R1[Q] =
∑

p=±

{
V2,2(trQp)

4 + (4V4 + 2V2,1,1) trQ2
p(trQp)

2 + (2V2,2 + V1,1,1,1) trQ2
p trQ2

p+

+ 8V3,1 trQ3
p trQp + (4V2,1,1 + 2V4) trQ4

p − 4V1V2,1(trQp)
2 trAp − 4V1V1,1,1 trQ2

p trAp−
− 8V1V2,1 tr(ApQ

2
p) − 8V1V3 trQp trApQp + 2(V 2

1,1 + V 2
2 )(trAp)

2 + 4V1,1V2 trA2
p+

+ V 2
1,1 trQ2

p trQ2
−p + 2V2V1,1 trQ2

p(trQ−p)
2 + V 2

2 (trQp)
2(trQ−p)

2
}
, (Б.52)

и

R2[Q] =
∑

p=±

{
V4(trQp)

4 + (4V3,1 + 2V2,2) trQ2
p(trQp)

2 + 4(V4 + V2,1,1) trQ3
p trQp+

+ (V4 + 2V2,1,1) trQ2
p trQ2

p + (V2,2 + V1,1,1,1 + 4V3,1) trQ4
p − 4V1V3(trQp)

2 trAp−
− 4V1V2,1 trQ2

p trAp − 4V1(V3 + V1,1,1) tr(ApQ
2
p) − 8V1V2,1 trQp trApQp+

+ 2V 2
2 trQp trQ−p trAp + 4V2V1,1 trQp trBp + 2V 2

1,1 trBpQp + 2V1,1V2(trAp)
2+

+ (V 2
1,1 + V 2

2 ) trA2
p

}
. (Б.53)

Здесь

Qp =
1 + pΛ

2
Q

1 + pΛ

2
, Ap =

1 + pΛ

2
Q

1 − pΛ

2
Q

1 + pΛ

2
,

Bp =
1 + pΛ

2
Q

1 − pΛ

2
Q

1 − pΛ

2
Q

1 + pΛ

2
.

(Б.54)

Коэффициенты Vj1,...,jm введены по аналогии с коэффициентами в уравнениях (Б.47) и

(Б.48). Например, Vj1,...,jm возникает при усреднении произведения j = j1 + . . . + jm мат-

ричных элементов матрицы U и j матричных элементов матрицы U−1, как коэффициент
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при вкладе, соответствующем m “циклам” длины j1, . . . jm, соответственно. Используя вы-

ражения для коэффициентов Vj из таблицы 4.4, можно выразить операторы R1 и R2 через

U(N)×U(N) инвариантные операторы (2.85). В результате получается выражение (2.84).

Б.6 Собственные операторы

В этом разделе представлена связь между операторами (2.85) и собственными относи-

тельно ренормализационной группы операторами P4, P3,1, P2,2, P2,1,1, P1,1,1,1, P2, и P1,1.

Для определения явных выражений для собственных операторов удобно использовать

однопетлевую перенормировку операторов методом фонового поля [34, 261, 36]. Для это-

го поле Q разделяется на быструю и медленную (Q0) части (см. (A.1)), затем быстрая

часть раскладывается до второго порядка по W (см. (2.22) с T0 = R = 1), и, наконец,

получившиеся выражения усредняются по W с помощью уравнения (1.13) (в отсутствие

взаимодействия, Γab = 0). В итоге находим

〈Oj[T
−1
0 QT0]〉 → Oj[Q0] −

1

πσ

[
∑

l

AjlOl[Q0] + aj

]
ln
L

l
. (Б.55)

Здесь последовательность операторов Oj соответствует последовательности операторов в

уравнениях (2.85). Коэффициенты Ajl составляют матрицу

A =




4N 0 4 1 0 16N 0

0 4N 4 1/2 2 0 8N2

3 3 4N 0 0 8 16N

8 4 0 4N 0 32 + 16N2 0

0 3 0 0 4N 0 0

0 0 0 0 0 2N 2

0 0 0 0 0 1/2 2N




, (Б.56)

и aj = {0, 0, 0, 0, 0, 8N2, 0}T . Собственные значения матрицы A, равные

ζ = {−6 + 4N,−2 + 4N, 4N, 2 + 4N, 6 + 4N,−1 + 2N, 1 + 2N}, (Б.57)

в точности отвечают аномальным размерностям собственных операторов P4, P3,1, P2,2,

P2,1,1, P1,1,1,1, P2, и P1,1, вычисленных в однопетлевом приближении [34, 36, 258, 259, 260].

Диагонализуя матрицу A как A = VζV−1, собственные операторы можно найти как

Pζ =
∑

s V−1
ζs (Os + as/ζ). Это приводит к следующим явным выражениям для собственных
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операторов:




P4

P3,1

P2,2

P2,1,1

P1,1,1,1

P2

P1,1




=




−1
8

−1
8

1
6

1
32

1
24

(−2+N)2

(−10+4N)
2−8N+3N2

15−6N
2(−2+N)2N2

15−16N+4N2

3
8

−3
8

0 − 3
32

3
8

−3(−2+N)2

(−6+4N)
−3(−2+N2)

(−3+2N)
−6(−2+N)2N2

3−8N+4N2

0 0 −1
3

1
8

1
6

4N3

−1+4N2
8−20N2

−3+12N2
8N4

−1+4N2

−3
8

3
8

0 − 3
32

3
8

−3(2+N)2

6+4N
3(−2+N2)

3+2N
−6N2(2+N)2

3+8N+4N2

1
8

1
8

1
6

1
32

1
24

(2+N)2

10+4N
2+8N+3N2

15+6N
2N2(2+N)2

15+16N+4N2

0 0 0 0 0 −1
4

1
2

2N2

1−2N

0 0 0 0 0 1
4

1
2

2N2

1+2N







O4

O2,1,1

O3,1

O2,2

O1,1,1,1

O2

O1,1

O0




.

(Б.58)

Как видно, операторы O±, определённые в уравнении (Б.49), совпадают с собственны-

ми операторами P1,1 и P2, соответственно.
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В Приложения к главе 3

В.1 Аналитическое продолжение функции K(iωn)

В этом приложении будут представлены детали аналитического продолжения корреляци-

онной функции K(iωn) (ур. (3.36)) на действительные частоты (ур. (3.37)). Выражение

K(iωn) = − g

4π
T
∑

ωm

|ωm + ωn|D(iωm), (В.1)

с помощью соотношений

|ωm| =

∫
dǫ

π

iωm

ǫ+ iωm

, D(iωm) =

∫
dǫ

π

ImDR(ǫ)

ǫ− iωm

, (В.2)

может быть представлено в виде

K(iωn) =
g

4π

∫
dǫ1dǫ2
π2

ǫ2 ImDR(ǫ1)

ǫ1 + ǫ2 + iωn
T
∑

ωm

[
1

ǫ1 − iωm
+

1

ǫ2 + iωm + iωn

]
. (В.3)

Вычисляя стандартную сумму по ωm, находим

K(iωn) =
g

4π

∫
dǫ1dǫ2
π2

ǫ2 ImDR(ǫ1)

ǫ1 − ǫ2 + iωn
[fB(ǫ2) − fB(ǫ1)]. (В.4)

Полученное выражение стандартным образом продолжается на действительные частоты,

что приводит к ур. (3.37).

В.2 Вычисление физических наблюдаемых до второго порядка по

g включительно

В этом приложении будут представлены детали вычисления физических наблюдаемых до

второго порядка по g ≪ 1.

Прямое вычисление корреляционной функции D(iωn) до первого порядка по g даёт

D(iωn) = − th (β∆/2)

iωn − ∆

[
1 − g

π

βY (∆)

sh (β∆)

]
+
g

π
th
β∆

2

∂

∂∆

Y (∆)

iωn − ∆
− g

4π

|ωn|
(iωn − ∆)2

. (В.5)

Этот результат может быть представлен в виде

D(iωn) = − th (β∆̄/2)

γ2
1

1

iωn − ∆̄1

− g

4π

|ωn|
(iωn − ∆)2

, (В.6)

где ∆̄1 = ∆ − gY (∆)/π и γ−2
1 = ∂∆̄1/∂∆. Соответственно для запаздывающей функции

находим, что

DR(ǫ) = − th (β∆̄1/2)

γ2
1

1

ǫ− ∆̄1 + i0+
+

g

4π

iǫ

(ǫ− ∆ + i0+)2
. (В.7)
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С помощью соотношения

Re lim
ω→0

∂KR(ω)

∂ω
= − g

2π2

∫
dǫ ImDR(ǫ)

∂Y (ǫ)

∂ǫ
, Y (ǫ) = T

∑

ωn>0

ωnǫ

ω2
n + ǫ2

, (В.8)

получаем

Re lim
ω→0

∂KR(ω)

∂ω
= − g

2π

th (β∆̄1/2)

γ2
1

∂Y (∆̄1)

∂∆̄1

+
g2

32π2

∂

∂∆

(
∆

∂

∂∆
∆ cth

β∆

2

)
. (В.9)

Используя общее соотношение

∂Q

∂g
=

∂

∂∆

∫
dǫ

2π2
Y (ǫ) ImDR(ǫ), (В.10)

находим, что

∂Q

∂g
=

1

2π

∂

∂∆

[
th (β∆̄1/2)

γ2
1

Y (∆̄1)

]
− g

32π2

∂2

∂∆2

(
∆2 cth

β∆

2

)
. (В.11)

Отсюда получаем выражение для среднего заряда Q справедливое до второго порядка

разложения по g:

Q = k +
1

1 + eβ∆
+

g

2π

∂

∂∆

[
th
β∆

2

(
Y − g

2π

∂Y 2

∂∆
− g

2π

βY 2

sh β∆

)]

− g2

64π2

∂2

∂∆2

(
∆2 cth

β∆

2

)
. (В.12)

Объединяя полученные выше выражения для Q и ReKR(ω), находим выражение второго

порядка для Q:

Q = k +
1

1 + eβ∆̄2
+

g2

64π2
∆
∂2

∂∆

(
∆ cth

β∆

2

)
, (В.13)

где ∆̄2 = ∆− gY (∆̄1)/π представляет перенормированную щель, вычисленную до второго

порядка по g включительно.

Аналогичные вычисления приводят к следующим выражениям для других физических

наблюдаемых:

G =
g

2γ2
1

β∆̄1

sh β∆̄1

− g2

4π2

[
1 +

∂

∂∆

β∆2

2π
Imψ′

(
1 +

iβ∆

2π

)]
, (В.14)

и

Q̃ = k +
1

1 + eβ∆̄2
− g2∆

64π2

∂2

∂∆2

(
∆ cth

β∆

2

)
+

g2

8π3
β∆̄1 th

β∆̄1

2
Imψ′

(
1 +

iβ∆

2π

)
,

G̃ =
g

2γ2
1

th β∆̄1/2

β∆̄1/2
. (В.15)
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Г Приложения к главе 4

Г.1 Преобразование Вея-Нормана-Колоколова

В этом приложении будет продемонстрировано как нелинейное преобразование (4.18) воз-

никает в общем методе Вея-Нормана [406], а также будет вычислен якобиан (4.20) этого

преобразования [411]. Для зависящего от времени гамильтониана H(t) матрица эволюции

U(t), являющаяся решением уравнения

i
dU

dt
= H(t)U(t), U(0) = 1, (Г.1)

может быть представлена в виде произведения k штук экспоненциальных операторов [406].

Число k равно размерности алгебры Ли, которая определяется гамильтонианом H(t). Об-

щий формализм построения оператора эволюции в виде произведения экспоненциальных

операторов известен в литературе как метод Вея-Нормана. В рассматриваемом случае

H(t) = −θ(t)s, а матрица эволюции U(t) есть упорядоченная во времени экспонента (4.17).

Решение уравнения (Г.1) может быть представлено в виде

U(t) = exp(f−(t)s−) exp(fz(t)s
z) exp(f+(t)s+). (Г.2)

Здесь, s± = sx ± isy и sz как раз являются генераторами группы SU(2). Функции f−(t),

fz(t) и f+(t) удовлетворяют системе дифференциальных уравнений

iḟ− = −1

2
θ+ + θzf− +

1

2
θ−f 2

−, iḟz = −θz − θ−f−, iḟ+ = −1

2
θ−e−fz (Г.3)

с начальными условиями f−(0) = fz(0) = f+(0) = 0. Решение системы уравнений (Г.3)

зависит от решения уравнения Риккати (первое уравнение в (Г.3)). Вводя новые функции

κ+(t) = f−(t), κ−(t) = −iḟ+(t) exp[fz(t)] и ρ(t) = −iḟz(t), получаем из (Г.2) представление

Колоколова (4.19) для упорядоченной по времени экспоненты. Начальное условие f−(0) =

0 приводит к условию κ+(0) = 0, а начальные условия fz(0) = f+(0) = 0 выполняются

автоматически для любых κ−(t) и ρ(t).

Для того, чтобы вычислить якобиан преобразования Вея-Нормана-Колоколова, рас-

смотрим его дискретный вариант. Разделим интервал (0, t) на N → ∞ частей длины

∆ → 0 так, что t = N∆. Далее, пусть θj = θ(tj), κ
±
j = κ±(tj) и ρj = ρ(tj), где

tj = j∆ с j = 0, . . . , N . Тогда решение уравнения (Г.1) может быть записано в виде

U(t) =
∏N

j=0 exp(i∆θjs). Отсюда, используя (4.19), находим дискретный вариант преобра-

зования Вея-Нормана-Колоколова (см. (4.18) с p = +):

θ−j = κ−j , θ+
j = −i

κ+
j − κ+

j−1

∆
+ ρj

κ+
j + κ+

j−1

2
− κ+

j−1κ
−
j κ

+
j , θz

j = ρj − κ−j (κ+
j + κ+

j−1). (Г.4)
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Преобразования (Г.4) делаются с учётом начального условия κ+
0 = 0. Якобиан преобразо-

вания (Г.4) равен

JN =

N∏

j=1

(
− i

∆
+
ρj + (κ+

j − κ+
j−1)κ

−
j

2

)
. (Г.5)

В пределе N → ∞ и ∆ → 0 якобиан JN переходит в выражение (4.20).

Г.2 Вывод точных выражений для статистической суммы и тун-

нельной плотности состояний

В этом приложении представлен вывод выражения (4.27) для статистической суммы Z и

выражения (4.36) для корреляционной функции Kα↑↑. При вычислении функциональных

интегралов будем следовать работе [409].

Вывод выражения (4.27) для статистической суммы Z

Для того, чтобы выполнить интегрирование по полям κp
p и κp

−p в выражении (4.23), пред-

ставим его в следующем виде 23:

Z =
∏

p=±

∫
D[ρp, κ

±p
p ]e

− ip
4J

tp
R

0

dt(ρ2
p−4ipκ̇p

pκ−p
p −2Jρp(t))



∏

γ

∮

|zγ |=1

idzγ

2πz2
γ


 e

−P

γ
zγBγ(t+,t−)

. (Г.6)

Теперь интеграл по полям κ±p
p в правой части уравнения (Г.6) становится гауссовым. Для

его вычисления рассмотрим двухточечную корреляционную функцию

〈κq
p(tp)κ

s
p(t)〉0 ≡

∫
D[κ±p

p ]κq
p(tp)κ

s
p(t)e

−
tp
R

0

dtκ̇p
pκ−p

p /J

∫
D[κ±p

p ]e
−

tp
R

0

dtκ̇p
pκ−p

p /J

, (Г.7)

где q, s = ±p. Для её нахождения разобъём интервал (0, tp) на N → ∞ частей длины

∆ = tp/N → 0 так, что tj = j∆, где j = 0, . . . , N . Тогда получаем (t = n∆):

〈κp
p,Nκ

−p
p,n〉0 =

(∏N
j=1

∫
dκp

p,jdκ
−p
p,j ]
)
κp

p,Nκ
−p
p,ne

−κ
p
pΓ

−1κ
−p
p

(∏N
j=1

∫
dκp

p,jdκ
−p
p,j ]
)
e−κ

p
pΓ

−1κ
−p
p

, (Г.8)

23Здесь используется следующее тождество x = −
∮
|z|=1

dz e−zx/(2πiz2).
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где κ±p
p,j = κ±p

p (tj), κ±p
p = (κ±p

p,0, . . . , κ
±p
p,N), а матрица Γ имеет треугольный вид 24:

Γ = J




1 1 1 . . . 1

0 1 1 . . . 1

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 1



. (Г.9)

Обращая матрицу Γ, находим, что

〈κp
p(tp)κ

−p
p (t)〉0 = JΘ(tp − t), (Г.10)

где функция Хевисайда Θ(x) определена так, что Θ(0) = 1. Остальные двухточечные

функции равны нулю. С помощью выражения (Г.10) можно показать, что для произволь-

ной функции f(t) и неотрицательного k выполняется соотношение:

〈
κp

p(tp)

tp∫

0

dt f(t)κ−p
p (t)




k〉

0

=

∫
dκpdκ̄p e

−|κp|2/J
(
κp

tp∫
0

dt f(t)κ̄p

)k

∫
dκpdκ̄p e−|κp|2/J

. (Г.11)

Таким образом, функциональный интеграл


∏

p=±

∫
D[κ±p

p ]e
−

tp
R

0

dtκ̇p
pκ−p

p /J


 exp

{
v
∏

p=±
e

ip
2

tp
R

0

dtρ̃p(t)[
ipκ̃p

p(tp) −
t−p∫

0

dt κ̃p
−p(t)e

ip
t

R

0

dt′ρ̃−p(t′)]
}
,

(Г.12)

который необходимо вычислить, может быть заменён на обычный интеграл по комплекс-

ным переменным κp и κ̄p, соответствующим κp
p и κ−p

p :

[
∏

p=±

∫
dκpdκ

∗
p

π
e−|κp|2/J

]
exp

{
v
∏

p=±
e

ip
2

tp
R

0

dtρ̃p(t)[
ipeibtpκp − κ∗

−p

t−p∫

0

dt e
ip

t
R

0

dt′ρ−p(t′)]
}
. (Г.13)

Интегрируя по переменным κp и κ̄p в выражении (Г.13), получаем

J2

[
1 + iJv


∏

p=±
e

ip
2

tp
R

0

dtρp



(
∑

p=±
pe

ipb
2

(t+−t−)

tp∫

0

dt e
−ip

t
R

0

dt′ρp(t′)
)]−1

. (Г.14)

24Здесь используется тот факт, что κp
p удовлетворяет начальному условию κp

p,0 = 0.
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Отсюда находим, что выражение (Г.6) может быть записано в виде:

Z = J2


∏

p=±

∫
D[ρp]e

− ip
4J

tp
R

0

dtρ2
p+ ip

2

tp
R

0

dtρp(t)






∏

γ

∮

|zγ |=1

idzγ

2πz2
γ


 e

−w−2v cos

[
1
2

P

p=±

tp
R

0

dtρ̃p(t)

]

×

×
∞∫

0

dy e−y exp

[
−iJy


∏

p=±
e

ip
2

tp
R

0

dtρp




v
∑

p=±
pe

ipb
2

(t+−t−)

tp∫

0

dt e
−ip

t
R

0

dt′ρp(t′)



]
, (Г.15)

где

w =
∑

γ

zγ

[
1 + e−2iǫ̃γ(t+−t−)

]
, v =

∑

γ

zγe
−iǫ̃γ(t+−t−). (Г.16)

Для того, чтобы преобразовать уравнение (Г.15) к более стандартной форме, удобно ввести

новые переменные

ξp(t) = ip

t∫

0

dt′ρp(t
′) + ξp(0). (Г.17)

Здесь ξp(0) – произвольная константа. Тогда величина Z может быть записана как

Z = J2



∏

γ

∮

|zγ |=1

idzγ

2πz2
γ




∞∫

0

dy e−y−w

[
∏

p=±

∫
D[ξp] exp


ip

tp∫

0

dtLp +
ξp(tp) − ξp(0)

2



]
×

× exp

{
−2v ch

(
∑

p=±

p

2
[ξp(tp) − ξp(0) − ibtp]

)}
. (Г.18)

Функциональный интеграл по ξp в выражении (Г.18) имеет вид интеграла Фейнмана-Каца,

причём величина

Lp =
1

4J
ξ̇2
p − Jyv

(
∏

q=±
e

ξq(tq)+pqξq(0)+ipbqtq

2

)
e−ξp (Г.19)

играет роль лагранжиана. Удобно перейти от переменных ξp к новым переменным

ξ̃p(t) = ξp(t) −
1

2

∑

q=±
[ξq(tq) + pqξq(0) + ipbqtq] . (Г.20)

Тогда выражение для величины Z примет такой же вид как выражение (Г.18) с учётом

следующих замен: ξp(tp) → ξ̃p(tp), ξp(0) → ξ̃p(0), Lp → L̃p, где

L̃p =
1

4J
˙̃ξ2
p −

J

4
e−ξ̃p . (Г.21)

Заметим, что новые переменные ξ̃p не зависят от неопределённых констант ξp(0) и удовле-

творяют следующим условиям
∑

p=±
ξ̃p(tp) + 2 ln 4yv = 0,

∑

p=±
p[ξ̃p(0) + ibtp] = 0. (Г.22)
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Ниже для краткости будем опускать знак тильды у новых переменных ξ̃p. Переписывая

выражение (Г.18) через матричные элементы одномерной квантовой механики с гамиль-

тонианом

HJ = −J ∂2

∂ξ2
+
J

4
e−ξ, (Г.23)

получаем

Z =



∏

γ

∮

|zγ |=1

idzγ

2πz2
γ




∞∫

0

J2dy

4yv
e−y−w

(
∏

p=±

∫
dξpdξ

′
p e

−ξ′p/2

)
δ

(
∑

p=±
ξp + 2 ln 4yv

)
×

×δ
(
∑

p=±
p[ξ′p + ibtp]

)
e−2v ch [(ξ+−ξ−)/2]〈ξ+|e−iHJ t+ |ξ′+〉〈ξ′−|eiHJ t−|ξ−〉. (Г.24)

Собственные функции и энергии гамильтониана HJ параметризуются действительным

числом ν:

〈ν|ξ〉 =
2

π

√
ν sh (2πν)K2iν(e

−ξ/2), HJ |ν〉 = Jν2|ν〉, (Г.25)

где K2iν(z) – функция Мак-Дональда. Интегрируя в начале по y, а затем с помощью

соотношения (см. формулу 6.794.11 на стр. 794 в [429])

∞∫

0

dν ν sh (2πν)K2iν(e
−ξ+/2)K2iν(e

−ξ−/2)K2iν(2v) =
π2

16
e−

1
4v

e−
ξ++ξ−

2 −2v ch
ξ+−ξ−

2 (Г.26)

интегрируя по ξp, находим

Z =
2J2

π2



∏

γ

∮

|zγ |=1

idzγ

2πz2
γ



e−w

v

∞∫

0

dν ν sh (2πν)K2iν(2v)

(
∏

p=±

∫
dξ′p e

−ξ′p/2K2iν(e
−ξ′p/2)

)
×

×δ
(
∑

p=±
p[ξ′p + ibtp]

)
e−iJν2(t+−t−). (Г.27)

С помощью соотношения (см. формулу 6.521.3 на стр. 658 в [429])

∞∫

0

dx xKν(ax)Kν(bx) =
π(ab)−ν(a2ν − b2ν)

2 sin(πν)(a2 − b2)
, (Г.28)

можно вычислить интеграл по ξ′+ и ξ′−. Далее, используя следующее интегральное пред-

ставление для функции Мак-Дональда

K2iν(2d) =
1

2

∞∫

−∞

dh e−2d ch h+2iνh, (Г.29)
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можно вычислить интеграл по переменной ν. Наконец, интегрируя по переменным zγ,

находим

Z =

√
J3

2
√
πβ

e−βb2/4J

∞∫

−∞

dh sh (h)
sh (bh/J)

sh (βb/2)
e−h2/βJ

∏

γ,σ

(
1 + e−βǫ̃γ−hσ

)
. (Г.30)

В процессе вычислений величины Z были опущены нормировочные множители, за-

висящие от J и β. Для того, чтобы их восстановить, выражение (Г.30) можно срав-

нить с ответами, вычисленными непосредственно в случае только одного или двух од-

ночастичных уровней энергии. Можно убедиться, что необходимо сделать такую замену:

Z → (2/J2) exp(−βJ/4)Z, что приводит к выражению (4.27).

Вывод выражения (4.36) для корреляционной функции Kα↑↑

Из-за того, что величина Cα↑↑ не зависит от переменных κ±p
p , интегрирование по ним в

выражении (4.21) для корреляционной функции Kα↑↑ выполняется так же как выше для

Z. Тогда получаем, что

Kα↑↑ = J2


∏

p=±

∫
D[ρp]e

− ip
4J

tp
R

0

dtρ2
p+ ip

2

tp
R

0

dtρp(t)






∏

γ 6=α

∮

|zγ |=1

idzγ

2πz2
γ


 e

−wα−2vα cos

[
1
2

P

p=±

tp
R

0

dtρ̃p(t)

]

×

×
∞∫

0

dy e−y exp

[
−iJy


∏

p=±
e

ip
2

tp
R

0

dtρp




v
∑

p=±
pe

ipb
2

(t+−t−)

tp∫

0

dt e
−ip

t
R

0

dt′ρp(t′)



]
×

× e−2iǫ̃αt+
∑

p=±
eiǫ̃αtpe

ip
2

tp
R

0

dtρ̃p(t)
, (Г.31)

где

wα =
∑

γ 6=α

zγ(1 + e−2iǫ̃γ(t+−t−)), vα =
∑

γ 6=α

zγe
−iǫ̃γ(t+−t−). (Г.32)

Как и раньше, удобно перейти от переменных ρp к переменным ξ̃p и записать выражение

для Kα↑↑ в следующем виде:

Kα↑↑=



∏

γ 6=α

∮

|zγ |=1

idzγ

2πz2
γ




∞∫

0

J2dy

4yvα

e−y−wα−2iǫ̃αt+

(
∏

p=±

∫
dξpdξ

′
pe

−ξ′p/2

)(
∑

p=±
eiǫ̃αtpe−

ibtp
2 e

ξp−ξ′p
2

)
×

×δ(ξ+ + ξ− + 2 ln 4yvα) δ

(
∑

p=±
p[ξ′p + ibtp]

)
e−2vα ch

ξ+−ξ−
2 〈ξ+|e−iHJ t+ |ξ′+〉〈ξ′−|eiHJ t− |ξ−〉. (Г.33)
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Интегрируя по y и затем с помощью соотношения (Г.26) по ξp, получаем

Kα↑↑ = e−2iǫ̃αt+



∏

γ 6=α

∮

|zγ |=1

idzγ

2πz2
γ




J2

2vα
e−wα

∞∫

0

dνK2iν(2vα)
∑

p=±

[
eiǫ̃α↓tpeipJν2t−p×

×
∫
dν1e

−ipJν2
1tp〈ν|eξ/2|ν1〉Qνν1

(
e

ipb(t+−t−)

4

)]
, (Г.34)

где

Qνν1(z) =
8z

π2
[νν1 sh (2πν) sh (2πν1)]

1/2

∞∫

0

dη η2K2iν(η/z)K2iν1(zη). (Г.35)

Вычисляя интеграл (см. формулу 6.576.4 на стр. 676 в [429]), находим, что

Qνν1(z)=
z−2−4iν

2
2F1

(
3

2
+ iν + iν1,

3

2
+ iν − iν1, 3; 1 − 1

z4

) ∏

σ,σ′=±
Γ

(
3

2
+ iσν + iσ′ν1

)
. (Г.36)

Далее вычисление матричного элемента 〈ν|eξ/2|ν1〉 с помощью следующего соотношения

для функций Мак-Дональда

1

η
K2iν(η) =

1

4iν
[K2iν+1(η) −K2iν−1(η)] , (Г.37)

даёт

〈ν|eξ/2|ν1〉 =
1

4


〈ν − i/2|ν1〉√

ν(ν − i
2
)

+
〈ν + i/2|ν1〉√
ν(ν + i

2
)


 . (Г.38)

Используя выражения (Г.36) и (Г.38), а также представление (Г.29) для функции Мак-

Дональда, можно вычислить интеграл по ν и ν1 в (Г.31) и получить выражение (4.36).

Г.3 Корреляционная функция C(h1, h2)

В этом приложении представлен вывод ассимптотических результатов (4.54) для корре-

ляционной функции (4.53), а также результата (4.62).

Одночастичая плотность состояний ν0(E) имеет негауссову статистику. Однако, функ-

ция V (h) является гауссовой случайной величиной [417], так как определяется большим

числом (max{|h|, T}/δ ≫ 1) одночастичных уровней энергии. Напомним, что двухто-

чечная корреляционная функция одночастичной плотности состояний имеет следующий

вид [417]

〈δν0(E)δν0(E + ω)〉 =
1

δ2

[
δ
(ω
δ

)
− RU/O

(πω
δ

)]
, (Г.39)
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где функция R(x) для унитарного и ортогонального классов симметрии равна соответ-

ственно:

RU(x) =
sin2 x

x2
, RO(x) =

sin2 x

x2
+

(
d

dx

sin x

x

) ∞∫

x

sin t

t
dt. (Г.40)

Используя уравнения (4.51) и (Г.39), получаем 25

C(h1, h2) = T 2

∫
dEdω

δ2
RU/O

(
πTω

δ

){
ln

[
1 +

sh 2(h1

2
)

ch 2(E
2
)

]
ln

[
1 +

sh 2(h2

2
)

ch 2(E
2
)

]
−

− ln

[
1 +

sh 2(h1

2
)

ch 2(E+ω/2
2

)

]
ln

[
1 +

sh 2(h2

2
)

ch 2(E−ω/2
2

)

]}
. (Г.41)

Если определить функции Cnm(h1, h2) = dn+mC(h1, h2)/(d
nh1d

mh2) с целыми n,m > 1, то

тогда можно проверить, что выполняется соотношение

C11(h1, h2) = L2(h1 + h2) − L2(h1 − h2). (Г.42)

Здесь функция L2(h) определена как

L2(h) = 16T 2 sh 2h

2

∞∫

0

dω

δ2
RU/O

(
2πTω

δ

)[ h
2
cth h

2
− 1

chh− 1
−

h
2
cth h

2
− ω cthω

chh− ch 2ω

]
. (Г.43)

Используя условия C(h1, h2) = C(h2, h1) и C(h, 0) = 0, можно получить уравнение (4.53),

в котором функция L(h) связана с L2(h) соотношением L2(h) = L′′(h).

Для оценки функции L2(h) при T ≫ δ можно использовать асимптотическое выраже-

ние функции RU/O(x) при больших значениях аргумента: RU/O(x) = 1/βx2 при x ≫ 1.

Тогда для T ≫ δ находим, что

L2(h) =
4 sh 2(h/2)

βπ2

∞∫

0

dω

ω2

[
h
2
cth h

2
− 1

ch h− 1
−

h
2
cth h

2
− ω cthω

ch h− ch 2ω

]
. (Г.44)

При |h| ≪ 1 правую часть уравнения (Г.44) можно разложить в ряд по h и найти

L2(h) =
c3h

2

2βπ2
, (Г.45)

где численная константа c3 определена выражением (4.55). Отсюда, интегрируя два раза

по h, получаем выражение (4.54).

25При выводе используется соотношение
∫∞

−∞
RU/O(x)dx = π.
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При |h| ≫ 1 выражение (Г.44) можно переписать в следующем виде

L2(h) ≈
2 sh 2(h/2)

βπ2

{ 1∫

0

dω

ω2

[ |h| − 2

2 sh 2(h/2)
− |h| − 2ω cthω

ch (h)

]
+

|h|/2∫

1

dω

ω2

[ |h| − 2

2 sh 2(h/2)
−

− 2
|h| − 2ω cthω
e|h| − e2ω

]
+

∞∫

|h|/2

dω

ω2

[ |h| − 2

2 sh 2(h/2)
− 2

|h| − 2ω

e|h| − e2ω

]}
≈ 2

βπ2
ln

|h|ec2

2
, (Г.46)

где численная константа c2 определена в уравнении (2.103). Отсюда, после интегрирования

по h получается асимптотическое выражение (4.54) для функции L(h) при |h| ≫ 1.

Выражение (4.60) означает, что квадрат флуктуаций расстояния между одночастичны-

ми уровнями энергии ∆ может быть представлен в виде: (∆ − δ)2/δ2 = C22(0, 0)δ2/(4T 2).

Как следует из уравнений (Г.42) и (Г.45), величина C22(0, 0) = 2c3/βπ
2. Отсюда получа-

ется соотношение (4.62).

Г.4 Вычисление средней спиновой восприимчивости χ(T, 0) в об-

ласти IIa

В этом приложении приведены детали вычисления средней спиновой восприимчивости

χ(T, 0) в нулевом магнитном поле в главном логарифмическом приближении, которое учи-

тывает члены с наибольшей степенью ln 2J⋆/T в каждом порядке разложения по 1/(βπ2).

Определим величину Ξ10(x, y) = ∂Ξ(x, y)/∂x. Тогда при δ ≪ T ≪ J⋆, что соответствует

условию y ≫ 1, имеет место следующее приближенное равенство:

χ(T, 0) ≈ (J⋆/J)2

3T

d

dy
ln Ξ10(0, y). (Г.47)

Для вычисления среднего ln Ξ10(0, y) удобно использовать метод реплик. Для произволь-

ного натурального числа n получаем следующее соотношение

[
Ξ10(0, y)

]n
= y

3n
2 e

ny
4

n∏

j=1

[∫
duj

2
e−u2

j

(
1 +

2uj√
y

)]
exp

[
1

2

n∑

j,k=1

C
(y

2
+
√
yuj,

y

2
+
√
yuk

)]
. (Г.48)

Предполагая, что главный вклад в интеграл в выражении (Г.48) определяется областью

|uj| ≪
√
y, можно разложить двухточечную корреляционную функцию (4.53) в ряд по

степеням переменных uj и uk. Тогда получим, что

C
(y

2
+
√
yuj,

y

2
+
√
yuk

)
≈ y2 ln 2

βπ2
+

1 − a

n
(u2

j + u2
k) + 2bujuk +

c

n
(uj + uk)+

+
y

2βπ2
(uj − uk)

2 ln(uj − uk)
2. (Г.49)
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Здесь для удобства введены следующие обозначения:

a = 1 +
ny

2βπ2

(
ln

y

16
+ 3
)
, b =

y

2βπ2

(
ln y + 3

)
, c =

2ny3/2

βπ2
ln 2. (Г.50)

Последний член в выражении (Г.49) может быть формально представлен как вклад от

независимой гауссовой переменной v(u) = v(−u) с корреляционной функцией

v(uj)v(uk) =
y

2βπ2
(uj − uk)

2 ln(uj − uk)
2. (Г.51)

Тогда выражение (Г.48) можно переписать как

[
Ξ10(0, y)

]n
= y

3n
2 e

ny
4

+ n2y2 ln 2

2βπ2

n∏

j=1

[∫
duj

2
e−au2

j+cuj

(
1 +

2uj√
y

)]
eb(

Pn
j=1 uj)

2
n∏

j=1

ev(uj). (Г.52)

Здесь последний сомножитель в правой части необходимо усреднить с помощью выраже-

ния (Г.51). Вводя новую переменную z, выражение (Г.52) можно представить в виде

[
Ξ10(0, y)

]n
= y

3n
2 e

ny
4

+ n2y2 ln 2

2βπ2

∫
dz√
π
e−z2

n∏

j=1

[∫
duj

2
e−au2

j+(c+2z
√

b)uj

(
1+

2uj√
y

)] n∏

j=1

ev(uj). (Г.53)

Заметим, что типичные значения переменных uj, дающие главный вклад в интегралы в

правой части уравнения (Г.53), оказываются порядка (c+2z
√
b)/a. Поэтому удобно ввести

новые переменные xj = uj − (c+ 2z
√
b)/2a. При выполнении условия |c+ 2z

√
b|/2a≪ √

y

пределы интегрирования для переменных xj остаются такими же как и для переменных

uj. Учитывая тот факт, что корреляционная функция (Г.51) трансляционно инвариантна,

находим 26

[
Ξ10(0, y)

]n
=
πn/2y3n/2en(y+c2/(a−nb))/4

2na(n−1)/2(a− nb)1/2
e

n2y2 ln 2

2βπ2

∫
dz√
π
e−z2

(
1 − 2z

√
b(a− nb) + c

√
a

(a− nb)
√
ay

)n

×

×
(∫

dx√
π
e−x2+v(x/

√
a)

)n

. (Г.54)

Отсюда в пределе n→ 0 получаем, что

ln Ξ10(0, y) =
y

4

[
1 +

1

βπ2

(
ln y + 3

)]
+ ln X +

∫
dz√
π
e−z2

ln
[
1 + z

√
2 ln y/(βπ2)

]
, (Г.55)

где

X =

∫
du√
π
e−u2+v(u). (Г.56)

26При выводе было учтено, что функция v(x) является чётной.
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Как уже обсуждалось выше, интеграл по z в уравнении (Г.55) ограничен условием

|z|
√

ln y/(βπ2) ≪ 1. В этом случае типичное значение переменной z, которое даёт ос-

новной вклад в интеграл, оказывается порядка единицы. Поэтому, наше предположение

оказывается самосогласованным, если
√

ln y/(βπ2) ≪ 1. В этом случае интеграл по z

в уравнении (Г.55) оказывается пропорциональным величине ln y/βπ2 ≪ 1 и им можно

пренебречь по сравнению с первым членом.

Вычисление величины ln X в низшем порядке разложения по параметру y/(βπ2) даёт

ln X = cx1
y

βπ2
+ . . . , cx1 = (ln 2 + γ − 2)/4 ≈ −0.18. (Г.57)

Подставляя это выражение в уравнение (Г.55), получаем выражение (4.67). В следующем

порядке разложения по параметру y/(βπ2) находим

ln X = cx1
y

βπ2
+ cx2

(
y

βπ2

)2

+ . . . , (Г.58)

где

cx2 = −3

8
ln2
(
2eγ−7/3

)
− 3π2

32
+

19

24
+

∞∫

−∞

dudv

4π
√

3
e−2(u2+uv+v2)/3 u2 ln(u2) v2 ln(v2) ≈ −0.039.

(Г.59)

Выражение (Г.58) показывает, что, строго говоря, результат (4.67) справедлив при выпол-

нении условия 1 ≪ y ≪ βπ2.

Г.5 Асимптотическое выражение для функции F(x, y) при y ≫ 1

В этом приложении представлен вывод асимпотического выражения (4.91) для функции

F(x, y) при y ≫ 1. Будем считать, что выполняется условие (2n + 1) 6 |x| < (2n + 3), где

целое число n > 0. Тогда функция F(x, y) может быть записана в виде:

F(x, y) =
1

2
e−y/4eyx/2e−yx2/4

{
F̃(x, y) + 2

n∑

m=0

(−1)m exp

[
y
(|x| − (2m+ 1))2

4

]}
. (Г.60)

Здесь функция F̃(x, y) определена как

F̃(x, y) =

∞∫

−∞

dt e−yt2 ch (πt) cos(πx/2)

sh 2(πt) + cos2(πx/2)
, (Г.61)

и для любого целого числа k удовлетворяет соотношениям F̃(x + 2k, y) = (−1)|k|F̃(x, y) и

F̃(2k + 1, y) = (−1)|k|. При y ≫ 1 находим

F̃(x, y) =
sgn[cos(πx/2)]

y1/4
√

cos(πx/2)
exp

(
y cos2(πx/2)

2π2

)
W− 1

4
, 1
4

(
y cos2(πx/2)

π2

)
, (Г.62)
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где Wλ,µ(z) обозначает функцию Уиттекера. Учитывая, что функция Уиттекера

W−1/4,1/4(z) связана с функцией ошибок следующим соотношением:

W− 1
4
, 1
4
(z) =

√
πz1/4ez/2

[
1 − erf(

√
z)
]
, (Г.63)

находим при y ≫ 1, что

F̃(x, y) = sgn[cos(πx/2)] exp

(
y cos2(πx/2)

π2

)[
1 − erf

(√
y| cos(πx/2)|

π

)]
. (Г.64)

Используя уравнения (Г.60) и (Г.64), получаем асимптотическое выражение (4.91).
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[15] K. Jüngling, R. Oppermann, Effects of spin interactions in disordered electronic systems:

Loop expansions and exact relations among local gauge invariant models, Z. Phys. B 38,

93 (1980).

[16] A. J. McKane, M. Stone, Localization as an alternative to Goldstone’s theorem, Ann.

Phys. (N.Y.) 131, 36 (1981).

[17] К. Б. Эфетов, Метод суперсимметрии в теории локализации, ЖЭТФ 82, 872 (1982).

[18] В. Л. Березинский, Кинетика квантовой частицы в одномерном случайном потен-

циале, ЖЭТФ 65, 1251 (1973).

[19] P. A. Lee, T. V. Ramakrishnan, Disordered electronic systems, Rev. Mod. Phys. 57, 287

(1985).

[20] K. B. Efetov, Supersymmetry and theory of disordered metals, Adv. Phys. 32, 53 (1983);

Supersymmetry in Disorder and Chaos, (Cambridge University Press, 1997).

[21] E. P. Wigner, On a Class of Analytic Functions from the Quantum Theory of Collisions,

Ann. Math. 53, 36 (1951).

[22] F. J. Dyson, Statistical Theory of the Energy Levels of Complex Systems. I, J. Math.

Phys. 3, 140 (1962).

[23] F. J. Dyson, The Threefold Way. Algebraic Structure of Symmetry Groups and Ensembles

in Quantum Mechanics, J. Math. Phys. 3, 1199 (1962).

[24] M. R. Zirnbauer, Riemannian symmetric superspaces and their origin in random-matrix

theory, J. Math. Phys. 37, 4986 (1996).

[25] A. Altland, M. R. Zirnbauer, Nonstandard symmetry classes in mesoscopic normal-

superconducting hybrid structures, Phys. Rev. B 55, 1142 (1997).

[26] P. Heinzner, A. Huckleberry, M. R. Zirnbauer, Symmetry Classes of Disordered Fermions,

Commun. Math. Phys. 257, 725 (2005).
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[239] R. A. Römer, Ch. Sohrmann, Hartree-Fock interactions in the integer quantum Hall effect,

Phys. Stat. Sol. (b) 245, 336 (2008).

[240] S.-R. E. Yang, A. H. MacDoanld, B. Huckestein, Interactions, localization, and the integer

quantum Hall effect, Phys. Rev. Lett. 74, 3229 (1995).

[241] V. M. Apalkov, M. E. Raikh, Interplay of short-range interactions and quantum

interference near the integer quantum Hall transition, Phys. Rev. B 68, 195312 (2003).

[242] Z. Wang, M. P. A. Fisher, S. M. Girvin, J. T. Chalker, Short-range interactions and

scaling near integer quantum Hall transitions, Phys. Rev. B 61, 8326 (2000).

248



[243] S. S. Murzin, A. G. M. Jansen, I. Claus, Topological oscillations of the

magnetoconductance in disordered GaAs layers, Phys. Rev. Lett. 92, 016802 (2004); S. S.

Murzin, A. G. M. Jansen, Murzin and Janssen reply, Phys. Rev. Lett. 95, 189702 (2005).

[244] М. И. Монастырский, Топология калибровочных полей и конденсированных сред,

Москва: ПАИМС, 1995.

[245] A. M. M. Pruisken, I. S. Burmistrov, The instanton vacuum of generalized CPN−1 models,

Ann. of Phys. (N.Y.) 316, 285 (2005).

[246] W. Pauli, F. Villars, On the invariant regularization in relativistic quantum theory, Rev.

Mod. Phys. 21, 434 (1949).

[247] A. M. M. Pruisken, I. S. Burmistrov, θ renormalization, electron-electron interactions and

super universality in the quantum Hall regime, Ann. of Phys. (N.Y.) 322, 1265 (2007).

[248] T. R. Morris, D. A. Ross, C. T. Sachrajda, Higher-order quantum corrections in the

presence of an instanton background field, Nucl Phys. B 255, 115 (1985).

[249] T. R. Morris, D. A. Ross, C. T. Sachrajda, Instanton calculus and the β- function in

supersymmetric Yang-Mills theories, Phys. Lett. B 158, 223 (1985).

[250] T. R. Morris, D. A. Ross, C. T. Sachrajda, Instantons and the renormalisation group in

supersymmetric Yang-Mills theories, Nucl. Phys. B 264, 111 (1986).

[251] T. R. Morris, D. A. Ross, C. T. Sachrajda, Instantons, the beta-function and

renormalisation scheme dependence, Phys. Lett. B 172, 40 (1986).

[252] A. M. M. Pruisken, I. S. Burmistrov, Non-Fermi liquid criticality and super universality

in the quantum Hall regime, Письма в ЖЭТФ 87, 252 (2008).

[253] K. Slevin, T. Ohtsuki, Critical exponent for the quantum Hall transition, Phys. Rev. B

80, 041304 (2009).

[254] A. M. M. Pruisken, I. S. Burmistrov, Comment on “Scaling in plateau-plateau transition:

A direct connection of quantum Hall systems with Anderson localization model”,

http://arxiv.org/abs/0907.0356 .

[255] E. Abrahams, P.W. Anderson, P.A. Lee, T.V. Ramakrishnan, Quasiparticle lifetime in

disordered two-dimensional metals, Phys. Rev. B 24, 6783 (1981).

249



[256] I. S. Burmistrov, S. Bera, F. Evers, I. V. Gornyi, A. D. Mirlin, Wave function

multifractality and dephasing at metal-insulator and quantum Hall transitions, Ann. of

Phys. (N.Y) 326, 1457 (2011).

[257] S. Helgason, Groups and geometric analysis (Integral Geometry, Invariant Differential

Operators and Spherical Functions), (American Mathematical Society, 2000).
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[427] E. Coronado, A. Ribera, J. Garćia-Mart́inez, N. Linares, L. M. Liz-Marzán, Synthesis,

characterization and magnetism of monodispersed water soluble palladium nanoparticles,

J. Mater. Chem. 18, 5682 (2008).

[428] G. Usaj, H. U. Baranger, Anisotropy in ferromagnetic nanoparticles: Level-to-level

fluctuations of a collective effect, Europhys. Lett. 72, 110 (2005).

[429] I. S. Gradsteyn, I. M. Ryzhik, Table of integrals, series, and products, Academic Press

(2000).

[430] P. A. Mello, Averages on the unitary group and applications to the problem of disordered

conductors, J. Phys. A 23, 4061 (1990).

[431] P. W. Brouwer, C. W. J. Beenakker, Diagrammatic method of integration over the unitary

group, with applications to quantum transport in mesoscopic systems, J. Math. Phys. 37,

4904 (1996).

263


