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Введение

Актуальность темы.

Двумерные электронные структуры остаются в течение долгого времени

объектом интенсивных исследований как экспериментальных, так и теорети-

ческих. Устойчивый интерес к двумерным электронным структурам обуслав-

ливается в значительной мере благодаря их разнообразному и эффективному

применению в микроэлектронике [1]. К концу семидесятых годов казалось,

что все явления в двумерных электронных структурах хорошо изучены с

экспериментальной точки зрения и поняты теоретически [2]. Однако вскоре

был открыт целочисленный квантовый эффект Холла [3], за который в 1985

году К. фон Клитцингу была присуждена Нобелевская премия по физике [5].

Позже был измерен дробный квантовый эффект Холла [4], за который Р.

Лафлин, Х. Стормер и Д. Цуи получили в 1998 году Нобелевскую премию по

физике [5, 7, 8]. Открытие этих новых фундаментальных явлений – кванто-

вого эффекта Холла, целочисленного и дробного, – привело к интенсивному

исследованию свойств двумерных электронных структур в сильных магнит-

ных полях [9, 10].

В 1999 году было открыто явление сильной анизотропии магнитосопротив-

ления в высококачественных двумерных электронных структурах при доста-

точно низких температурах и в относительно слабом магнитном поле [11, 12].

Оно состоит в том, что сопротивления Rxx и Ryy, измеренные при факто-

рах заполнения ν = 9
2
, 11

2
, 13

2
, 15

2
, 17

2
и температурах ниже 100mK , могут от-

личаться друг от друга на два порядка по величине. Позже было найдено,
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что направления осей ме́ньшего и бо́льшого сопротивлений связаны с кри-

сталлическими осями в гетероструктуре, причем приложенное параллельно

двумерному слою магнитное поле может взаимно поменять оси ме́ньшего и

бо́льшого сопротивлений [13, 14, 15, 16]. Активное экспериментальное иссле-

дование транспортных свойств в высококачественных двумерных электрон-

ных структурах при достаточно низких температурах и в относительно сла-

бом магнитном поле продолжается до сих пор [17]. Обнаружение в 2002 году

явления обращения в нуль магнитосопротивления в высококачественных дву-

мерных электронных структурах, облучаемых миллиметроволновым излуче-

нием, в слабом магнитном поле [18, 19] показывает, что до сих пор двумерные

электронные структуры, особенно в магнитном поле, остаются актуальным

объектом для изучения.

Явления целочисленного и дробного квантового эффекта Холла – это

проявление наличия как беспорядка (случайный потенциал), так и вза-

имодействия электронов между собой. Долгое время влиянием электрон-

электронного взаимодействия на свойства двумерных электронов в слабом

магнитном поле пренебрегалось. Создание последовательной теории, учиты-

вающей наличие электрон-электронного взаимодействия, для случая слабого

магнитного поля было начато в работах [20, 21, 22, 23], которые однако

рассматривали двумерные электроны без случайного потенциала. Открытие

явления сильной анизотропии магнитосопротивления двумерных электро-

нов на высоких уровнях Ландау привело к пониманию важности электрон-

электронного взаимодействия в этой ситуации. При этом только в нескольких

работах были сделаны попытки учета наличия случайного потенциала [17].

Однако последовательная теория, описывающая систему двумерных элек-

тронов на высоких уровнях Ландау, которая бы учитывала как электрон-

электронное взаимодействие, так и наличие беспорядка не была построена.

Целью работы являлось:
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1. Создание эффективной теории для описания низкоэнергетической дина-

мики взаимодействующих двумерных электронов в случайном потенци-

але и в слабом магнитном поле, когда заполнено много уровне Ландау.

В частности, вычисление эффективного взаимодействия между электро-

нами на последнем из заполненных уровней Ландау.

2. Исследование влияния беспорядка на фазовую диаграмму взаимодей-

ствующих двумерных электронов, находящихся в слабом магнитном по-

ле.

3. Вычисление тензора проводимости взаимодействующих двумерных

электронов на последнем из заполненных уровне Ландау при половин-

ном заполнении ниже температуры перехода в состояние однонаправлен-

ной волны зарядовой плотности.

Научная новизна работы заключается в следующих оригинальных ре-

зультатах, которые выносятся на защиту:

1. Построена теория, позволяющая описывать динамику взаимодействую-

щих двумерных электронов, находящихся в случайном потенциале и в

слабом магнитном поле, когда заполнено много уровней Ландау, через

эффективное действие только для электронов на последнем из заполнен-

ных уровне Ландау. В рамках этой теории вычислены g-фактор, спектр

и величина затухания спиновых возбуждений, а также исследована тун-

нельная аномалия.

2. Вычислено разложение свободной энергии взаимодействующих двумер-

ных электронов, находящихся в слабом магнитном поле и в случайном

потенциале, по параметру порядка состояния волны зарядовой плотно-

сти. Найдена фазовая диаграмма системы. Показано, что наличие слу-

чайного потенциала существенно ограничивает область существования
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состояний волны зарядовой плотности.

3. Показано, что существование однонаправленной волны зарядовой плот-

ности на высоком уровне Ландау, заполненном на половину, приводит

к анизотропии тензора проводимости. В рамках разложения по пара-

метру порядка найдено, что анизотропная часть тензора проводимости

появляется сразу при T = Tc и пропорциональна отклонению темпера-

туры от критической. Учет флуктуаций параметра порядка приводит к

размытию этого резкого перехода, т.е. тензор проводимости становится

анизотропным еще при температурах выше Tc.

Структура диссертации такова:

В главе 1 строится теория для описания взаимодействующих двумерных

электронов, находящихся в случайном потенциале и в слабом магнитном по-

ле, в терминах эффективной теории для электронов на последнем из запол-

ненных уровней Ландау, но с перенормированными взаимодействием и хими-

ческим потенциалом. Вычисляются поправки к g-фактору и спектру спино-

вых возбуждений из-за уширения уровней Ландау случайным потенциалом.

Показывается, что рассеяние на примесях приводит к появлению конечно-

го времени жизни спиновых возбуждений. Также обсуждается туннельная

аномалия.

В главе 2 предложен метод аналитического вычисления разложения сво-

бодной энергии взаимодействующих двумерных электронов в случайном по-

тенциале и в слабом магнитном поле по параметру порядка состояния волны

зарядовой плотности. Выписано разложение Ландау до четвертого порядка,

с помощью которого исследована фазовая диаграмма системы. Показывает-

ся, что если ширина уровня Ландау становится больше определенного пре-

дельного значения, которое тем не менее гораздо меньше расстояния между

уровнями, то состояние волны зарядовой плотности образоваться не может
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даже при нулевой температуре.

В главе 3 вычисляется тензор проводимости взаимодействующих двумер-

ных электронов на высоком уровне Ландау, заполненном на половину. Пока-

зывается, что ниже температуры фазового перехода второго рода в состояние

однонаправленной волны зарядовой плотности тензор проводимости стано-

вится анизотропным, причем вблизи линии фазового перехода анизотропная

часть оказывается пропорциональной отклонению температуры от критиче-

ской. Также изучаются флуктуационные поправки к проводимости вблизи

температуры фазового перехода.
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Глава 1

Неупорядоченная двумерная

электронная жидкость в слабом

магнитном поле

1.1 Введение

При исследовании системы двумерных электронов в случайном потенциале в

присутствие магнитного поля H наличие электрон-электронного взаимодей-

ствия долгое время не принималось во внимание [2]. Однако выяснилось, что

учет электрон-электронного взаимодействия необходим для объяснения ши-

рокого класса явлений в двумерных неупорядоченных системах как без маг-

нитного поля так и в магнитном поле [24, 25]. В присутствие сильного магнит-

ного поля (режим квантового эффекта Холла) последовательная теория, опи-

сывающая двумерные электроны в случайном потенциале с учетом взаимо-

действия между ними, строится, но еще далека от завершения [26, 27, 28, 29].

Первоначально изучение системы в промежуточном магнитном поле, ко-

гда заполнены несколько уровней Ландау, производилось в предположении,

что циклотронная частота ωH = eH/m ≫ e2/(εlH), где e обозначает заряд

электрона, m его эффективную массу, ε диэлектрическую проницаемость ге-

тероструктуры, а lH = 1/
√
mωH магнитную длину 1 . Это позволяло не учи-

1Заметим, что используется система единиц, в которой ~ = 1, c = 1 и kB = 1.
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тывать влияния других уровней Ландау на данный [30, 31, 32]. В дальнейшем

взаимодействие электронов на одном уровне Ландау с электронами на других

уровнях Ландау было учтено с помощью теории возмущений по параметру

e2/(εlHωH) [33, 34]. В действительности, в слабом магнитном поле характер-

ная кулоновская энергия e2/(εlH) превосходит циклотронную частоту ωH . В

работе [35] был рассмотрен случай промежуточных магнитных полей, когда

фактор заполнения ν > 1, и в приближении случайных фаз [36] численно

были найдены эффективные масса и g-фактор.

Значительный прогресс в описании взаимодействующих двумерных элек-

тронов в слабом магнитном поле (фактор заполнения ν ≫ 1) был достигнут

Алейнером и Глазманом, которые, используя разложение по малому парамет-

ру ν−1 ≪ 1, вывели эффективную теорию для низкоэнергетических возбуж-

дений на последнем из заполненных уровне Ландау [20]. Этот подход позволя-

ет строить описание системы, рассматривая только электроны на последнем

из заполненных уровней Ландау, но с перенормированными взаимодействием

и химическим потенциалом. Однако, в работе [20] не учитывалось наличие

случайного потенциала, который кроме влияния на динамику электронов на

последнем из заполненных уровне Ландау меняет эффективные взаимодей-

ствие и химический потенциал.

В этой главе мы выведем эффективную теорию для низкоэнергетических

возбуждений на последнем из заполненных уровней Ландау с учетом наличия

в двумерной системе случайного потенциала (раздел 1.2). В разделе 1.4 с

помощью построенной эффективной теории мы изучим влияние примесей на

обменное усиление g-фактора, а также на спектр и время жизни спиновых

волн. Туннелирование электрона на высокий уровень Ландау, заполненный

на половину, будет рассмотрено в разделе 1.5.
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1.2 Вывод эффективного действия

1.2.1 Введение

Рассмотрим систему двумерных взаимодействующих электронов в случай-

ном потенциале, помещенную в перпендикулярное магнитное поле H. Будем

предполагать, что магнитное поле слабое, т.е электроны занимают

N = [ν/2] ≫ 1 (1.1)

уровней Ландау, при этом последний из них заполнен частично 2 .

В отсутствие электрон-электронного взаимодействия примеси, располо-

женные в объеме около слоя двумерных электронов, представляют единствен-

ный механизм для уширения уровней Ландау. В эксперименте примеси могут

находится довольно далеко от слоя двумерных электронов [2, 9]. В такой си-

туации двумерная электронная система находится в трехмерном случайном

потенциале V (3D)
dis (r, z) так, что электрон, локализованный в гетероструктуре,

знает о примесях, расположенных на расстояниях много больше, чем толщина

z0 двумерного электронного газа. Как известно [37, 38], наличие случайного

потенциала, создаваемого примесями, приводит к полному снятию вырожде-

ния уровня Ландау, если число примесей Nimp превышает число состояний

на уровне Ландау

nLS < Nimp. (1.2)

Здесь nL = 1/2πl2H , а S – площадь двумерного электронного слоя. Однако,

если примесей так много, что выполняется условие

Nimp
z0

D
≫ nLS, (1.3)

где D обозначает толщину гетероструктуры в направлении перпендикуляр-

ном двумерному слою (ось z), задача может быть сведена к эффективно-

му случайному потенциалу Vdis(r), зависящему только от двумерного векто-

ра r [39, 40]. При этом эффективная концентрация примесей равна nimp ≃
2Напомним, что [x] означает целую часть x.
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Nimpz0/SD. Везде ниже будем предполагать, что условие (1.3) выполняется,

и рассматривать случайный потенциал как “двумерный”. При этом, так как

примесей много, то можно считать, что случайный потенциал имеет гауссово

распределение.

Важной характеристикой случайного потенциала является длина корре-

ляции d. В слабом магнитном поле, когда число занятых уровней Ландау

N ≫ 1, естественно считать, что магнитная длина lH ∝
√
N много больше

длины корреляции случайного потенциала, т.е.

d ≪ lH . (1.4)

Выполнение условий (1.1), (1.3) и (1.4) позволяет рассматривать случайный

потенциал в рамках самосогласованного борновского приближения 3 [42, 43].

Для простоты ниже будем рассматривать предельный случай неравенства

(1.4), когда d→ 0, т.е. дельта-коррелированный случайный потенциал

〈Vdis(r)Vdis(r
′

)〉 = gδ(r − r
′

), (1.5)

где g связано с длинной рассеяния на примеси a [44]. Как известно [41], в само-

согласованном борновском приближении полуширина уровня Ландау 1/(2τ)

равна
1

2τ
=

√
gnL. (1.6)

В дальнейшем будем рассматривать случай слабого беспорядка, когда полу-

ширина уровня Ландау много меньше расстояния между ними,

1

2τ
≪ ωH . (1.7)

Заметим, что условие (1.3) накладывает на величину ширины уровня Ландау

ограничение снизу
|a|
z0
ωH ≪ 1

2τ
, (1.8)

3Укажем, что впервые оно было использовано для задачи о неупорядоченных электронах в магнитном

поле в работе [41].
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которое совместно с условием (1.7) в силу z0 ≫ |a|.
Безразмерный параметр, характеризующий силу кулоновского взаимодей-

ствия между электронами, в отсутствие магнитного поля имеет вид

rs =

√
2e2

εvF
, (1.9)

где vF обозначает скорость Ферми. Как это будет видно из дальнейшего, в

присутствии магнитного поля удобно определить rs как

rs =

√
2e2

εRcωH
, (1.10)

где Rc = lH
√
ν обозначает циклотронный радиус. Будем предполагать, что

электрон-электронное взаимодействие относительно слабо, т.е.

rs ≪ 1. (1.11)

Это условие позволяет работать в приближении случайных фаз [36]. Стоит

отметить, что в обычных гетероструктурах параметр rs ∼ 1, однако извест-

но, что расчеты для случая rs ≪ 1 дают хорошую оценку и для rs ∼ 1.

Также будем считать, что число занятых уровней Ландау достаточно вели-

ко, а именно, выполняется условие,

Nrs ≫ 1. (1.12)

Это условие эквивалентно тому, что циклотронный радиус Rc много больше

боровского радиуса aB = ε/me2, т.е. Rc ≫ aB.

Как будет показано ниже (см. раздел 1.3.3), наличие электрон-

электронного взаимодействия приводит к дополнительному ограничению

снизу для ширины уровня Ландау

ωH

N
ln
√

2rsN ≪ 1

2τ
, (1.13)

которое не противоречит условию (1.7), если

N ≫ ln
√

2rsN. (1.14)
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1.2.2 Действие

Рассматриваемая система имеет следующую статистическую сумму, записан-

ную через функциональный интеграл,

Z =

∫
D[ψ, ψ]

∫
D[Vdis]P [Vdis(r)] expS[ψ, ψ, Vdis] (1.15)

с действием

S =

Nr∑

α=1

1/T∫

0

d τ

∫
d r
[
ψα,σ(r, τ)

(
−∂τ + µ−H0 − Vdis(r)

)
ψα,σ(r, τ) (1.16)

−1

2

∫
d r′ψα,σ(r, τ)ψα,σ(r, τ)U0(r, r′)ψα,σ′(r′, τ)ψα,σ′

(r′, τ)
]
.

Здесь ψα,σ и ψα,σ грассмановы переменные, определенные на интервале

τ ∈ [0, 1/T ] в мнимом времени с антипериодическими граничными услови-

ями ψα,σ(r, 1/T ) = −ψα,σ(r, 0). Символ µ обозначает химический потенциал

системы, а σ, σ′ = ±1 – спиновые индексы. Гамильтониан

H0 =
1

2m
(−i∇− eA)2 (1.17)

описывает электрон в перпендикулярном магнитном поле H = ǫab∂aAb.

Случайный потенциал Vdis(r) предполагается дельта-коррелированным,

что соответствует следующей функции распределения

P [Vdis(r)] =
1√
2πg

exp

(
− 1

2g

∫
d r V 2

dis(r)
)
, (1.18)

где величина g связана с временем свободного пробега τ0 и с термодинами-

ческой плотностью состояний ρ в отсутствие магнитного поля как

g =
1

2πρτ0
. (1.19)

Для вычисления среднего 〈lnZ〉 по случайному потенциалу Vdis(r) для

систем с взаимодействием существует всего два метода: техника Келды-

ша [45, 46, 47] и метод реплик [48, 25]. В данном случае удобно использо-

вать метод реплик, в котором вычисляется среднее 〈ZNr〉 для произвольного

16



натурального Nr, а затем используется соотношение

〈lnZ〉 = lim
Nr→0

〈ZNr〉 − 1

Nr
. (1.20)

Суммирование по α от 1 до Nr в действии (1.16) как раз и служит для того,

чтобы рассматривать Nr копий (реплик) системы.

Как оказывается, в данном случае представление Матцубары более удоб-

но, чем представление в мнимом времени [44]. Поэтому сделаем преобразова-

ние Фурье от мнимого времени к матцубаровским частотам ωn = πT (2n+1),

где n – целое. Соответственно,

ψα,σ(r, τ) =
√
T

∞∑

n=−∞
ψα,σ

ωn (r)eiωnτ , ψα,σ(r, τ) =
√
T

∞∑

n=−∞
ψα,σ

ωn
(r)e−iωnτ .

(1.21)

В дальнейшем мы будем опускать пределы в суммах по частотам и репликам

системы. В представлении Матцубары действие (1.16) становится равным

S =

∫
d r
∑

α,ωn

[
ψα,σ

ωn (r)
(
iωn + µ−H0 − Vdis(r)

)
ψα,σ

ωn
(r) − T

2

∑

ωm,νl

∫
d r′ψα,σ

ωn (r)

×ψα,σ
ωn−νl

(r)U0(r, r′)ψ
α,σ′

ωm (r′)ψα,σ′

ωm+νl
(r′)
]
, (1.22)

где νl = 2πT l – бозонная матцубаровская частота.

На этом этапе пренебрегается зеемановским членом в действии (1.22) из-за

малости g-фактора. Тем не менее, зеемановский член будет учтен в эффек-

тивном действии после интегрирования по быстрым переменным. Для упро-

щения записи будем объединять спиновый индекс с репличным там, где это

удобно.

1.2.3 Плазмонное поле и усреднение по случайному потенциалу

Член с взаимодействием в действии (1.22) содержит четыре фермионных по-

ля. Произведем преобразование Хаббарда – Стратоновича [49], вводя допол-

нительное интегрирование по бозонному полю λα
νn

(r). С помощью этого поля,
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которое принято называть плазмонным, член с взаимодействием в (1.22) пе-

репишется в виде
∫

D[λ] exp

[
−T

2

∫
d rd r′λ†(r)U−1

0 (r, r′)λ(r′) + iT

∫
d rψ†(r)λ̂(r)ψ(r)

]
,

(1.23)

где U−1
0 обозначает оператор обратный U0. Здесь используется матричная

запись в пространстве реплик и частот

ψ†(· · · )ψ =

α,β∑

ωn,ωm

ψα
ωn

(· · · )αβ
nmψ

β
ωm
, λ†(· · · )λ =

α∑

νn

λα
−νn

(· · · )λα
νn

(1.24)

Величины со “шляпкой” определены как

ẑ =

α∑

νn

zα
νn
Iα
n , (1.25)

причем матрицы

(Iα
n )βγ

kl = δαβδαγδk−l,n (1.26)

представляют собой генераторы U(1) калибровочных преобразований. Мера

в функциональном интеграле (1.23) выбрана таким образом, что интеграл

равен единице когда фермионные поля ψ† и ψ формально равны нулю.

Вычисление статистической суммы (1.15) удобно начать с интегрирования

по случайному потенциалу Vdis(r). Это приводит к появлению в действии

следующего четверичного члена

g

2

∫
d r

αβ∑

ωnωm

ψα
ωn

(r)ψα
ωn

(r)ψβ
ωm(r)ψβ

ωm
(r). (1.27)

Член (1.27) тоже может быть преобразован с помощью преобразования Хаб-

барда – Стратоновича [49]. Следуя работе [50], вводим дополнительное инте-

грирование по эрмитовому матричному полю Qαβ
nm(r)

∫
D[Q] exp

∫
d r
[
− 1

2g
trQ2(r) + iψ†(r)Q(r)ψ(r)

]
. (1.28)

Символ tr обозначает след по матцубаровским частотам, репличным и спино-

вым индексам. Мера в функциональном интеграле (1.28) определена также
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как и в функциональном интеграле (1.23), т.е. интеграл (1.28) равен единице

когда фермионные поля ψ† и ψ формально равны нулю.

Таким образом, статистическая сумма (1.15) становится равной

Z =

∫
D[ψ, ψ, λ,Q] expS[ψ, ψ, λ,Q], (1.29)

S = − 1

2g

∫
d r trQ2 − T

2

∫
d rd r′λ†(r)U−1

0 (r, r′)λ(r′) (1.30)

+

∫
d rψ†(r)

(
iω + µ−H0 + iT λ̂+ iQ

)
ψ(r).

Здесь введена матрица ω, которая является единичной матрицей в репличном

пространстве, тогда как в пространстве матцубаровских частот она содержит

частоты ωn на диагоналях,

(ω)αβ
nm = ωnδnmδ

αβ. (1.31)

1.2.4 Выделение N-ого уровня Ландау

Фермионные поля ψ† и ψ содержат компоненты всех уровней Ландау. Для

того, чтобы проинтегрировать по всем фермионным степеням свободы не

принадлежащим N -ому уровню Ландау, разделим их на два вида. Первые

принадлежат N -ому уровню Ландау

Ψ(r) =
∑

k

ψNkφNk(r), Ψ†(r) =
∑

k

ψ†
NkφNk(r), (1.32)

а вторые всем остальным уровням

Φ(r) =
∑

p 6=N,k

ψpkφpk(r), Φ†(r) =
∑

p 6=N,k

ψ†
pkφpk(r). (1.33)

Здесь φpk(r) – это собственные функции гамильтониана H0, индекс p =

0, 1, ..., N, ... нумерует уровни Ландау с энергиями ǫp = ωH(p+ 1/2), а k обо-

значает псевдомомент. Соответственно, введем два типа функций Грина [44]:

для N -ого уровня Ландау

G(r, r′;Q, λ) =
∑

k,k′

φ∗Nk(r)GNk,Nk′(Q, λ)φNk′(r′), (1.34)
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и для всех остальных уровней

G̃(r, r′;Q, λ) =
∑

p,p′ 6=N

∑

k,k′

φ∗pk(r)Gpk,p′k′(Q, λ)φp′k′(r′), (1.35)

где функция Грина для полей ψpk и ψ†
p′k′ задается следующим соотношением

(G−1)pk,p′k′ = (iω + µ− ǫp)δpp′δkk′ + iT λ̂pk,p′k′ + iQpk,p′k′, (1.36)

причем матричные элементы определены как

fpk,p′k′ =

∫
d rφ∗p′k′(r)f(r)φpk(r). (1.37)

Действие (1.30) квадратично по фермионным полям ψ† и ψ, а значит, оче-

видно, оно квадратично и по полям Φ† и Φ, поэтому удобно сразу проинте-

грировать по ним. Тогда получаем следующий результат

S = −
∫
d r tr ln G̃− g

2

∫
d r trQ2 +

∫
d rΨ†

[
iω + µ−H0 + iT λ̂+ iQ

]
Ψ

−T
2

∫
d rd r′λ†U−1

0 λ+

∫
d rd r′Ψ†[Q+ T λ̂]G̃[Q+ T λ̂]Ψ. (1.38)

Здесь и ниже пространственные индексы опущены для краткости. Отметим,

что последний член в (1.38) появляется из-за взаимодействия электронов на

N -ом уровне Ландау с электронами на других уровнях.

1.2.5 Перевальное решение для поля Q в отсутствие плазмонного

поля λα
νn

(r)

Вернемся назад к действию (1.30), которое в отсутствие плазмонного поля

λα
νn

(r) принимает простой вид

S = − 1

2g

∫
d r trQ2 +

∫
d rψ†(r) (iω + µ−H0 + iQ)ψ(r). (1.39)

Это действие имеет следующее перевальное решение для матричного поля

Q(r) при нулевой температуре (ωn → 0) [50]

Qsp = V −1PspV. (1.40)
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Здесь постоянная унитарная матрица V описывает глобальные повороты, от-

носительно которых действие (1.39) инвариантно при ω = 0, а матрица Psp

удовлетворяет уравнению

Psp = ig
[
G0(r, r) + G̃0(r, r)

]
, (1.41)

причем функции Грина G0 и G̃0 определены через G и G̃ как

G0(r, r′) = G(r, r′;Psp, 0), G̃0(r, r′) = G̃(r, r′;Psp, 0). (1.42)

Отметим, что уравнение (1.41) совпадает с уравнением на собственноэнерге-

тическую часть в самосогласованном борновском приближении [41]. Решение

уравнения (1.41) может быть записано в виде

(Psp)
αβ
nm =

sgnωn

2τ
δnmδ

αβ, (1.43)

где в рассматриваемом случае слабого магнитного поля (ωHτ ≫ 1) величина

1/(2τ) имеет вид [41]
1

2τ
=

√
gnL. (1.44)

В связи со структурой перевального решения (1.41) для поля Q, его удобно

разделить на поперечную V и продольную P компоненты,

Q(r) = V −1(r)P (r)V (r). (1.45)

Продольная компонента P (r) имеет блок-диагональную структуру в матцу-

баровском пространстве, т.е. Pαβ
nm ∝ Θ(nm), где Θ(x) – функция Хевисай-

да [51]. Поперечная компонента V (r) отвечает локальному унитарному вра-

щению. Хорошо известно, что флуктуации поля V (r) описывают взаимодей-

ствие диффузных мод [50], которое приводит к появлению, так называемых,

слаболокализационных поправок к проводимости (максимально пересекаю-

щиеся диаграммы) [52]. Однако, для рассматриваемой ситуации слабого маг-

нитного поля эти поправки оказываются порядка lnN/N ≪ 1 и могут не

учитываться. Поэтому в дальнейшем будем полагать V (r) = 1.
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1.2.6 Сдвиг перевального решения плазмонным полем λα
νn

(r)

Наличие плазмонного поля λα
νn

(r) в действии (1.30) приводит к сдвигу пере-

вального решения (1.41) для поля P (r). Для того, чтобы учесть этот факт,

удобно представить поле P (r), как P (r) = Psp + δP (r), где отличие δP (r) от

нуля и учитывает влияние плазмонного поля. Предположение о выполнении

условий rs ≪ 1, Nrs ≫ 1 и 1/2τ ≫ (ωH/N) ln
√

2rsN позволяет выполнять

функциональное интегрирование в (1.29) по плазмонному полю λα
νn

(r) толь-

ко в квадратичном приближении. Разлагая действие (1.38) по плазмонному

полю до второго порядка, получаем, что

S =

∫
d rΨ†

[
G−1

0 + iT λ̂+ iδP
]

Ψ− T

2

∫
d rd r′λ†U−1

0 λ+S1 +S2 +S3, (1.46)

где

S1 = − 1

2g

∫
d r tr(Psp + δP )2 +

∫
d r tr ln

[
G̃−1

0 + iδP
]
. (1.47)

Следующий член имеет вид

S2 = iT

∫
d r tr λ̂G̃0 + T

∫
d rd r′ tr λ̂G̃0δPG̃0 +

1

2

∫
d rd r′ tr λ̂G̃0λ̂G̃0

+

∫
d rd r′ tr[δP + T λ̂]G̃0[δP + T λ̂]G0, (1.48)

Последний член в (1.46) равен

S3 =

∫
d rd r′

{
Ψ†[δP + T λ̂]G̃0[δP + T λ̂]Ψ − tr[δP + T λ̂]G̃0[δP + T λ̂]G0

}
,

(1.49)

и, как оказывается, определяет перенормировку термодинамического и хи-

мического потенциалов (см. Раз. 1.7). Отметим, что в уравнениях (1.48) и

(1.49) точные функции Грина G̃ и G были заменены на перевальные G̃0 и

G0, так как учет их отличия друг от друга приводит к членам более высоких

степеней Nr, а потому обращающихся в нуль в репличном пределе Nr → 0.

Часть S2 действия (1.46) содержит члены как линейные так и квадратич-

ные по плазмонному полю. Член квадратичный по плазмонному полю имеет
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вид

−T
2

2

∫
d rd r′ tr λ̂π0λ̂. (1.50)

Здесь поляризационный оператор π0 является матрицей, причем

trAπ0B =

αβ∑

νnωm

Aαβ
m+n,m(r)πωm

0 (νn; r, r′)B
βα
m,m+n(r

′), (1.51)

и определяется следующем уравнением

πωm

0 (νn; r, r′) = −2
(
G̃ωm+νn

0 (r, r′)G̃ωm

0 (r′, r) + G̃ωm+νn

0 (r, r′)Gωm

0 (r′, r) (1.52)

+Gωm+νn

0 (r, r′)G̃ωm

0 (r′, r)
)
.

Линейный по плазмонному полю член описывает его взаимодействие с полем

δP , которое, так как мы работаем в квадратичном приближении, приводит к

−T
∫
d rd r′ tr λ̂π0δP → T 2

2

〈(∫
d rd r′ tr λ̂π0δP

)2
〉

δP

. (1.53)

Символ 〈· · · 〉δP обозначает усреднение по полю δP , которое достаточно вы-

полнить в квадратичном приближении. Функция Грина полей δP , знание ко-

торой для этого необходимо, определяется квадратичными по полю δP чле-

нами в S1 и S2 и имеет вид

〈δPαβ
m1m2

(q)δP γδ
m3m4

(−q)〉 =
gδm1m4

δm2m3
δαδδβγΘ(m1m3)

1 + gπ
ωm1

0 (ωm3
− ωm1

; q)
− 2

1 − Θ(m1m3)

π2ρ2

(1.54)

× gδm1m2
δαβ

1 + gπ
ωm1

0 (0; q)

gδm3m4
δδγ

1 + gπ
ωm3

0 (0; q)
.

Заметим, что после разделения матричного поля Q на блок-диагональную

эрмитову матрицу P и унитарную V , мера функционального интеграла в

(1.29) становится D[Q] = D[V ]D[δP ]I[δP ], причем якобиан преобразования

I[δP ], определяемый как [51, 54]

ln I[δP ] = − 1

(πρ)2

∫
d r

αβ∑

ωnωm

[1 − Θ(nm)] δPαα
nn (r)δP ββ

mm(r), (1.55)
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приводит к появлению второго члена в выражении (1.54). Отметим, что

функция Грина для продольных флуктуаций (1.54) оказывается аналогич-

ной функции Грина для продольных флуктуаций в ранее рассматривавшей-

ся задаче о поведении свободных электронов в перпендикулярном магнитном

поле [51].

Используя выражение (1.54) для функции Грина поля δP , получаем сле-

дующий результат

Z =

∫
D[Ψ,Ψ, δP, λ]I[δP ] expS, S = −Ω0

T
+ SN + Sλ + Sµ. (1.56)

Здесь термодинамический потенциал невзаимодействующих электронов на

полностью заполненных уровнях Ландау с учетом наличия примесей равен

Ω0 = −T
∫
d r tr ln

[
G̃−1

0 + iδP
]
. (1.57)

Член

SN = − 1

2g

∫
d r tr(Psp + δP )2 +

∫
d rΨ†

[
G−1

0 + iT λ̂+ iδP
]

Ψ (1.58)

описывает электроны на N -ом уровне Ландау, взаимодействующие с плаз-

монным полем λα
νn

(r) и полем δP . Член Sλ описывает экранирование куло-

новского взаимодействия из-за влияния электронов с других уровней Ландау

Sλ = iT

∫
d r tr G̃0(r, r)λ̂(r) − T

2

∫
dq

(2π)2

α∑

νn

λα
−νn

(q)U−1
0 (q)ε(νn, q)λ

α
νn

(−q)

(1.59)

с помощью эффективной диэлектрической проницаемости

ε(νn, q) = 1 + U0(q)Π(νn, q), (1.60)

которая определяется через поляризационный оператор

Π(νn, q) = T
∑

ωm

πωm

0 (νn, q)

[
1 − gΘ(n(n+m))πωm

0 (νn, q)

1 + gπωm

0 (νn, q)

]
(1.61)

+
4Tδn,0

π2ρ2

∑

ωkωm

g[1 − Θ(km)]πωm

0 (0, q)

1 + gπωm

0 (0, q)

gπωk

0 (0, q)

1 + gπωk

0 (0, q)
.

Последний член Sµ в действии (1.56) содержит члены, которые перенорми-

руют химический и термодинамический потенциалы системы (см. Раз. 1.7).
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1.2.7 Эффективное действие

Теперь, в выражении (1.56) можно проинтегрировать по плазмонному полю

λα
νn

(r). После интегрирования получается эффективное действие для элек-

тронов на N -ом уровне Ландау, которое является основным результатом этой

главы,

Z =

∫
D[Ψ,Ψ, Q] expSeff [Ψ,Ψ, Q], (1.62)

Seff = −Ω

T
+

∫
d rΨ†(r) [iω + µ̃−H + iQ] Ψ(r) − 1

2g

∫
d r trQ2(r) (1.63)

−T
2

∫
d rd r′

α∑

ωmωkνn

Ψα,σ
ωm (r)Ψα,σ

ωm+νn
(r)Uscr(r − r′)Ψα,σ′

ωk (r′)Ψα,σ′

ωk−νn
(r′)

+
g0ωH

2

∫
d r

α∑

ωm

σΨα,σ
ωm (r)Ψα,σ

ωm
(r).

Здесь также добавлен Зеемановский член. Фурье-образ экранированного по-

тенциала взаимодействия

Uscr(q) =
U0(q)

ε(q)
(1.64)

определяется статической эффективной диэлектрической проницаемостью

ε(q) ≡ ε(0, q). Вообще говоря, низкоэнергетические свойства системы долж-

ны описываться с помощью запаздывающего взаимодействия (см. действие

(1.56)). Однако, приближение его в эффективном действии мгновенным вза-

имодействием оказывается оправданным [20]. Это связано с тем, что перехо-

ды между уровнями Ландау имеют характерное время ω−1
H тогда как харак-

терный масштаб энергии в эффективном действии порядка ∆ex ≪ ωH (см.

Раз. 1.4).

Также отметим, что результат (1.64) для эффективного взаимодействия

соответствует приближению случайных фаз [36]. Диаграмма, которая соот-

ветствует результату (1.64) в стандартной крестовой технике, представлена

на Рис. 1.1.
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Рис. 1.1: Уравнение для экраннированного взаимодействия (жирная волнистая линия).

Тонкая волнистая линия обозначает затравочное кулоновское взаимодействие, сплошная

линия обозначает функцию Грина G̃0, а заштрихованный блок – это лестница из примес-

ных линий.

Термодинамический потенциал Ω в действии (1.63) равен

Ω = Ω0 + ∆Ω, (1.65)

где ∆Ω содержит обменную и корреляционную поправки с учетом примесей.

Эти поправки по структуре эквивалентны обменным и корреляционнуым по-

правкам к энергии основного состояния чистой электронной жидкости [2]

∆Ω = −T
2

∫
d2r
∑

νn

∫
dq

(2π)2
ln ε(νn,q). (1.66)

Химический потенциал µ̃ в действии (1.63) может быть записан как

µ̃ = µ+ δµ, (1.67)

где поправка δµ равна

δµ = 2πl2HT
∑

n

∫
d rG̃ωn

0 (0, ~r)PN(0, r)Uscr(νn, r) (1.68)

и содержит поправки аналогичные обменным и корреляционнуым поправкам

в чистой электронной жидкости [20]. Величина Uscr(νn, r) есть Фурье преоб-
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разование от величины U0(q)/ε(νn,q), а

PN (r1, r2) =
∑

k

φ∗Nk(r2)φNk(r1) = nL exp

(
i
(y1 − y2)(x1 + x2)

2l2H

)
(1.69)

× exp

(
−|r1 − r2|2

4l2H

)
LN

( |r1 − r2|2
2l2H

)

представляет собой проекционный оператор на N -ый уровень Ландау. Здесь

LN(x) обозначает полином Лагерра. Заметим, что поправки к термодина-

мическому и химическому потенциалу также содержат члены, которые не

выписаны выше, так как они малы по параметру (ωHτ)
−1 ≪ 1 (см. Раз. 1.7).

Интегрирование по плазмонному полю было проведено в квадратичном

приближении. Это может быть оправдано, только если флуктуации плаз-

монного поля малы. Поведение флуктуаций на больших и малых расстояни-

ях различно, поэтому мы рассмотрим их отдельно. На больших расстояниях

r ≫ Rc, только дипольные переходы между ближайшими уровнями Ландау

возможны. Поэтому флуктуации плазмонного поля на больших расстояни-

ях малы, если выполняются условия Nrs ≫ 1 и 1/2τ ≫ (ωH/N) ln
√

2rsN .

Первое условие физически означает, что характерный масштаб флуктуаций

R2
c/aB должен быть много больше циклотронного радиуса Rc. На малых рас-

стояниях r ≪ Rc становятся возможными переходы между далекими уров-

нями Ландау. Флуктуации плазмонного поля малы в этом случае, если вы-

полняется стандартное условие rs ≪ 1, позволяющее применять теорию воз-

мущений к кулоновскому взаимодействию.

1.3 Экранированное взаимодействие, химический и тер-

модинамический потенциалы

Результаты предыдущего раздела позволяют найти основную физическую

величину, которая влияет на динамику электронов на N -ом уровне Ландау,

— экранированное электрон-электронное взаимодействие Uscr(r). Оно полно-
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стью определяется эффективной диэлектрической проницаемостью ε(q). Две

другие величины входящие в эффективное действие (1.63) — это химический

и термодинамический потенциалы.

1.3.1 Экранированное взаимодействие

Основной эффект от электронов на полностью заполненных нижних уровнях

Ландау – это экранирование взаимодействия между электронами на послед-

нем уровне Ландау. Это экранирование определяется эффективной диэлек-

трической проницаемостью ε(q). Согласно уравнению (1.61) для поляризаци-

онного оператора Π(νn, q), эффективная диэлектрическая проницаемость мо-

жет быть вычислена при произвольном значении параметра (ωHτ)
−1. Однако,

случай малого примесного уширения уровня Ландау представляет наиболь-

ший интерес с физической точки зрения. В пределе (ωHτ)
−1 ≪ 1 выражение

для эффективной диэлектрической проницаемости существенно упрощается

ε(q) = 1 +
2πe2

q
T
∑

ωn

πωn

0 (0, q), ωHτ ≫ 1. (1.70)

Вычисление эффективной диэлектрической проницаемости представлено в

Раз. 1.8. Результат может быть записан как

ε(q) = 1 +
2

qaB

(
1 − π

6τωH

)(
1 − J 2

0 (qRc)
)
, (1.71)

где J0(x) обозначает функцию Бесселя первого рода. Выражение (1.71) для

эффективной диэлектрической проницаемости является одним из главных

результатов этой главы. Мы видим, что примеси уменьшают эффект экра-

нирования. Можно ожидать, что при примесном уширении уровня Ландау

τ−1 ∼ ωH эффект экранирования пропадет, в связи с исчезновением смысла

вообще говорить об отдельных уровнях Ландау.

Заметим, что асимптотические выражения (в областях qRc ≪ 1 и qRc ≫ 1)

для эффективной диэлектрической проницаемости ε(q) в чистом случае
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Рис. 1.2: Экранированное взаимодействие Uscr(r) в единицах e2/aB как функция r/aB при

значении параметра Rc/aB = 3. Для сравнения показана зависимость затравочного куло-

новского взаимодействия (точечная линия).

(τ−1 = 0) были впервые получены Кукушкиным, Мешковым и Тимофее-

вым [42]. Общее выражение для эффективной диэлектрической проницаемо-

сти в чистом случае было получено Алейнером и Глазманом [20]. Асимптоти-

ческое поведение эффективной диэлектрической проницаемости может быть

получено из простых физических соображений, что в области qRc ≪ 1 пове-

дение определяется дипольными переходами между ближайшими уровнями

Ландау, а в области qRc ≫ 1 стандартным приближением Томаса-Ферми [55].

Однако в случае наличия слабого беспорядка такое простое рассмотрение

проведено быть не может и единственный способ определить эффективную

диэлектрическую проницаемость – это вывести эффективное действие (1.63).

Согласно уравнению (1.71) в области qRc ≪ 1 эффективная диэлектриче-

ская проницаемость ведет себя как

ε(q) = 1 +
(
1 − π

6ωHτ

)R2
cq

aB
(1.72)
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В области qRc ≫ 1 эффективная диэлектрическая проницаемость определя-

ется следующей асимптотической формулой

ε(q) = 1 +
2

qaB

(
1 − π

6ωHτ

)(
1 − 1 + sin 2qRc

πqRc

)
(1.73)

Уравнение (1.71) позволяет получить асимптотическое поведение экрани-

рованного взаимодействия Uscr(r). На очень больших расстояниях r ≫ R2
c/aB

поляризация не существенна и эффект экранирования мал

Uscr(r) =
e2

r

(
1 − R4

c

a2
Br

2

[
1 − π

3ωHτ

])
(1.74)

На промежуточных масштабах R2
c/aB ≫ r ≫ Rc поляризация становится

существенной и

Uscr(r) =
e2aB

R2
c

(
1 − π

6ωHτ

) ln
(
1 +

R2
c

aBr

(
1 − π

6ωHτ

))
(1.75)

На малых расстояниях Rc ≫ r ≫ aB происходит экранирование по Томасу-

Ферми

Uscr(r) =
e2a2

B

r3

(
1 − π

6ωHτ

)
(1.76)

Зависимость экранированного взаимодействия Uscr(r) представлена на ри-

сунке 1.2. Подчеркнем, что примеси оказывают наибольшее влияние на за-

висимость экранированного взаимодействия Uscr(r) от r на промежуточных

длинах R2
c/aB ≫ r ≫ Rc.

1.3.2 Химический и термодинамический потенциалы

Химический и термодинамический потенциалы (1.66)-(1.68) могут быть вы-

числены разложением по 1/N . Детали вычислений представлены в Раз. 1.9.

Термодинамический потенциал Ω0 для системы невзаимодействующих

электронов на полностью заполненных уровнях Ландау в присутствие при-

месей содержит поле Q (см. уравнение (1.57)). Это означает, что при даль-

нейшем рассмотрении электронов на N -ом уровне Ландау в рамках эффек-

тивного действия (1.63) необходимо учитывать член Ω0 в динамике поля Q.
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Рис. 1.3: Диаграммы для собственноэнергитической части: a) самосогласованное борнов-

ское приближение, b) диаграмма с пересекающимися примесной линией (пунктирная кри-

вая) и линией взаимодействия (ломанная). Сплошная линия соответствует функции Гри-

на.

Однако, оказывается, что это приводит к поправкам следующего порядка по

параметру max{T, τ−1}/ωH , которыми во всех рассматриваемых ниже зада-

чах (кроме главы 3), можно пренебречь.

Обменная поправка первого порядка по взаимодействию дает основной

вклад в термодинамический потенциал и равна

∆Ω = − S

πl2H

e2

πlH
(2N)3/2

[
2

3
+

2 ln 2

πωHτ

1

2N

]
. (1.77)

Отметим, что наличие примесей меняет зависимость ∆Ω от магнитного по-

ля, т.е. зависимость от N . Отметим, что в рассматриваемом случае слабого

беспорядка второй член в уравнении (1.77) пропорционален 1/N , тогда как в

чистом случае он много меньше, так как пропорционален 1/N2 [20].

Обменная поправка к химическому потенциалу равна (см. Раз. 1.9)

δµ =
2e2

πlH
(2N)1/2

[
1 − lnN

8N
+

1

πωcτ

1

2N

]
. (1.78)

1.3.3 Ограничение на ширину уровня Ландау

При наличии экранированного электрон-электронного взаимодействия

Uscr(q) для ширины уровня Ландау кроме стандартной диаграммы самосо-

гласованного борновского приближения (Рис. 1.3a) необходимо учитывать
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диаграммы с пересекающимися примесными линиями и линиями взаимодей-

ствия, аналогичные представленной на Рис. 1.3b. Эта диаграмма может быть

оценена как

g

(
1

2τ

)−2

nL

∫
d q

(2π)2
Uscr(q)L

4
N

(
q2l2H

2

)
exp

(
−q2l2H

)
≃ ωH

N
ln(

√
2rsN). (1.79)

Требуя, чтобы этот вклад был мал по сравнению с диаграммой на Рис. 1.3a,

получаем условие, что
ωH

N
ln(

√
2rsN) ≪ 1

2τ
. (1.80)

1.4 Эффективный g-фактор, спектр и время жизни спи-

новых волн

В предыдущем разделе мы проанализировали экранирование взаимодействия

электронов на последнем N -ом занятом уровне Ландау за счет электронов с

других уровней. В этом разделе мы изучим влияние примесей на g-фактор и

спектр спиновых волн при ν = 2N + 1.

1.4.1 Эффективный g-фактор

Как показывают численные исследования [56], электроны на последнем N -ом

занятом уровне Ландау образуют спин-поляризованное основное состояние,

которое описывается следующей волновой функцией

|Nel = SnL, Sz = SnL/2〉, (1.81)

где Nel – это число электронов на N -ом уровне Ландау. Простейшее воз-

буждение имеет энергию E↑ и является состоянием с лишней дыркой, либо

имеет энергию E↓ и является состоянием с лишнем электроном. Согласно

работам [57, 58], удобно ввести величину ∆s, связанную с энергиями возбуж-

денных состояний и с энергией основного состояния E0 как

∆s = E↑ + E↓ − 2E0. (1.82)
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Рис. 1.4: Энергия ESW (k) спиновых волн при значениях параметров rs = 0.2 и N = 5.

Следуя работам [59, 58], можно получить, что

∆s = g0ωH + ∆ex, (1.83)

где ∆ex – это обменная поправка к химическому потенциалу из-за взаимодей-

ствия электронов уже на N -ом уровне, равная

∆ex = 2πl2H

∫
d rUscr(r)PN(0, r)PN(r, 0). (1.84)

Используя выражение (1.69) для проекционного оператора PN вычисляем эф-

фективный g-фактор, который определен как geff = ∆s/ωH . Таким образом,

находим

geff = g0 +
rs

π
√

2
ln
[2

√
2

rs

(
1 − π

6ωHτ

)]
+

1

2N

(
1 − π

6ωHτ

)−1

(1.85)

× ln
[
1 +

√
2rsN

(
1 − π

6ωHτ

)]
.

Отметим, что наличие примесей уменьшает эффективный g-фактор.
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1.4.2 Спектр и время жизни спиновых волн

Теперь рассмотрим нейтральные возбуждения – спиновые волны [58, 60] при

заполнении ν = 2N + 1. Они описываются следующей волновой функцией

∑

q

eikxql2HΨN,q,↓ΨN,q−ky,↑|SnL,
SnL

2
〉. (1.86)

Следуя работе [58], мы должны учесть три вклада: во-первых, разность

между обменной собственной энергией электрона на возбужденном уровне

и уровне, с которого его убрали, во-вторых, прямое кулоновское взаимодей-

ствие, и в третьих, обменную энергию. Таким образом мы получаем уравне-

ние, определяющее спектр спиновых волн ω = ω(k) = ESW (k) − iΓSW (k) в

виде следующего уравнения

ω = g0ωH +

∫
dq

(2π)2

U0(q)

ε(q, ω)

[
LN

(
q2l2H

2

)]2

e−q2l2H/2
(
1 − eikql2H

)
. (1.87)

Эффективная диэлектрическая проницаемость ε(q, ω) имеет мнимую часть

порядка (ωHτ)
−1 (см. уравнение (1.119)). Это приводит к появлению конеч-

ного времени жизни спиновых волн. Физически оно связано с рассеянием

спиновых волн на примесях. Заметим также, что конечное время жизни по-

является и в спектре магнетоплазмонов. Энергия спиновых волн ω(k) по мо-

дулю много меньше ωH , |ω(k)| ≪ ωH . Поэтому мы можем вычислять действи-

тельную ESW (k) и мнимую ΓSW (k) части энергии спиновых волн отдельно.

Для вычисления спектра ESW (k) можно положить ω нулем в правой части

уравнения (1.87). Тогда получается квадратичный закон дисперсии на малых

векторах kRc ≪ 1,

ESW (k) = g0ωH +
rsωc

π
√

2

[
1 +

rs√
2
(1 − π

6ωHτ
)
]−1

(kRc)
2. (1.88)

Отметим, что в присутствие примесей эффективная масса спиновых волн

уменьшается. На достаточно больших волновых векторах 1 ≪ kRc ≪ R2
c/l

2
H ,
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Рис. 1.5: Затухание ΓSW (k) спиновых волн при значениях параметров rs = 0.2 и N = 5.

энергия спиновых волн имеет следующий закон дисперсии

ESW (k) =
rsωH

π
√

2
ln
[2

√
2

rs

(
1 − π

6ωHτ

)]
− rsωH

π
√

2

[
sin 2kRc

2kRc
(1.89)

×
(

1 +
rs√
2

(
1 − π

6ωHτ

))
+ ln

(
1 +

(
1 − π

6ωHτ

)−1

(
√

2rskRc)
−1

)]
.

Полная зависимость энергии спиновых волн ESW (k) от волнового вектора

k представлена на Рис. 1.4. Как видно, примеси приводят к уменьшению

величины энергии спиновых волн, но качественно спектр остается таким же

как и в чистом случае.

Для того, чтобы найти мнимую часть ΓSW (k) энергии спиновых волн, ко-

торая определяет их время жизни, используем малость мнимой части ε
′′

(q, ω).

Тогда получаем, что

ΓSW (k) =

∫
dq

(2π)2

U0(q)ε
′′

(q, ESW)

ε2
0(q, ESW )

[
LN

(
q2l2H

2

)]2

e−q2l2H/2
(
1− eikql2H

)
. (1.90)

Выражение (1.90) приводит к квадратичной дисперсии мнимой части энергии

спиновых волн на малых векторах kRc ≪ 1

ΓSW =
arctan(2ωHτg0)

6ωHτ

e2

aB

(
1 +

l2H
aBRc

)−2
2 − sin 4N

(4N)2
(kRc)

2. (1.91)
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На достаточно больших волновых векторах 1 ≪ kRc ≪ R2
c/l

2
H , мнимая часть

энергии спиновых волн имеет следующий закон дисперсии

ΓSW =
arctan(2ωHτgeff)

πωHτ

e2

aB

[(aB

Rc

)2

ln
Rc

aB
+

arccosh(2kRc)

2(4N)2

]
. (1.92)

Зависимость мнимой части энергии спиновых волн ΓSW (k) от волнового век-

тора k представлена на Рис. 1.5. Как видно, она почти не зависит от волнового

вектора k и на два порядка меньше, чем действительная часть. Пренебрегая

вторым членом в выражении (1.92) можно написать следующую оценку снизу

для времени жизни τSW спиновых волн

1

τSW
.

1

2τ

e2aB

ωHR2
c

ln
Rc

aB
. (1.93)

1.5 Туннелирование на высокий уровень Ландау, запол-

ненный на половину

Основной величиной, которой характеризуется туннелирование, является

туннельный кондактанс. Как известно [24], в системах с взаимодействием

туннельный кондактанс вблизи нулевого напряжения сильно подавлен. Это

– так называемая, туннельная аномалия. Туннелирование электрона в слой

двумерных электронов, находящихся в сильном магнитном поле, когда запол-

нен только нижний уровень Ландау, рассматривалось в работах [61, 62, 63].

В случае слабого магнитного поля, когда фактор заполнения ν ≫ 1, тунне-

лирование исследовалось в работах [64, 65, 22]. Для случая, когда магнитное

поле лежит в интервале 1/τtr ≪ ωH ≪ 1/τ0, где τtr – это транспортное время

рассеяния, т.е. уровни Ландау перекрываются, было найдено, что образуется

щель в туннельной плотности состояний, равная

E0 =
ωH

ν
ln
νrs√

2
∝ ω2

H

EF
, (1.94)

где EF обозначает энергию Ферми в отсутствие магнитного поля. В этом

разделе, используя метод, предложенный Левитовым и Шитовым [65], рас-
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смотрим туннелирование электрона в слой двумерных электронов на высо-

кий уровень Ландау, заполненный на половину. При этом в отличие от ра-

бот [64, 65, 22], будем считать, как и в предыдущих разделах, что случайный

потенциал дельта-коррелированный и такой слабый, что уровни Ландау хо-

рошо разделены, т.е. ωH ≫ 1/τ .

Распространение электрона после туннелирования в слой двумерных элек-

тронов удобно рассматривать в мнимом времени ζ. Эффективное действие,

которое описывает динамику на больших временах, в случае нулевого напря-

жения V = 0 имеет вид [65]

S0(ζ) = 4

∞∫

0

d ω

2π

∞∫

0

q d q

2π

sin2 ωζ

ω +Dq2

Uscr(q)

ω +Dq2 + σxxe−2q2Uscr(q)
(1.95)

где σxx иD обозначают проводимость и коэффициент диффузии электронной

системы соответственно. Они связаны соотношением Эйнштейна σxx = e2ρD.

В отличие от случая, когда уровни Ландау перекрываются, при половинном

заполнении проводимость и коэффициент диффузии равны [2]

σxx =
e2

π2
N, D =

R2
c

2τ
. (1.96)

Сразу отметим, что так как характерное время определяется шириной уровня

Ландау 1/(2τ), то эффективное действие работает на временах ζ & 2τ .

Интеграл по частоте ω в выражении (1.95) определяется малыми ω. Ис-

пользуя асимптотическое выражение (1.72) для эффективной диэлектриче-

ской проницаемости ε(q), находим на больших временах ζ ≫ 2τ , что

S0(ζ) =
1

8π2σxx
ln

ζ

2τ
ln
ζγ4

2τ
, (1.97)

где безразмерный параметр γ определен как

γ = 2πσxx

√
2τ

D
exp

(
−2Rc

aB

1

2πσxx

√
D

2τ
ln

[
2πσxx

√
2τ

D

])
. (1.98)

Отметим, что член с экспонентой в выражении для параметра γ связан с

экранированием электрон-электронного взаимодействия.
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С учетом работы источника напряжения, полное действие для распростра-

няющегося заряда имеет вид

S(ζ) = S0(ζ) − 2eV ζ (1.99)

Минимизируя его по времени ζ, находим оптимальное время ζ∗, которое со-

ответствует времени аккомодации заряда,

ζ∗ ≃ 2τ
V0

V
, V0 =

e

16π2σxxτ
. (1.100)

Как подчеркивалось выше, рассмотрение должно быть самосогласованным,

т.е. ζ∗ ≥ 2τ . Отсюда следует, что напряжения должны быть на слишком

высокими, V ≤ V0.

Подставляя выражения (1.96) для проводимости и коэффициента диффу-

зии в соотношение (1.100) для V0, находим

eV0 =
1

16Nτ
∝ ω

3/2
H

EF τ
1/2
0

, (1.101)

где использована формула (1.44).

Предполагая, что вклад от туннельного барьера не зависит от напряжения

при малом напряжении, можно написать туннельный кондактанс в виде

G(V ) = G0 exp[−S0(ζ∗) + 2eV ζ∗]. (1.102)

Откуда для зависимости туннельного кондактанса от напряжения получаем

G(V ) = G0

(
V

V0

)α(V )

, α(V ) =
1

8N
ln

[
V0

V
γ4

]
. (1.103)

Подставляя выражения (1.96) в выражение (1.98), находим, что параметр γ

равен

γ =
2
√

2

π
NrsωHτ exp

(
− π

ωHτ
ln

[
2
√

2

π
NrsωHτ

])
. (1.104)

Наличие экранировки электрон-электронного взаимодействия приводит к

появлению множителя с экспонентой в выражении (1.104) для параметра γ.
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Рис. 1.6: Туннельный кондактансG(V )/G0 как функция от lnV/V0 при значениях парамет-

ров rs = 0.2, N = 5 и (ωHτ)
−1 = 0.2. Сплошная линия соответствует (1.103), а прерывистая

построена без учета экранирования.

Однако, заметим что этот множитель является не большой поправкой в силу

условия 1/(ωHτ) ≪ 1.

График зависимости туннельного кондактанса G(V ) как функции от на-

пряжения V показан на Рис. 1.6. Как видно из рисунка, учет экранирования

приводит к уменьшению туннельной аномалии. Это связано с тем, что экра-

нирование ослабляет электрон-электронное взаимодействие на N -ом уровне

Ландау (см. Рис. 1.2).

Энергетический масштаб eV0 по порядку величины соответствует щели в

туннельной плотности состояний. Таким образом, в рассматриваемом слу-

чае туннелирования на высокий уровень Ландау, заполненный на половину,

имеется щель в туннельной плотности состояний

E0 ∝
ω

3/2
H

EF τ
1/2
0

, (1.105)

которая имеет более слабую зависимость от магнитного поля, чем в случае,
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когда уровни Ландау перекрываются.

В заключение этого раздела отметим, что туннелирование электрона в

слой двумерных электронов, находящихся в относительно слабом магнитном

поле экспериментально исследовалось в работах [66, 67]. При этом образцы

обладали достаточно низкой подвижностью так, что уровни Ландау пере-

крывались. Было найдено, что результаты эксперимента хорошо описывают-

ся туннельной плотностью состояний с пиком на энергии Eg ≈ 0.047ωH [66].

В рамках подхода, изложенного в этом разделе, туннельный кондактанс на

напряжениях порядка Eg/e найти не возможно так, как это напряжение со-

ответствует малым временам, на которых картина с медленным диффузи-

онным распространением заряда не работает [68]. Линейная по магнитно-

му полю псевдощель Eg ∼ rsωH и зависимость туннельного кондактанса от

напряжения вблизи Eg/e, полученные теоретически в работах [68, 22], хо-

рошо согласуются с результатами экспериментов [66, 67]. Для определения

структуры туннельной плотности состояний под псевдощелью Eg и провер-

ки зависимостей (1.94) и (1.105) необходимы дальнейшие экспериментальные

исследования.

1.6 Заключение

В этой главе выведена эффективная теория для взаимодействующих электро-

нов (rs ≪ 1) на последнем из заполненных N -ом уровне Ландау в слабом маг-

нитном поле (Nrs ≫ 1) с учетом наличия слабого дельта-коррелированного

случайного потенциала (ωHτ ≫ 1). Найдено эффективное взаимодействие

между электронами наN -ом уровне Ландау, которое учитывает эффект экра-

нирования затравочного кулоновского взаимодействия электронами с других

уровней Ландау. В рамках этой теории вычислены поправки (по парамет-

ру (ωHτ)
−1 ≪ 1) за счет слабого беспорядка к эффективному g-фактору и

спектру спиновых волн. Показано, что рассеяние спиновых волн на приме-
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сях приводит к появлению конечного времени жизни этих возбуждений, для

которого написана оценка снизу. Кроме этого, исследованно туннелирование

электрона в слой двумерных электронов при половинном заполнении N -ого

уровня Ландау.

1.7 Приложение: Поправки к термодинамическому и

химическому потенциалу

В этом разделе будет проанализирован член Sµ в действии (1.56). Этот вклад

появляется после интегрирования по продольным флуктуациям и равен

Sµ =
1

2
〈
(
S2[Ψ,Ψ, δP, λ]

)2〉δP . (1.106)

Можно написать, что

Sµ = δS1 + δS2 + δS3, (1.107)

где

δS1 = T 2

∫
d r1d r2

(
Ψ†λ̂G̃0λ̂Ψ − tr λ̂G̃0λ̂G0

)
, (1.108)

δS2 = −T 2

∫
d r1 · · · d r4

αβ∑

ωkωnνm

λβ
νm

(r1)D
αα
ωnνm

(ωk; r3, r4)π
ωn

0 (νm; r1, r2) (1.109)

×Lαβ,αα
ωn,ωn+νm

(r2, r4),

δS3 =
T 2

2

∫
d r1 · · · d r4

αβγδ∑

ωkωlωmνn

Dαβ
ωnνm

(ωk; r1, r2)D
γδ
ωnνm

(ωl; r3, r4)L
αβ,γδ
n,n+m(r2, r4).

(1.110)

Здесь

Dαβ
ωnνm

(ωk; r1, r2) =
(
Ψ

α
ωk

(r1)Ψ
β
ωn+νm

(r2) − 2δk,n+mδ
αβGωn+νm

0 (r2, r1)
)

×λα
ωn−ωk

(r1)G̃
ωn

0 (r1, r2) +
(
Ψ

β
ωn

(r1)Ψ
α
ωk

(r2) − 2δk,nδ
αβGωn

0 (r2, r1)
)

×λβ
ωk−ωn−νm

(r1)G̃
ωn+νm

0 (r1, r2) (1.111)
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и Lαβ,γδ
ωm1

ωm2

обозначает функцию Грина продольных флуктуаций (1.54). Про-

изводя интегрирование по плазмонному полю, мы находим, что

Sµ → ∆Ω1 + ∆Ω2 + ∆Ω3

T
+ (δµ1 + δµ2 + δµ3)

∫
d rΨ†(r)Ψ(r), (1.112)

где поправки к термодинамическому потенциалу имеют вид

∆Ω1

S
= −T 2

∑

ωnνm

∫
d rGωn

0 (0, r)G̃ωn+νm

0 (r, 0)Uscr(νm, r), (1.113)

∆Ω2

S
= 2T 2

∑

ωnνm

∫
d rd r1d

2r2

(
Gωn

0 (0, r)G̃ωn+νm

0 (r, 0) + G̃ωn

0 (r, 0)Gωn+νm

0 (0, r)
)

×Uscr(νm, r1)π
ωn

0 (νm, r1 − r2)L
αα,αα
ωn,ωn+νm

(r2 − r),

∆Ω3

S
= 2T 2

∑

ωnνm

∫
d rd r1d

2r2

(
Gωn

0 (0, r)G̃ωn+νm

0 (r, 0) +Gωn+νm

0 (0, r)G̃ωn

0 (r, 0)
)

×
(
Gωn

0 (0, r1)G̃
ωn+νm

0 (r1, 0) +Gωn+νm

0 (0, r1)G̃
ωn

0 (r1, 0)
)

×Uscr(νm, r2)L
αα,αα
ωn,ωn+νm

(r− r1 + r2).

Эти поправки малы по параметру 1/N по сравнению с вкладом, определяе-

мым уравнением (1.66).

Поправки к химическому потенциалу равны

δµ1

2πl2H
= T

∑

m

∫
d rPN(0, r)G̃ωm

0 (r, 0)Uscr(νm, r), (1.114)

δµ2

2πl2H
= −4T

∑

m

∫
d rd r1d

2r2PN (0, r)G̃ωm

0 (r, 0)Uscr(νm, r1)π
0
0(νm, r1 − r2)

×Lαα,αα
0,ωm

(r2 − r),

δµ3

2πl2H
= −8T 2

∑

m

∫
d rd r1d

2r2PN (0, r)G̃ωm

0 (r, 0)Uscr(νm, r1)L
αα,αα
0,ωm

(r− r1 + r2),

×
(
G0

0(0, r1)G̃
ωm

0 (r1, 0) +Gωm

0 (0, r1)G̃
0
0(r1, 0)

)
.

Вторая и третья поправки малы по параметру 1/N по сравнению с первой,

поэтому при N ≫ 1 поправка к химическому потенциалу δµ определяется

только вкладом δµ1.
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1.8 Приложение: Вычисление поляризационного опера-

тора

Вычисление поляризационного оператора Π(νn, q) сильно упрощается в пре-

деле ωHτ ≫ 1. Тогда

Π(νn, q) = T
∑

ωm

πωm(νn, q). (1.115)

Вычисление Π(νn, q) аналогично вычислению, представленному в работе [20].

Будем рассматривать волновые вектора с q ≪ Rc/l
2
H . Используя уравнение

(1.61), получаем, что

Π(ζn, Q) =
2m

π

∞∑

j=1

J 2
j (Q)

j2 + ζ2
n

[
j2 − 1

πτωH
Lj(ζn)

)]
, (1.116)

где

Lj(ζn) =
j2(j2 + 3ζ2

n)

ζ2
n(j

2 + ζ2
n)

ln
sinh πζn
πζn

+4
jζn

j2 + ζ2
n

arctan
ζn
j

+
j2 − ζ2

n

j2 + ζ2
n

ln(1+2τωHζn).

(1.117)

Здесь ζn = νn/ωH и Q = qRc. Преобразование ряда (1.116) в интеграл с

помощью соотношения

J 2
j (x) =

π∫

0

d y

π
cos(jy)J0

(
2x sin

y

2

)
(1.118)

позволяет определить асимптотическую форму поляризационного оператора

Π(νn, q).

В статическом пределе |ζn| ≪ 1

Π(ζn, Q) =
m

π

((
1 − π

6τωH

)
(1 − J 2

0 (Q)) +
ln(1 + 2ωHτζn)

2πωHτ
ξ(Q) + O(ζ2

n)

)
,

(1.119)

Здесь функция ξ(x) определена как

ξ(x) =

π∫

0

d y

π
J0(2x sin

y

2
)

[
(y − π)2 − π2

3

]
(1.120)
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и имеет следующие aсимптотики

ξ(x) =




x2 , x≪ 1,
π

3x
(2 − sin 2x) , x≫ 1.

(1.121)

В гидродинамическом пределе qRc ≪ 1, оставляя только первый член ряда

(1.116), находим

Π(ζn, Q) =
m

2π

Q2

1 + ζ2
n

[
1 − 1

πτωH
L1(ζn)

]
. (1.122)

1.9 Приложение: Вычисление поправок к термодинами-

ческому и химическому потенциалу

1.9.1 Термодинамический потенциал

Удобно разделить поправку к термодинамическому потенциалу (1.66) на об-

менную и корреляционную

∆Ω = ∆Ωex + ∆Ωcor, (1.123)

∆Ωex

S
=
T

2

∑

νn

∫
dq

(2π)2
U0(q)Π(νn, q), (1.124)

∆Ωcor

S
= −T

2

∑

νn

∫
dq

(2π)2

1∫

0

dα
αU 2

0 (q)Π2(νn, q)

1 + αU0(q)Π(νn, q)
. (1.125)

Обменная часть дает главный вклад [20] и может быть записана как

∆Ωex

S
= − e2

2πl3

∑

m 6=N

∞∫

0

d xe−
x2

2 L1
N

(
x2

2

)
Lm

(
x2

2

)(
Θ(N −m) +

1

πωHτ

1

m−N

)
,

(1.126)

где Lm
n (x) обозначает обобщенный полином Лагерра. В случае N ≫ 1 это

выражение переходит в (1.77).
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1.9.2 Химический потенциал

Используя уравнение (1.68), удобно разделить поправку к химическому по-

тенциалу на обменную и корреляционную

δµ = δµex + δµcor, (1.127)

где

δµex = 2πl2HT
∑

n

∫
d rU0(r)PN(0, r)G̃ωn

0 (r, 0), (1.128)

δµcor = −2πl2HT
∑

n

∫
dq

(2π)2
PN(ql2H)G̃ωn

0 (q)
U 2

0 (q)Π(νn, q)

1 + U0(q)Π(νn, q)
. (1.129)

Обменная часть дает главный вклад [20] и может быть записана как

δµex = − e2

lH

∑

m 6=N

∞∫

0

d xe−
x2

2 LN

(
x2

2

)
Lm

(
x2

2

)(
Θ(N −m) +

1

2πωHτ

1

m−N

)
.

(1.130)

Вычисляя это выражение в случае N ≫ 1 получаем

δµex =
2e2

πl2H
(2N)1/2

[
1 − lnN

8N
+

1

4πωHτ

1

2N

( ∞∫

1

dt

t
ln(1 − e−t) (1.131)

+

1∫

0

dt

t
ln

1 − e−t

t
− π2

3

)]
.
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Глава 2

Фазовая диаграмма двумерных

неупорядоченных электронов в слабом

магнитном поле

2.1 Введение

Как было показано в предыдущей главе взаимодействующий двумерный

электронный газ в слабом магнитном поле может описываться с помощью

электронов на последнем из заполненных уровне Ландау, но с экранирован-

ным взаимодействием (1.64). Используя результат Алейнера и Глазмана [20],

Кулаков, Фоглер и Шкловский, работая в приближении Хартри-Фока, пред-

сказали существование однонаправленной волны зарядовой плотности на по-

лузаполненном высоком уровне Ландау при нулевой температуре и в отсут-

ствие примесей [21]. Моэсснер и Чалкер [23], обобщив работу [69] на слу-

чай частично заполненного высокого уровня Ландау, показали, что состоя-

ние однонаправленной волны зарядовой плотности при половинном заполне-

нии уровня существует ниже некоторой температуры T0, масштаб которой

определяется экранированным взаимодействием. Недавно открытое явление

сильной анизотропии в магнетосопротивлении на высоких уровнях Ландау

вблизи половинного заполнения при низких температурах было связано с об-
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разованием состояния однонаправленной волны зарядовой плотности [11, 12].

Как будет показано в следующей главе, действительно в состоянии однона-

правленной волны зарядовой плотности магнетопроводимость анизотропна.

В отсутствие случайного потенциала, состояние волны зарядовой плотно-

сти сильно ниже точки перехода представляет собой чередование областей

с фактором заполнения отличающимся на единицу [17]. Возможная фазо-

вая диаграмма при нулевой температуре обсуждалась в работе [75]. В этой

ситуации состояние волны зарядовой плотности может описываться с по-

мощью феноменологической теории для упругих деформаций границ этих

областей [70, 71, 72, 73, 74]. Недавно были предприняты попытки вывести

такую теорию из микроскопической теории, стартуя с решения в приближе-

нии среднего поля [76, 77]. Влияние примесей на состояние однонаправленной

волны зарядовой плотности было исследовано в рамках подхода теории упру-

гости [78]. Были найдены различные режимы, которые зависят от силы бес-

порядка. Однако основная трудность данного подхода состоит в нахождении

параметров феноменологической теории, для чего должна быть разработана

законченная последовательная микроскопическая теория .

В настоящее время последовательный микроскопический анализ влияния

примесей на переход из однородного состояния в состояние волны зарядовой

плотности, также как на фазовую диаграмму, отсутствует1 . В этой главе эти

вопросы будут исследованы в рамках приближения среднего поля (Хатри-

Фока). Сразу отметим, что в рассматриваемом случае большого числа заня-

тых уровней Ландау, приближение среднего поля оправдано, так как флук-

туации параметра порядка приводят к малым поправкам. Ясно, что флукту-

ации параметра порядка наиболее выражены в непосредственной близости от

фазового перехода. Однако оказывается, что критическая область парамет-
1В работе [79] изучалось влияние примесей на переход в состояние однонаправленной волны зарядо-

вой плотности при половинном заполнении. Численно было найдено подавление примесями температуры

перехода, но никаких аналитических результатов получено не было.
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рически мала и это не приводит к никакой существенной неопределенности

для температуры перехода.

Будем предполагать, что примеси создают слабую неупорядоченность в

системе, т.е. примесное уширение уровня Ландау 1/(2τ) оказывается много

меньше расстояния между ними, т.е. 1/(2τ) ≪ ωH . Этот случай реализуется

в современных экспериментальных образцах, обладающих высокой подвиж-

ностью, которые используются для изучения анизотропии магнитосопротив-

ления [11, 12, 13, 14]. Заметим однако, что обычно величина T0 ∼ 1/τ , и

поэтому можно ожидать заметного влияния примесей на свойства состоя-

ний волны зарядовой плотности на высоком уровне Ландау даже при малом

уширении уровня 1/(2τ) ≪ ωH .

Одним из основных результатов этой главы является тот факт, что при ну-

левой температуре состояние волны зарядовой плотности разрушается, если

уширение уровня Ландау превосходит критическое значение 1/(2τc) = 4T0/π.

При ненулевой температуре примеси понижают температуру перехода в со-

стояние волны зарядовой плотности по сравнению с чистым случаем, что со-

гласуется с численными результатами работы [79]. Физически причина этого

явления состоит в том, что рассеяние на примесях разрушает корреляции

между электронами, и поэтому приводит в конце концов к разрушению со-

стояния волны зарядовой плотности. Это похоже на подавление критической

температуры в обычных сверхпроводниках магнитными примесями [80] и в

необычных сверхпроводниках немагнитными примесями [81].

В этой главе будет вычислена свободная энергия состояния волны заря-

довой плотности в приближении среднего поля (раздел 2.2). В разделе 2.3

исследуется фазовая диаграмма системы. Поправки к приближению средне-

го поля рассматриваются в разделе 2.4. В разделе 2.5 проводится сравнение

с экспериментальными и численными данными.
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2.2 Свободная энергия состояния волны зарядовой

плотности

2.2.1 Введение

Рассмотрим двумерные взаимодействующие электроны с примесями в попе-

речном магнитном поле. Будем считать, что все условия, обсуждавшиеся в

разделе 1.2.1 выполнены. Также будем предполагать, что выполняется усло-

вие

Nr2
s ≫ 1. (2.1)

В этом случае, как было показано в работе [23], оправдано приближение

Хартри-Фока, т.к. поправки к нему порядка aB/lH = 1/Nr2
s ≪ 1. Как и выше

считаем, что электронные спины поляризованы магнитным полем [32, 56].

Будем рассматривать случай, когда примесное уширение уровня Ландау

1/2τ ≪ ∆ex = (rsωH/π
√

2) ln 2
√

2/rs, т.е. уровни Ландау с различным на-

правлением спина электронов хорошо разделены.

Для того, чтобы изучить переход из однородного состояния в состояние

волны зарядовой плотности, выведем разложение свободной энергии по па-

раметру порядка ∆(qj), где векторы qj, характеризующие состояние волны

зарядовой плотности, имеют одну и туже длину [69],

qj = Q. (2.2)

Ниже будет получено разложение свободной энергии до четвертой степени

параметра порядка.

Термодинамический потенциал двумерных взаимодействующих спин-

поляризованных электронов на N -ом уровне Ландау в присутствие случайно-

го потенциала Vdis(r), согласно результатам предыдущей главы, может быть

записан как

Ω = − T

Nr

∫
D[ψ, ψ]

∫
D[Vdis]P [Vdis] expS[ψ, ψ, Vdis], (2.3)
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где действие S[ψ, ψ, Vdis] в матцубаровском представлении имеет вид

S =

∫
d r

α∑

ωn

ψα
ωn

(r)
[
iωn + µ−H0 − Vdis(r)

]
ψα

ωn
(r) − T

2

∑

ωn,ωm,νl

∫
d rd r′ψα

ωn
(r)

×ψα
ωn−νl

(r)Uscr(r − r′)ψα
ωm

(r)ψα
ωm+νl

(r′). (2.4)

Здесь ψα
ωn

(r) и ψα
ωn

(r) операторы уничтожения и рождения электронов на

N -ом уровне Ландау 2 . Напомним, что T обозначает температуру, µ хими-

ческий потенциал, ωn = πT (2n+ 1) матцубаровскую фермионную частоту, а

νn = 2πTn бозонную. Также напомним, что гамильтониан H0 для свободных

двумерных электронов в поперечном магнитном поле H = ǫab∂aAb имеет вид

H0 =
1

2m
(−i∇− eA)2 (2.5)

Эффективное взаимодействие электронов на N -ом уровне Ландау, учитыва-

ющее взаимодействие с электронами на других уровнях, было выведено в

предыдущей главе (см. (2.6)). Для удобства приведем его снова

Uscr(q) =
2πe2

εq

1

1 +
2

qaB

(
1 − π

6ωHτ

)(
1 − J 2

0 (qRc)
) , (2.6)

Напомним, что эффективное взаимодействие (2.6) спадает на расстояниях по-

рядка aB (см. Рис. 1.1). В дальнейшем будем пренебрегать членом π/(6ωHτ),

имея ввиду случай ωHτ ≫ 1.

Как и в предыдущей главе, для простоты будем предполагать, что случай-

ный потенциал дельта-коррелированный, т.е. функция распределения имеет

вид

P [Vdis(r)] =
1√
2πg

exp

(
− 1

2g

∫
d rV 2

dis(r)
)
. (2.7)

Для усреднения по беспорядку будем как и ранее использовать метод ре-

плик [48].
2В этой главе не будем писать индекс N , так как рассматриваются электроны только на N -ом уровне

Ландау.
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2.2.2 Приближение Хартри-Фока

Состояние волны зарядовой плотности характеризуется параметром порядка

∆(q), который связан с изменением электронной плотности как

〈δρ(q)〉 = SnLFN(q)∆(q). (2.8)

Напомним, что S – это площадь слоя двумерных электронов, а форм-фактор

FN(q) определен как

FN(q) = LN

(
q2l2H

2

)
exp

(
−q

2l2H
4

)
. (2.9)

В рассматриваемом случае N ≫ 1, можно пользоваться следующим ассимп-

тотическим выражением для форм-фактора

FN(q) = J0(qRc), qRc ≪
R2

c

l2H
= ν. (2.10)

После расцепления члена с взаимодействием в действии (2.4) в приближе-

нии Хартри-Фока (см. работу [69]) получаем

S = −NrΩ∆

T
+

∫
d r

α∑

ωn

ψα
ωn

(r)
[
iωn + µ−H0 − Vdis(r) + λ(r)

]
ψα

ωn
(r), (2.11)

причем

Ω∆ =
nLS

2

2

∫
dq

(2π)2
U(q)∆(q)∆(−q). (2.12)

Отметим, что в выражении (2.11) опущен член, связанный с наличием в сред-

ней электронной плотности 〈δρ(r)〉 электронной плотности ρe однородного

состояния, который дает независящий от ∆(q) вклад в термодинамический

потенциал [69, 44].

Потенциал λ(r) в выражении (2.11) возникает как следствие возмущения

однородного распределения электронной плотности волной зарядовой плот-

ности и связан с параметром порядка следующим образом

λ(q) = SU(q)F−1
N (q)∆(q), (2.13)

где U(q) = −nLUHF (q), а потенциал Хартри-Фока определен как

UHF (q) = Uscr(q)F
2
N(q) −

∫
dp

(2π)2nL
e−iqpl2HUscr(p)F 2

N(p). (2.14)
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2.2.3 Усреднение по случайному потенциалу

После усреднения по случайному потенциалу Vdis(r) действие (2.11) прини-

мает вид (см. раздел 1.2.3)

S = −NrΩ∆

T
− 1

2g

∫
d r trQ2+

∫
d rψ†(r) (iω + µ−H0 + λ+ iQ)ψ(r), (2.15)

где новое поле Q(r), как и ранее, представляет собой матрицу в матцубаров-

ском и репличном пространствах.

Напомним, что действие (2.15) при нулевой температуре, т.е. при ωn → 0,

и в отсутствие потенциала λ(r) имеет перевальное решение

Qsp = V −1PspV, (Psp)
αβ
nm = P n

spδnmδ
αβ, (2.16)

где V – глобальное унитарное вращение, а P n
sp подчиняется уравнению

P n
sp = igGωn

0 (r, r). (2.17)

Как и в главе 1, функция Грина Gωn

0 (r, r′) определена как

Gn
0(r, r

′) =
∑

k

φ∗Nk(r)G0(ωn)φNk(r′), G0(ωn) = [iωn + µ− ǫN + iP n
sp]

−1.

(2.18)

В случае слабого беспорядка решение уравнения (2.17) имеет вид (см. раздел

1.2.3)

P n
sp =

sgnωn

2τ
,

1

2τ
=

√
gnL. (2.19)

Разделяя матричное поле Q(r) на продольную P (r) и поперечную части V (r),

Q(r) = V −1(r)P (r)V (r), (2.20)

будем пренебрегать последней, как это делалось в предыдущей главе.

Наличие потенциала λ(r) приводит к сдвигу перевального решения (2.19)

из-за взаимодействия с ним флуктуаций δP = P − Psp поля P . Соответству-

ющее действие для δP получается из уравнения (2.12) после интегрирования
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по фермионам

S =

∫
d r tr lnG−1

0 −NrΩ∆

T
− 1

2g

∫
d r tr(Psp+δP )2+

∫
d r tr ln

[
1+(iδP+λ)G0

]
.

(2.21)

В результате термодинамический потенциал выражается через функциональ-

ный интеграл по полям δP ,

Ω = − T

Nr
ln

∫
D[δP ]I[δP ] expS (2.22)

где мера интегрирования I[δP ] по полям δP определена в (1.55).

Квадратичная по δP часть действия (2.21) вместе с мерой ln I[δP ], опре-

деляет функцию Грина для поля δP (см. раздел 1.2.6)

〈δPαβ
m1m2

(q)δP γδ
m3m4

(−q)〉 =
gδm1m4

δm2m3
Θ(m1m3)δ

αδδβγ

1 + gπ
ωm1

0 (ωm3
− ωm1

, q)
− 2 [1 − Θ(m1m3)]

(πρ)2

(2.23)

× gδm1m2
δαβ

1 + gπ
ωm1

0 (0, q)

gδm3m4
δδγ

1 + gπ
ωm3

0 (0, q)
,

где поляризационный оператор теперь содержит только функции Грина на

N -ом уровне Ландау

πωm

0 (νn, q) = −nLG0(ωm + νn)G0(ωm)F 2
N(q). (2.24)

2.2.4 Термодинамический потенциал

Для того, чтобы найти разложение термодинамического потенциала Ω по

степеням параметра порядка ∆(r), удобно ввести новую переменную инте-

грирования

δ̃P = δP + iλ (2.25)

в функциональном интеграле и раскладывать tr ln в действии (2.21) по сте-

пеням этого нового поля δ̃P . Тогда для термодинамического потенциала на-

ходим

Ω = Ω0 + Ω∆ + δΩ. (2.26)
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Здесь

Ω0(µ) =

∫
d r tr lnG−1

0 − 1

2g

∫
d r trP 2

sp (2.27)

это термодинамический потенциал однородного состояния, а

δΩ = − T

Nr
ln

∫
D[δ̃P ] exp S̃[δ̃P , λ] (2.28)

учитывает флуктуации поля δ̃P и их взаимодействие с потенциалом λ. Дей-

ствие S̃[δ̃P , λ] имеет вид

S̃ = S(2)[λ] + Sint[δ̃P , λ] + S(2)[δ̃P ] +

∞∑

s=3

S(s)[δ̃P ], (2.29)

где

S(2)[λ] =
Nr

2g

∑

ωn

∫
d rλ(r)λ(r), (2.30)

Sint[δ̃P , λ] = − i

g

∫
d rλ(r) tr δ̃P (r), (2.31)

и

S(s)[δ̃P ] =
(−i)s

s
tr

s∏

j=1

∫
d rj δ̃P (rj)G0(rjrj+1), (2.32)

причем rn+1 = r1. Отметим, что члены в действии (2.29), которые пропорци-

ональны N2
r , опущены, так как они не дают вклад в δΩ в пределе Nr → 0.

Также подчеркнем, что функция Грина для поля δ̃P совпадает с функцией

Грина для поля δP .

Используя уравнения (2.28)-(2.32) мы можем написать

δΩ = − T

2g

∑

ωn

∫
d rλ(r)λ(r) − T

Nr
ln
〈
exp S̃int

〉
, (2.33)

где 〈· · · 〉 обозначает среднее по отношению к действию S̃[δ̃P , 0]. Уравнение

(2.33) позволяет найти разложение термодинамического потенциала в ряд по

параметру порядка ∆(q) = FN(q)U(q)−1λ(q)S−1. В дальнейшем мы ограни-

чемся разложением до четвертого порядка. Это подразумевает, что мы рабо-

таем около перехода из однородного состояния в состояние волны зарядовой
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плотности, где параметр порядка мал и разложение по нему оправдано. Еще

раз подчеркнем, что хотя в критической области флуктуации параметра по-

рядка становятся большими, сама эта область узка (см. Раз. 2.4).

Вклад второго порядка

Вклад второго порядка по параметру порядка в термодинамический потен-

циал δΩ определяется как

δΩ(2) = − T

2g

∑

ωn

∫
d rλ(r)λ(r) − T

2Nr

〈
S2

int

〉
0
, (2.34)

где 〈· · · 〉0 обозначает усреднение по отношению к действию S̃(2)[δ̃P ]. Под-

черкнем, что замена усреднения с действием S̃[δ̃P , 0] на усреднение только

с его квадратичной частью S̃(2)[δ̃P ] возможно, так как старшие по полю δ̃P

члены приводят к членам пропорциональным более высоким степеням Nr, а

потому обращaющимся в нуль в пределе Nr → 0.

Используя уравнения (2.13),(2.23), и (2.31), находим, что

δΩ(2)

S2
= nL

T

2

∑

ωn

∫
dq

(2π)2

U 2(q)G2
0(ωn)

1 + gπωn

0 (0, q)
∆(q)∆(−q). (2.35)

Диаграмма, соответствующая этому вкладу в стандартной “крестовой” тех-

нике показана на Рис. 2.1(a).

Вклад третьего порядка

Вклад третьего порядка по параметру порядка в термодинамический потен-

циал δΩ(3) определяется выражением

δΩ(3) = − T

3!Nr

〈
S3

int

〉(c)
δ̃P

= − T

3!Nr

〈
S3

intS
(3)
〉(c)

0
, (2.36)

где верхний индекс (c) обозначает, что необходимо учитывать только свя-

занные диаграммы. Опять члены обращающиеся в нуль в пределе Nr → 0
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Рис. 2.1: Диаграммы для термодинамического потенциала. Сплошные линии обозначают

функции Грина, прерывистые линии – это потенциал λ(r) и заштрихованные блоки – это

лестница из примесных линий.

опущены. Используя уравнения (2.13),(2.23),(2.31), и (2.32), получаем

δΩ(3)

S3
= (2π)2nL

T

3

∑

ωn

3∏

j=1

[∫
dqj

(2π)2

U(qj)∆(qj)G0(ωn)

1 + gπωn

0 (0, qj)

]
(2.37)

× exp
i

2

(
qx
1q

y
2 − qy

1q
x
2

)
δ(q1 + q2 + q3).

Вклад δΩ(3) соответствует диаграмме на Рис. 2.1(b).

Вклад четвертого порядка в термодинамический потенциал

Вклад четвертого порядка по параметру порядка в термодинамический по-

тенциал δΩ(4) определяется выражением

δΩ(4) = − T

4!Nr

〈
S4

int

〉(c)
= − T

4!Nr

〈
S4

int

[
S(4) +

1

2
(S(3))2

]〉(c)

0

, (2.38)

где опять члены обращающиеся в нуль в пределеNr → 0 опущены. Используя

уравнения (2.13),(2.23),(2.31), и (2.32), находим

δΩ(4)

S4
= (2π)2nL

T

4

∑

ωn

4∏

j=1

[∫
dqj

(2π)2

U(qj)∆(qj)G0(ωn)

1 + gπωn

0 (0, qj)

]
1 − gπωn

0 (0, |q1 + q2|)
1 + gπωn

0 (0, |q1 + q2|)

× exp
i

2

(
qx
1q

y
2 − qy

1q
x
2

)
exp

i

2

(
qx
3q

y
4 − qy

3q
x
4

)
δ(q1 + q2 + q3 + q4). (2.39)

Вклад δΩ(4) соответствует диаграмме на Рис. 2.1(c).
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2.2.5 Свободная энергия

Свободная энергия состояния волны зарядовой плотности может быть запи-

сана через термодинамический потенциал как

F = F0 + Ω(µ) − Ω0(µ0) + (µ− µ0)Ne, (2.40)

где F0 – это свободная энергия однородного состояния, Ne - полное число

электронов, µ и µ0 химические потенциалы в состоянии волны зарядовой

плотности и в однородном состоянии соответственно.

Для того, чтобы найти разложение свободной энергии до четвертого по-

рядка по параметру порядка, необходимо разложить Ω0(µ0) вблизи точки µ

до второго порядка по отклонению µ− µ0. Это дает

F = F0 + Ω(µ) − Ω0(µ) − 1

2
(µ− µ0)

2∂
2Ω0

∂2µ0
. (2.41)

Разность химических потенциалов µ− µ0 равна [83]

µ− µ0 =
∂(F − F0)

∂Ne
=
∂δΩ

∂Ne
=
∂δΩ

∂µ

(
∂Ne

∂µ

)−1

, (2.42)

и из уравнения (2.26) находим

F = F0 + Ω∆ + δΩ +
1

2

(
∂δΩ(2)

∂µ

)2(
∂Ne

∂µ

)−1

. (2.43)

Используя выражение (2.35) для δΩ(2), получаем

F = F0 + Ω∆ + δΩ +
nLS

3

2

[
T
∑

ωn

∫
dq

(2π)2

U 2(q)G3
0(ωn)

[1 + gπωn

0 (0, q)]2
∆(q)∆(−q)

]2

×
[
T
∑

ωn

G2
0(ωn)

]−1

. (2.44)
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2.2.6 Свободная энергия состояний волны зарядовой плотности

Состояние треугольной волны зарядовой плотности

Параметр порядка для волны зарядовой плотности с треугольной симметрией

имеет вид [69]

∆(q) =
(2π)2

S
∆(Q)

3∑

j=1

[
δ(q − Qj) + δ(q + Qj)

]
, (2.45)

где вектора Qj направлены под углом 2π/3 друг к другу и вместе образуют

равносторонний треугольник

Q1 + Q2 + Q3 = 0. (2.46)

Используя уравнения (2.35),(2.37),(2.39) и (2.44), получаем следующее вы-

ражение для свободной энергии состояния треугольной волны зарядовой

плотности

F t = F0 + 4SnLT0(Q)
[
a2∆

2 + a3∆
3 + a4∆

4
]
. (2.47)

Здесь коэффициент a2 разложения Ландау имеет вид

a2 = 3
[
1 − T0(Q)

π2T

∑

n

1

ξ2
n + γ2(Q)

]
, (2.48)

где

ξn = n+
1

2
+

1

4πTτ
− i

µN

2πT
, γ(Q) =

FN(Q)

4πTτ
(2.49)

причем химический потенциал отсчитывается от положения N -ого уровня,

µN = µ− ǫN . Величина

T0(Q) = U(Q)/4, (2.50)

а коэффициенты a3 и a4 равны

a3 = i 8
T 2

0 (Q)

π3T 2
cos

(√
3Q2l2H
4

)
∑

n

ξ3
n[

ξ2
n + γ2(Q)

]3 (2.51)
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и

a4 =
24T 3

0 (Q)

π4T 3

{
1

2

∑

n

ξ4
n[

ξ2
n + γ2(Q)

]4

[(
1 + cos

√
3Q2l2H
2

)(
Dn(Q) +Dn(

√
3Q)

)

+3Dn(0) +
1

2
Dn(2Q)

]
+ 3

[
∑

n

ξn[
ξ2
n + γ2(Q)

]2

]2[∑

n

ξ−2
n

]−1
}
. (2.52)

Здесь введена величина

Dn(Q) =
ξ2
n − γ2(Q)

ξ2
n + γ2(Q)

. (2.53)

Состояние однонаправленной волны зарядовой плотности

Параметр порядка для однонаправленной волны зарядовой плотности имеет

вид [69]

∆(q) =
(2π)2

S
∆(Q)

[
δ(q − Q) + δ(q− Q)

]
, (2.54)

где вектор Q ориентирован вдоль произвольного направления. Из уравнений

(2.35),(2.37),(2.39) и (2.44), находим свободную энергию состояния однона-

правленной волны зарядовой плотности

Fu = F0 + 4SnLT0(Q)
[
b2∆

2 + b4∆
4
]
, (2.55)

где

b2 =
a2

3
=
[
1 − T0(Q)

π2T

∑

n

1

ξ2
n + γ2(Q)

]
(2.56)

и

b4 =
4T 3

0 (Q)

π4T 3

{
∑

n

ξ4
n[

ξ2
n + γ2(Q)

]4

[
Dn(0) +

1

2
Dn(2Q)

]
+ 2

[
∑

n

ξn[
ξ2
n + γ2(Q)

]2

]2

×
[∑

n

ξ−2
n

]−1
}
. (2.57)

Подчеркнем, что выражения (2.47)-(2.53) для свободной энергии состояния

треугольной волны зарядовой и (2.55)-(2.57) для свободной энергии состоя-

59



ния однонаправленной волны зарядовой плотности составляют основной ре-

зультат этой главы. Они обобщают результаты работы [23] на случай слабого

беспорядка, и переходят в них в чистом пределе 1/τ → 0.

2.3 Фазовая диаграмма в приближении среднего поля

2.3.1 Линия неустойчивости (спинодаль)

Как хорошо известно [83], обращение в нуль коэффициента при квадратич-

ном члене разложений Ландау (2.47) и (2.55) соответствует неустойчивости

однородного состояния. В рассматриваемом случае эта неустойчивость соот-

ветствует возможному фазовому переходу второго рода из однородного со-

стояния в состояние волны зарядовой плотности. Как обычно, симметрия

образующейся фазы определяется старшими членами разложения Ландау.

Из уравнений (2.48) и (2.56) находим, что на линии неустойчивости должно

выполняться соотношение

T

T0(Q)
=

1

π2

∑

n

1

ξ2
n + γ2(Q)

. (2.58)

Решения T (Q) этого уравнения зависят от модуля вектора Q, характеризую-

щего состояние волны зарядовой плотности. Температура Tinst, при которой

образуется неустойчивость, определяется максимально возможным значени-

ем T (Q):

Tinst = max
Q

T (Q), (2.59)

а соответствующее значение Q0, при котором достигается максимум, Tinst =

T (Q0), определяет период волны зарядовой плотности. Потенциал Хартри-

Фока (2.14) имеет минимумы на векторах Qk, для которых форм-фактор

FN(Qk) равен нулю. В чистом случае это определяет Q0 = min
k
Qk = r0/Rc,

где r0 ≈ 2.4 – это первый нуль функции Бесселя J0(x) [21]. Можно проверить

(см. раздел 2.7), что в рассматриваемом случае дельта-коррелированного слу-
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Рис. 2.2: Зависимость T0 от rs.

чайного потенциала сдвига вектора Q0 не происходит. Таким образом, тем-

пература неустойчивости определяется уравнением

T

T0
=

2

π2
Reψ

′

(
1

2
+

1

4πTτ
+ i

µN

2πT

)
, (2.60)

где ψ
′

(z) – это производная дигамма функции, Re обозначает действительную

часть, а T0 ≡ T0(Q0) температуру перехода в чистом случае. Согласно работе

[21],

T0 =
rsωH

4π
√

2

[
ln
(
1 +

c

rs

)
− c√

2 + rs

]
, (2.61)

где c = 1/(
√

2r0) ≈ 0.3, а T0 определяется характерной эффективной энерги-

ей взаимодействия e2/Rc = rsωH/
√

2 ≪ ωH . Зависимость величины T0 от rs

приведена на Рис. 2.2.

Уравнение (2.60) содержит химический потенциал µN , отсчитываемый от

положения N -ого уровня Ландау, температуру T и ширину N -ого уровня

Ландау 1/(2τ) . Эти параметры вместе определяют фактор заполнения N -

ого уровня Ландау νN = ν − 2N . Однако, для того чтобы явно найти его

необходимо знать плотность состояний. Поэтому для теоретического анали-
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за более удобно пользоваться непосредственно химическим потенциалом µN ,

чем фактором заполнения νN .

Уравнение (2.60) может быть решено аналитически в двух предельных

случаях: когда температура T не сильно отличается от T0 и когда наоборот

температура T близка к нулю.

В первом случае, ширина N -ого уровня Ландау 1/(2τ) и химический по-

тенциал µN малы по сравнению с T0, и, следовательно, разложение по степе-

ням 1/(T0τ) и µN/T0 оправдано. Как и следовало ожидать, наличие примесей

приводит к понижению температуры неустойчивости:

Tinst

T0
= 1 − 7ζ(3)

π3T0τ
− µ2

N

4T 2
0

,
1

2τ
, µN ≪ T0. (2.62)

В обратном случае, T ≪ T0, уравнение (2.60) дает

Tinst

T0
=

4
√

3

π2

√
1 − π

8T0τ
− π2µ2

N

16T 2
0

,

√
1 − π

8T0τ
≪ 1,

µN

T0
≪ 1. (2.63)

Из уравнения (2.63) следует, что неустойчивость однородного состояния име-

ет место только, если ширина N -ого уровня Ландау 1/(2τ) меньше критиче-

ского значения 1/(2τc(µN)), которое зависит от химического потенциала µN .

Наибольшее значение 1/τc(µN) достигается при µN = 0 и равно

1

τc
=

8T0

π
. (2.64)

2.3.2 Заполненный на половину уровень Ландау (νN = 1/2)

Рассмотрим теперь случай заполненного на половину N -ого уровня Ландау

(νN = 1/2), т.к. этот случай связан с недавними экспериментами [11, 12]. В

этом случае химический потенциал равен нулю, µN = 0, если конечно плот-

ность состояний симметрична относительно положенияN -ого уровня Ландау.

Заметим, что при νN = 1/2 коэффициент a3 обращается в нуль из-за сим-

метрии частица – дырка. Это означает, что фазовый переход из однородного
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состояния в состояние волны зарядовой плотности будет второго рода вне за-

висимости от симметрии, а температура Tc фазового перехода определяется

решением уравнения, которое следует из уравнения (2.60) при µN = 0,

Tc

T0
=

2

π2
ζ

(
2,

1

2
+

1

4πTcτ

)
. (2.65)

Здесь ζ(k, z) =
∑∞

m=0(m+z)−k – это обобщенная зета-функция Римана. Ана-

литическое решение этого уравнения в случае высоких и низких темпера-

тур может быть получено из уравнений (2.62) и (2.63), если положить в них

µN = 0. Решение во всей области температур (линия фазового перехода),

полученное численным решением уравнения (2.65), показано на Рис. 2.3.

Для анализа в какое же из двух возможных состояний совершается пе-

реход, вычислим коэффициенты в членах четвертой степени в разложениях

свободной энергии. Из уравнений (2.52) и (2.57) при µN = 0 получаем

a4 =
12T 3

0

π4T 3

[
−7ζ

(
4,

1

2
+

1

4πTτ

)
+ 12Φ0

(
1

2
+

1

4πTτ

)
+ 6Φ2

(
1

2
+

1

4πTτ

)

+8Φ√
3

(
1

2
+

1

4πTτ

)]
(2.66)

и

b4 =
2T 3

0

π4T 3

[
−3ζ

(
4,

1

2
+

1

4πTτ

)
+ 4Φ0

(
1

2
+

1

4πTτ

)
+ 2Φ2

(
1

2
+

1

4πTτ

)]
.

(2.67)

Здесь введена новая функция

Φa

(
1

2
+ z

)
=
zJ0(ar0)ζ

(
2, 1

2
+ z
)
− Imψ

(
1
2

+ z + i zJ0(ar0)
)

z3J 3
0 (ar0)

. (2.68)

Минимизируя свободные энергии F t,u находим, что состояние однонаправлен-

ной волны зарядовой плотности имеет более низкую энергию. Таким образом,

при половинном заполнении уровня Ландау, νN = 1/2, и если 1/τ < 1/τc,

фазовый переход из однородного состояния происходит в состояние однона-

правленной волны зарядовой плотности. Ниже в Раз. 2.5.1 мы сравним эти

результаты с экспериментом.
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Рис. 2.3: Фазовая диаграмма при νN = 1/2. Линия фазового перехода получена из урав-

нения (2.65) и показана сплошной линией. Квадраты, треугольники, звездочки и ромбы

– экспериментальные точки из работ [11] и [12], причем серым цветом отмечены точки,

где анизотропия магнитосопротивления не наблюдалась, а черным, где наблюдалась (см.

раздел 2.5.1).

Как можно видеть из рис. 2.3, в случае слабого беспорядка область су-

ществования состояния однонаправленной волны зарядовой плотности при

половинном заполнении существенно меньше, чем в чистом случае.

2.3.3 Фазовая диаграмма при нулевой температуре

В этом разделе будет проанализирована фазовая диаграмма при нулевой тем-

пературе, причем будем считать, что ширина уровня Ландау близка к крити-

ческому значению 1/2τc = 4T0/π. Тогда, параметр порядка ∆ мал, и можно

использовать разложения свободной энергии (2.47) и (2.55) при нулевой тем-
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пературе. Коэффициенты ai и bi принимают вид

a2 = 3
(
1 − 8T0τ

π
H1(µNτ)

)
, a3 = 2π

(
8T0τ

π

)2

H2(µNτ), (2.69)

a4 = 3π2

(
8T0τ

π

)3

H3(µNτ, QRc)

для состояния треугольной волны зарядовой плотности, и

b2 =
a2

3
, b4 =

π2

2

(
8T0τ

π

)3

H4(µNτ, QRc) (2.70)

для состояния однонаправленной волны зарядовой плотности. Здесь функции

Hi(z) определены как

H1(z) =
1

1 + 4z2
, H2(z) = 4zH1(z), (2.71)

H3(z, r) =
1

2

108z2 − 5

(1 + 4z2)3
+ 3R0(z, r) + 2R1(z, r) +

1

2
R2(z, r) + 2R√

3(z, r),

H4(z, r) =
28z2 − 1

(1 + 4z2)3
+ 2R0(z, r) + R2(z, r),

где

Ra(z, r) =
2H1(z)

J 2
0 (ar)

− 1

J 3
0 (ar)

arctan
2J0(ar)

1 + 4z2 − J 2
0 (ar)

. (2.72)

В результате линия неустойчивости описывается уравнением

π

8T0τ
= H1(µNτ), (2.73)

которое получается из общего уравнения (2.60) в пределе нулевой темпера-

туры. В случае µN ≪ T0, решение уравнения (2.73) имеет простой вид

π

8T0τ
= 1 − π2

16

µ2
N

T 2
0

, µN ≪ T0 (2.74)

как и следует из уравнения (2.63) при T = 0.

Линия перехода первого рода из однородного состояния в состояние тре-

угольной волны зарядовой плотности определяется уравнением

π

8T0τ
= H1(µNτ) +

H2
2(µNτ)

9H3(µNτ, QRc)
. (2.75)
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Как и ранее, из всех решений 1/τ(Q) этого уравнения при разных Q должно

быть взято максимальное. Оказывается, что максимум приходится не на Q =

Q0 как в это было в чистом случае [23], а на Q0 +δQ, где для случая µN ≪ T0

сдвиг равен

δQ ≃ −0.003
µ2

N

T 2
0

R−1
c , µN ≪ T0. (2.76)

Подчеркнем, что наличие изменения периода треугольной волны зарядовой

плотности вызвано наличием примесей в системе. Однако, в пределе µN ≪ T0

он оказывается численно мал и в дальнейших расчетах мы не будем прини-

мать его во внимание. При µN ≪ T0, линия перехода первого рода из однород-

ного состояния в состояние треугольной волны зарядовой плотности дается

явным выражением

π

8T0τ
= 1 − 0.45

µ2
N

T 2
0

, µN ≪ T0. (2.77)

Сравнивая свободные энергии состояний треугольной и однонаправленной

волн зарядовой плотности, находим уравнение, описывающее линию фазово-

го перехода первого рода между ними,

π

8T0τ
= H1 −

H2
2 [2H3 +H4][3H4 +

√
H2

4 + 2H3H4]

2H3(2H3 − 3H4)2
, (2.78)

где для краткости опущены аргументы функций Hi. В случае µN ≪ T0 урав-

нение (2.78) может быть решено явно. Для линии фазового перехода первого

рода между состояниями треугольной и однонаправленной волн зарядовой

плотности находим

π

8T0τ
= 1 − 2.84

µ2
N

T 2
0

, µN ≪ T0. (2.79)

Для других значений параметра µN/T0 уравнения (2.73),(2.75) и (2.78)

могут быть решены численно. Результаты показаны на Рис. 2.4. Видно, что

при фиксированном значении ширины уровня Ландау (безразмерный пара-

метр π/8T0τ на Рис. 2.4) уменьшение химического потенциала µN приводит
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Рис. 2.4: Фазовая диаграмма при нулевой температуре около νN = 1/2. Сплошная ли-

ния соответствует спинодали (2.73), пунктирная линия получена из уравнения (2.75), а

точечно-пунктирная из уравнения (2.78).

сначала к переходу из однородного состояния в состояние треугольной вол-

ны зарядовой плотности, а потом уже в состояние однонаправленной волны

зарядовой плотности. Отметим, что рассмотрение в рамках разложения сво-

бодной энергии по параметру порядка применимо только, когда параметр

порядка мал, т.е. в данном случае при µN ≪ T0 и π/8T0τ ∼ 1. Можно однако

ожидать, что вне этой области топология фазовой диаграммы остается такой

же.

2.4 Слабая кристаллизация

Параметр порядка ∆(r) имеет смысл перевального решения для плазмонного

поля, которое появляется при преобразовании Хаббарда-Стратоновича для

члена с эффективным электрон-электронным взаимодействием в действии

(2.4). Разложения свободной энергии (2.47) и (2.55) для состояний волн за-
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рядовой плотности были получены в предположении о малости флуктуаций

параметра порядка ∆(r). Однако ясно, что по мере приближения к линии

фазового перехода второго рода (для простоты будем рассматривать случай

νN = 1/2) флуктуации параметра порядка растут. Для того, чтобы проана-

лизировать влияние этих флуктуаций на фазовый переход, применим подход,

аналогичный предложенному Бразовским [84]. Будем считать, что параметр

порядка ∆(r) в разложениях свободной энергии (2.47) и (2.55) имеет еще и

флуктуирующую часть φ(r), т.е. сделаем замену

∆(r) → ∆(r) + φ(r). (2.80)

Тогда находим для свободной энергии

δF
T

=
1

2

∫
dq

(2π)2l−2
H

[
t+ (q −Q)2l2H

]
ϕ(q)ϕ(−q) +

1

4!

4∏

j=1

[∫
dqj

(2π)2l−2
H

ϕ(qj)

]

×λ(q1,q2,q3,q4)δ(q1 + q2 + q3 + q4), (2.81)

где безразмерное поле ϕ(q) имеет конденсатную и флуктуирующую части

ϕ(q) = ϕ0(q) + δϕ(q), (2.82)

связанные с ∆(q) и φ(q) как

ϕ0(q) =
8T0Rc

T lH

√
πκ

(
1

4πTτ

)
LxLynL∆(q), (2.83)

δϕ(q) =
8T0Rc

T lH

√
πκ

(
1

4πTτ

)
LxLynLφ(q).

Здесь введена функция

κ(z) =
2

π2

[
β1ζ

(
2,

1

2
+ z

)
+ β2z

2ζ

(
4,

1

2
+ z

)]
, (2.84)

с постоянными βi, определенными как,

β1 =
∂ lnT0(r0)

∂r0
≈ 2.58, β2 = J 2

1 (r0) ≈ 0.27. (2.85)
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Если в выражении (2.81) не было бы члена с взаимодействием, то темпера-

тура перехода определялась бы обращением в нуль величины

t =
l2H
R2

c

[
κ

(
1

4πTτ

)]−1 [
T

T0
− 2

π2
ζ

(
2,

1

2
+

1

4πTτ

)]
. (2.86)

Можно считать, что в вершине четверного взаимодействия λ(q1,q2,q3,q4)

все векторы qj равны по модулю Q0, т.е. qj = Q0. Однако, в зависимости от

их ориентации следует различать два типа вершин

λ(+,−,+,−) = λ(−,+,+,−) = λ0, λ(+,+,−,−) = λ2, (2.87)

где

λa ≡ λa

(
1

4πTτ

)
=

2

π4

[
−ζ
(

4,
1

2
+

1

4πTτ

)
+ 2Φa

(
4,

1

2
+

1

4πTτ

)]
. (2.88)

Функцию Грина для флуктуаций ϕ(q) можно искать в виде [84]

〈δϕ(q)δϕ(−q)〉 =
1

r + (q −Q0)2l2H
, (2.89)

тогда из условия минимума свободной энергии (2.81) по ϕ0 и уравнения са-

мосогласования для функции Грина (2.89) (см. Рис. 2.5) находим, что

6r = φ2
0(4λ0 − λ2), −t = r

2λ0 + λ2

4λ0 − λ2
+

1

4
λ0Q0lHr

−1/2. (2.90)

Из выражений (2.90) получается, что фазовый переход из однородного

состояния в состояние однонаправленной волны зарядовой плотности ста-

новится первого рода и происходит при более низкой температуре, которая

определяется уравнением (см. для сравнения уравнение (2.65))

Tc

T0
=

2

π2
ζ

(
2,

1

2
+

1

4πTcτ

)[
1 − g

(
1

4πTcτ

)
N−2/3

]
, (2.91)

где функция g(z) определена как

g(z) =
3π2

2

[
3πr0
16

]2/3 [
λ2

0(z)

κ(z)

]2/3 [
2λ0(z) + λ2(z)

4λ0(z) − λ2(z)

]1/3 [
ζ

(
2,

1

2
+ z

)]−2

.

(2.92)
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Рис. 2.5: Уравнение самосогласования для функции Грина флуктуаций δϕ(r). Пунктирная

линия обозначает конденсатную часть ϕ0(r).

Отметим, что функция g(z) монотонно убывает от значения 0.46 при z = 0

до нуля при z → ∞ (см. Рис. 2.6). Поэтому можно написать следующее

неравенство на величину сдвига δT температуры перехода

δT

T
≤ 3

(
πr0

16
√
β1

)2/3

N−2/3, N ≫ 1, (2.93)

причем равенство соответствует чистому случаю.

В уравнениях (2.90) опущен вклад недиагональной по импульсам функ-

ции Грина 〈δϕ(q)δϕ(2Q0 − q)〉. Интеграл по импульсам от нее расходится

степенным образом на малых импульсах [84], что находится в соответствии

с невозможностью существования одномерной периодической структуры в

бесконечной двумерной системе [83]. Для системы, ограниченой размерами

порядка L, этот интеграл мал и, следовательно, им можно пренебречь, если

L

Rc
≪
[

2

π2
κ2

(
1

4πTτ

)
ζ

(
2,

1

2
+

1

4πTτ

)]−1/3

N1/3. (2.94)

Функция в правой части неравенства (2.94) монотонно возрастает от значения

0.55 до ∞ когда 1/4πTτ меняется от нуля до бесконечности, поэтому условие

(2.94) выполняется тем лучше, чем ниже температура.

Уравнение (2.91) было получено в предположении, что основной вклад в
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Рис. 2.6: График зависимости g(z) от z(см. уравнение (2.91)).

интегралы по импульсам вносит область Q ≈ Q0. Это предположение оправ-

дано, если выполняется условие

2

π2r2
0

ζ2

(
2,

1

2
+

1

4πTτ

)
g

(
1

4πTτ

)[
κ

(
1

4πTτ

)]−1

≪ N2/3. (2.95)

Функция в левой части неравенства (2.95) монотонно убывает от значения

0.023 до 0 когда 1/4πTτ меняется от нуля до бесконечности, поэтому в силу

N ≫ 1, условие (2.95) действительно выполняется.

Согласно уравнению (2.93), флуктуации параметра порядка понижают

температуру перехода на величину порядкаN−2/3 ≪ 1, и значит в рассматри-

ваемом случае слабого магнитного поля (N ≫ 1) их влиянием можно прене-

бречь. Другими словами критическая область оказывается параметрически

мала и приближение среднего поля оправдано при N ≫ 1. По мере пони-

жения номера N уровня Ландау, влияние флуктуаций параметра порядка

становится сильней, как видно из уравнения (2.93). В этом режиме, деталь-

ные микроскопические вычисления вряд ли возможны из-за отсутствия ма-

лого параметра в теории. Можно пытаться развивать феноменологическую
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теорию, описывающую упругие флуктуации в присутствие нарушения транс-

ляционной инвариантности и беспорядка [17].

2.5 Обсуждение полученных результатов

2.5.1 Сравнение с экспериментом

Обсудим теперь возможное приложение полученных результатов к недавним

экспериментам [11, 12]. Хотя результаты были получены в приближении сред-

него поля, которое оправдано при N ≫ 1, можно ожидать, что уравнение

(2.60) дает хорошую оценку для температуры перехода из однородного со-

стояния в состояние однородной волны зарядовой плотности при N = 2, 3, 4.

В этих экспериментах GaAs гетероструктуры были относительно чисты-

ми с низкотемпературной подвижностью µ(0) ∼ 107 cm2/V s и электрон-

ной плотностью ne ∼ 2 · 1011 cm−2. Такая высокая подвижность в нулевом

магнитном поле соответствует обратному транспортному времени рассеяния

τ−1
tr ∼ 20mK . Величину обратную обычному времени рассеяния τ0 можно

оценить как магнитное поле, где исчезают осцилляции Шубникова-де Гааза.

Для экспериментальных образцов из работ [11, 12] это поле порядка 50mT ,

что дает для обычного времени рассеяния оценку τ−1
0 ∼ 0.8K. Такое разли-

чие во временнах рассеяния говорит о том, что длина корреляции случайного

потенциала d≫ k−1
F , где kF = mvF обозначает импульс Ферми, причем

τtr
τ0

∼ (kFd)
2. (2.96)

Отсюда можно найти, что параметр kFd ∼ 6. Замечая, что в магнитная длина

lH =
√
νkF , окончательно получаем следующую оценку для длины корреля-

ции случайного потенциала d ∼ 6lH/ν. Отсюда видно, что для факторов

заполнения ν = 9
2
, 11

2
, 13

2
, 15

2
, 17

2
длина корреляции случайного потенциала d

порядка магнитной длины lH .
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В построенной выше теории предполагалось выполнение условия d ≪ lH ,

поэтому для заполненного на половину уровня Ландау необходимо знать все-

го два параметра: ширину уровня Ландау 1/2τ и масштаб температур T0.

Несмотря на то, что в эксперименте d ∼ lH , для оценки ширины уровня

Ландау 1/2τ мы применим формулу [42]

1

τ
≃

√
2N

π

√
e

µ(0)ne
ωH , (2.97)

где ne – это плотность электронного газа, строго говоря, верную при d≪ lH .

Масштаб температур T0 в широком диапазоне изменения параметра rs может

быть оценен как (см. Рис. 2.2)

T0 ≃ 0.008ωH, 0.1 < rs < 1. (2.98)

Результаты, полученные в Раз. 2.3.2 накладывают ограничение на вели-

чину подвижности µ(0) в нулевом магнитном поле. Для того, чтобы наблю-

дать состояние волны зарядовой плотности на уровне Ландау с номером N

подвижность µ(0) должна быть выше, чем 0.55·103eN/ne. Для типичного зна-

чения электронной плотности, ne ≃ 1011cm−2, получаем следующую оценку

µ(0) > N · 106cm2/V s.

В эксперименте [11] образцы были относительно чистыми с подвижностью

µ(0) > 9 · 106 cm2/V s, а электронной плотностью ne ≈ 2.67 · 1011cm−2. При

температуре T = 150mK магнетосопротивление на заполненном на половину

уровне Ландау с N = 2 становилось анизотропным, тогда как на других уров-

нях с N > 2 оно оставалось еще изотропным. По мере того, как температуру

понижали, номер уровня, на котором анизотропия в магнетосопротивлении

появлялась, увеличивался. Так при температуре T = 25mK , анизотропия

в магнетосопротивлении наблюдалась для N = 2, 3, 4. На Рис. 2.3 отмечены

точки, где анизотропия в магнетосопротивлении наблюдадась в эксперименте

[11]. При этом были использованы уравнения (2.98) и (2.97). Как видно, поло-

жение линии фазового перехода находится в согласии с экспериментальными
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данными: анизотропия в магнетосопротивлении при температуре T = 150mK

должна существовать только для уровня Ландау с N = 2, тогда как, при

T = 25mK она должна существовать для N = 2, 3, и 4, а для N = 5 уже

нет, т.к. примеси индуцируют переход в однородное состояние. Отметим, что

если бы температура перехода не зависела бы от ширины уровня Ландау, то

анизотропия в магнетосопротивлении при температуре T = 25mK должна

была бы сохраняться вплоть до N = 0.008EF/T ≈ 12 (см. (2.98)). Таким

образом, учет влияния примесей важен для объяснения экспериментальных

данных.

2.5.2 Сравнение с численными расчетами

Вопрос об образовании состояния волны зарядовой плотности на уровне Лан-

дау с N = 2 при половинном заполнении νN = 1/2 и нулевой температуре в

присутствие дельта-коррелированного случайного потенциала численно изу-

чался в работе [85]. Система из 12 электронов с неэкранированным взаимо-

действием U0(q) = 2πe2/q была спроектирована на уровень Ландау с N = 2.

После этого система диагонализовалась численно. В результате было найде-

но, что состояние волны зарядовой плотности переходит в однородное состо-

яние при значении 0.12 безразмерного параметра 1/2τωH. Для того, чтобы

сравнить результаты изложенного выше подхода с численным результатом,

было вычислено T0 для неэкраннированного взаимодействия U0(q) = 2πe2/q

(вместо эффективного взаимодействия (2.6)), а потом вычислена величина

1/(2τωH) = 4T0/(πωH). Оказалось, что построенная выше теория дает значе-

ние 0.14. Небольшое по сравнению с численным результатом отличие может

быть объяснено с одной стороны, конечным числом электронов в численном

эксперименте, а с другой стороны, недостаточностью приближения Хартри-

Фока для неэкранированного взаимодействия. Тем не менее, отметим, что

согласие вполне удовлетворительное.
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Отметим, что при учете экранирования электрон-электронного взаимодей-

ствия (см. (2.6)), переход из состояния волны зарядовой плотности в однород-

ное состояние происходит при гораздо меньшем значении: 1/2τcωH ≃ 0.01.

2.6 Заключение

Для системы двумерных взаимодействующих электронов в присутствие сла-

бого беспорядка и слабого магнитного поля был исследован вопрос о су-

ществовании состояния волны зарядовой плотности в рамках приближения

Хартри-Фока. В рассматриваемом случае слабого магнитного поля (ν ≫ 1),

оказалось, что состояние однонаправленной волны зарядовой плотности при

половинном заполнении уровня Ландау может существовать, только если ши-

рина уровня Ландау 1/2τ ≤ 4T0/π. Также было показано, что при половин-

ном заполнении состояние однонаправленной волны зарядовой плотности об-

разуется с тем же периодом, что и в чистом случае. Вблизи νN = 1/2 состо-

яние однонаправленной волны зарядовой плотности выгоднее, чем состояние

треугольной волны зарядовой плотности. Слабокристаллизационные поправ-

ки к приближению среднего поля оказались параметрически малы, порядка

(1/ν)2/3 ≪ 1. Сравнение теории с результатами численного моделирования и

экспериментальными данными показало хорошее согласие.

2.7 Приложение: Вектор неустойчивости

В этом разделе будет показано, что дельта-коррелированный случайный по-

тенциал не меняет период однонаправленной волны зарядовой плотности.

Рассмотрим решение T + δT уравнения (2.58) с вектором Q = Q0 + δQ,

где δQ ≪ Q0. Покажем, что тогда сдвиг δT всегда отрицательный, а значит

максимальная температура соответствует вектору Q = Q0, как и в чистом

случае.
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Для отклонения δQ, имеем

T0(Q) = T0(1 − β1(δQRc)
2, J 2

0 (QRc) = β2(δQRc)
2. (2.99)

Тогда наличие δT приводит к замене

ξn → ξn −
δT

4πT 2τ
− i

δTµN

2πT 2
, (2.100)

в уравнении (2.58). Отсюда находим, что

δT

T
= −(δQRc)

2 β1g2 + β2z
2g4

g2 − 2(zg3 + yg3)
, (2.101)

где z = 1/4πTτ и y = µN/2πT . Функции ga(z, y) и ga(z, y) определены как

ga(z, y) = Re

∞∑

n=0

ξ−a
n , ga(z, y) = Im

∞∑

n=0

ξ−a
n . (2.102)

Легко убедится, что правая сторона уравнения (2.101) отрицательна при всех

возможных значениях z и y.
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Глава 3

Анизотропная проводимость двумерных

электронов на высоком уровне Ландау,

заполненном на половину

3.1 Введение

Недавно на высоких уровнях Ландау вблизи половинного заполнения при

низких температурах было открыто явление сильной анизотропии в магне-

тосопротивлении [11, 12]. Сразу же происхождение этой анизотропии было

связано с возможным образованием состояния однонаправленной волны за-

рядовой плотности вблизи на половину заполненного высокого уровня Лан-

дау, которое предсказывали работы [21, 22, 23]. В пределе нулевой темпе-

ратуры, далеко от линии фазового перехода, где однонаправленная волна

зарядовой плотности имеет сильно несинусоидальный профиль, тензор про-

водимости может быть вычислен в рамках эффективной теории для краевых

возбуждений [71]. Качественно результат работы [71] соответствует поведе-

нию магнетосопротивления в пределе нулевой температуры [12, 86]. В работе

[87] было предложено обобщение закона полукруга Дыхне–Рузина [88] для

случая анизотропного тензора проводимости.

В настоящее время последовательный микроскопический анализ зависи-
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мости магнетосопротивления от температуры вблизи линии фазового пере-

хода из однородного состояния в состояние однонаправленной волны заря-

довой плотности отсутствует. В этой главе такой анализ будет проведен при

(Tc − T )/Tc ≪ 1, где разложение по параметру порядка состояния однона-

правленной волны зарядовой плотности оправдано. Вблизи линии фазового

перехода роль флуктуаций параметра порядка возрастает. Будет исследован-

но влияние флуктуаций на тензор проводимости как выше, так и ниже тем-

пературы перехода Tc.

Как и ранее, будем предполагать, что примеси создают слабый случайный

потенциал для двумерных электронов, т.е. примесное уширение уровня Лан-

дау 1/(2τ) оказывается много меньше расстояния между ними, 1/(2τ) ≪ ωH .

Одним из основных результатов этой главы является результат о том, что в

состоянии однонаправленной волны зарядовой плотности у тензора проводи-

мости σab появляется анизотропная часть, σab = σ
(isot)
ab + σ

(anis)
ab , которая при

Tc − T ≪ Tc пропорциональна отклонению температуры T от температуры

фазового перехода Tc, т.е. σ(anis)
ab ∝ (Tc − T )/Tc. Другим основным результа-

том этой главы является тот факт, что выше температуры фазового перехо-

да, T > Tc, имеется флуктуационная поправка δσ(fluc)
ab ∝ (|Tc − T |/Tc)

−3/2 к

проводимости однородного состояния σ(0)
ab , которая обратно пропорциональ-

на корню из отклонения температуры от критической. Физической причиной

появления флуктуационной поправки к проводимости являются корреляции

электронов, которые ниже температуры перехода привели бы к образованию

состояния волны зарядовой плотности.

Ниже сначала будет выведено эффективное действие для трехуровневой

модели, пригодной для вычисления проводимости (Раз. 3.2). В разделе 3.3

вычисляется тензор проводимости при половинном заполнении уровня Лан-

дау. Флуктуационные поправки к проводимости однородного состояния и со-

стояния однонаправленной волны зарядовой плотности рассматриваются в
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Раз. 3.4. В разделе 3.5 полученные результаты обсуждаются в связи с экспе-

риментами [11, 12].

3.2 Трехуровневая модель

3.2.1 Введение

Рассмотрим систему двумерных взаимодействующих электронов в присут-

ствие случайного потенциала Vdis(r) и поперечного магнитного поляH. Будем

считать, что все условия, обсуждавшиеся в разделах 1.2.1 и 2.2.1 выполнены.

Термодинамический потенциал системы может быть записан как

Ω = − T

Nr

∫
D[ψ, ψ]

∫
D[Vdis]P [Vdis] expS[ψ, ψ, Vdis]. (3.1)

где действие S[ψ, ψ, Vdis] в матцубаровском представлении имеет вид

S =

∫
d r

∑

α,ωn,ωm

ψα,σ
ωn (r)

[
(iωn + µ− Vdis(r))δnm − Ĥ

]
ψα,σ

ωm
(r) (3.2)

−T
2

∑

ωn,ωm,νl

∫
d rd r′ψα,σ

ωn (r)ψα,σ
ωn−νl

(r)U0(r− r′)ψα,σ′

ωm (r)ψα,σ
′

ωm+νl
(r′).

Напомним, что ψα,σ
ωn

(r) и ψα,σ
ωn (r) операторы уничтожения и рождения элек-

тронов. T обозначает температуру, µ химический потенциал, σ и σ
′

спиновые

индексы, ωn = πT (2n+1) матцубаровскую фермионную частоту, а νn = 2πTn

бозонную. Матрица Ĥ определена как

Ĥ =
α∑

νn

H(νn)I
α
n , (3.3)

где, напомним, матрицы

(Iα
n )βγ

kl = δαβδαγδk−l,n (3.4)

представляют собой генераторы U(1) калибровочных преобразований. Од-

ночастичный гамильтониан H описывает двумерный электрон в постоянном
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перпендикулярном магнитном полеH = ǫab∂aAb и в переменном поле с вектор

потенциалом a и имеет вид

H =
1

2m
(−i∇− eA − ea)2. (3.5)

Как обычно, для простоты будем предполагать, что случайный потенциал

дельта-коррелированный, т.е. функция распределения имеет вид

P [Vdis(r)] =
1√
2πg

exp

(
− 1

2g

∫
d rV 2

dis(r)
)
. (3.6)

Для усреднения по беспорядку будем, как и ранее, использовать метод ре-

плик [48]. Реплики нумеруются индексом α = 1, · · · , Nr.

Для дальнейшего будет удобно переписать одночастичный гамильтониан

(3.5) через ковариантную производную

D = ∇− ieA, (3.7)

явно выделив переменный вектор потенциал a(νn),

H = − 1

2m
D2 +K(νn), K(νn) = − e

m
a(νn)D +

e2

2m

∑

νm

a(νn−m)a(νm). (3.8)

3.2.2 Эффективное действие для трехуровневой модели

В предыдущей главе для определения фазовой диаграммы электронов на

высоком N -ом уровне Ландау достаточно было оставить для рассмотрения

только сам этот N -ый уровень Ландау. Для определения же транспортных

свойств (проводимости системы) проектирование только на один уровень

Ландау не годится так, как ковариантная производная D имеет ненулевые

матричные элементы только для переходов между соседними уровнями [9].

Поэтому необходимо оставить в рассмотрении три уровня Ландау (N−1)-ый,

N -ый и (N + 1)-ый.

Легко обобщая метод, изложенный в главе 1, получим эффективное дей-
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ствие для электронов на трех уровнях Ландау

S =

∫
d r

∑

α,ωn,ωm

ψα,σ1

ωn (r)
[
(iωn + µ− Vdis(r))δnm − Ĥ

]
ψα,σ1

ωm
(r) (3.9)

−T
2

∑

ωn,ωm,νl

∫
d rd r′ψα,σ1

ωn (r)ψα,σ1

ωn−νl
(r)Uscr(r− r′)ψα,σ2

ωm (r)ψα,σ2

ωm+νl
(r′).

Здесь уже ψα,σ
ωn

(r) и ψα,σ
ωn (r) операторы уничтожения и рождения электронов

на (N − 1)-ом, N -ом и (N + 1)-ом уровнях Ландау,

ψα,σ
ωn

(r) =
N+1∑

p=N−1

ψα,σ
pωn

(r), ψα,σ
ωn (r) =

N+1∑

p=N−1

ψα,σ
pωn(r). (3.10)

Экранированный потенциал электрон-электронного взаимодействия Uscr(r)

немного отличается от полученного в главе 1, т.к. в него не включен вклад

от (N − 1)-ого и (N + 1)-ого уровней Ландау, а именно

Uscr(q) =
2πe2

εq

1

1 +
2

qaB

(
1 − π

6ωHτ

)(
1 −J 2

0 (qRc) − 2J 2
1 (qRc)

), (3.11)

Эффективное действие (3.9) получено в тех же предположениях, что и

в главе 1. В дальнейшем будем пренебрегать членом π/(6ωHτ), имея ввиду

случай ωHτ ≫ 1.

3.2.3 Приближение Хартри-Фока

Действие (3.9) содержит электронные состояния как со спином направлен-

ном вверх, так и вниз. При этом, только электрон-электронное взаимодей-

ствие может перевернуть электронный спин. Это означает, что состояние

волны зарядовой плотности характеризуется параметром порядка, который

теперь матрица в пространстве как номеров уровней Ландау, так и спиновых

индексов, ∆σ1σ2

p1p2
(Q). Однако, как будет видно из дальнейшего, при условии

∆ex = (rsωH/π
√

2) ln 2
√

2/rs ≫ max{T, τ−1} волна зарядовой плотности бу-

дет образовываться только на N -ом уровне Ландау с определенным направ-
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лением спина, например вверх. Тогда уровни со спином электронов, направ-

ленным вниз, выпадут из рассмотрения. Поэтому сразу ограничим рассмот-

рение уровнями с одним направлением спина. Тогда параметр порядка связан

с изменением электронной плотности на N − 1, N , и N + 1 уровнях Ландау,

как

〈δρ(q)〉 = SnL

N+1∑

p1,p2=N−1

∆p1p2
(q)Fp1p2

(q), (3.12)

где S – это площадь слоя двумерных электронов, а форм-фактор Fp1p2
(Q)

определен как

Fp1p2
(q) = n−1

L

∑

k

φ∗p1k(0)φp2k(ql
2
H) exp

(
i

2
qxqyl

2
H

)
. (3.13)

Отметим, что при p1 = p2 = N форм-фактор FNN(q) совпадает с FN(q) и

дается выражением (2.9).

После расцепления члена с взаимодействием в действии (3.9) в приближе-

нии Хартри-Фока (см. [69]) получаем, что

S = −NrΩ∆

T
+

∫
d r
∑

p1,p2

∑

α,ωn,ωm

ψα
p1ωn

(r)
[
(iωn + µ− Vdis(r))δnm − Ĥ (3.14)

+λp1p2
(r)
]
ψα

p2ωm
(r).

причем

Ω∆ =
nLS

2

2

∑

p1p2p3p4

∫
dq

(2π)2
Up1p2p3p4

(q)∆p1p4
(q)∆p3p2

(−q). (3.15)

Потенциал λp1p2
(r) в выражении (3.14) возникает как следствие возмущения

однородного распределения электронной плотности волной зарядовой плот-

ности и связан с параметром порядка следующим образом

λp1p2
(q) = S

∑

p3p4

Up3p4p1p2
(q)

Fp1p2
(−q)

∆p3p4
(q), (3.16)

где Up1p2p3p4
(q) обобщает потенциал Хартри-Фока, введенный в предыдущей
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главе (см. 2.14), и определен как

Up1p2p3p4
(q) = −nL

(
Uscr(q)Fp1p2

(q)Fp3p4
(−q) −

∫
d p

(2π)2nL
e−iqpl2H (3.17)

×Uscr(p)Fp1p4
(p)Fp3p2

(−p)
)
.

3.2.4 Усреднение по случайному потенциалу

После усреднения по случайному потенциалу Vdis(r) действие (3.14) прини-

мает вид (см. раздел 1.2.3)

S = −NrΩ∆

T
− 1

2g

∫
d r trQ2(r) +

∫
d rψ†(r)

(
iω + µ− Ĥ + λ̌+ iQ

)
ψ(r),

(3.18)

где новое поле Q(r), как и ранее, представляет собой матрицу в матцубаров-

ском и репличном пространствах, а

ψ†λ̌ψ =
∑

p1p2

∑

α,ωn

ψα
p1ωn

(r)λp1p2
(r)ψα

p2ωn
(r). (3.19)

Напомним, что действие (3.18) при нулевой температуре, т.е. при ωn → 0,

в отсутствие потенциала λ̌(r) и переменного вектор потенциала a(r) имеет

перевального решение

Qsp = V −1PspV, (Psp)
αβ
nm = P n

spδnmδ
αβ, (3.20)

где V – глобальное унитарное вращение, а P n
sp теперь подчиняется уравнению

P n
sp = igGωn(r, r), Gωn(r, r′) =

N+1∑

p=N−1

Gωn

p (r, r′). (3.21)

Функция Грина Gωn
p (r, r′) определена как

Gn
p(r, r

′) =
∑

k

φ∗pk(r)Gp(ωn)φpk(r′), (3.22)

Gp(ωn) = [iωn + µN + ǫN − ǫp + iP n
sp]

−1,
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где химический потенциал µN отсчитывается от N -ого уровня Ландау. В слу-

чае ωHτ ≫ 1 решение уравнения (3.21) имеет вид

P n
sp ≈ sgnωn

2τ

(
1 − 1

(2ωHτ)2

)
,

1

2τ
=

√
gnL. (3.23)

В дальнейшем будем пренебрегать малой поправкой 1/(2ωHτ)
2 ≪ 1. Разде-

ляя матричное поле Q(r) на продольную P (r) и поперечную части V (r),

Q(r) = V −1(r)P (r)V (r), (3.24)

будем пренебрегать последней, по причинам, объясненным в предыдущей гла-

ве.

Наличие потенциала λ̌(r) и вектор-потенциала a приводит к сдвигу пе-

ревального решения (3.23) из-за взаимодействия с ними флуктуаций δP =

P −Psp поля P . Соответствующее действие для δP получается из уравнения

(3.15) после интегрирования по фермионам

S =

∫
d r tr lnG−1 − NrΩ∆

T
− 1

2g

∫
d r tr(Psp + δP )2

+

∫
d r tr ln

[
1 + (iδP + K̂ + λ̌)G

]
. (3.25)

В результате термодинамический потенциал выражается через функциональ-

ный интеграл по полям δP ,

Ω = − T

Nr
ln

∫
D[δP ]I[δP ] expS, (3.26)

где мера интегрирования I[δP ] определена соотношением (1.55).

Квадратичная по δP часть действия (3.25) вместе с мерой ln I[δP ], опре-

деляет функцию Грина для поля δP (см. раздел 1.2.6)

〈δPαβ
m1m2

(q)δP γδ
m3m4

(−q)〉 =
gδm1m4

δm2m3
δαδδβγΘ(m1m3)

1 + gπωm1(ωm3
− ωm1

,q)
− 2 [1 − Θ(m1m3)]

(πρ)2

× gδm1m2
δαβ

1 + gπωm1(0,q)

gδm3m4
δδγ

1 + gπωm3 (0,q)
, (3.27)
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где поляризационный оператор теперь содержит только функции Грина на

(N − 1)-ом, N -ом и (N + 1)-ом уровнях Ландау

πωm(νn,q) =
∑

p1p2

πωm

p1p2
(νn,q) = −nL

∑

p1p2

Gp1
(ωm + νn)Gp2

(ωm) (3.28)

×Fp1p2
(q)Fp2p1

(−q).

3.2.5 Термодинамический потенциал. Вклад второго порядка

В отсутствие переменного вектор-потенциала a эффективное действие (3.25)

для поля δP (r) должно сводится к действию (2.21) в пределе max{T, τ−1} ≪
∆ex ≪ ωH . Другими словами, из всех параметров порядка ∆p1p2

(q) должен

выживать только ∆NN(q) ≡ ∆(q). Для того, чтобы продемонстрировать это,

вычислим разложение термодинамического потенциала Ω до второго порядка

по степеням параметра порядка ∆p1p2
(q) при a = 0.

Производя вычисления аналогичные представленным в Раз. 2.2.4, найдем,

что

Ω = Ω(0) + Ω(2) + · · · , (3.29)

где

Ω(0)(µ) =

∫
d r tr lnG−1 − 1

2g

∫
d r trP 2

sp (3.30)

это термодинамический потенциал однородного состояния, а

Ω(2) =
nLS

2

2T

∑

p1···p4

∫
dq

(2π)2

[
Up1p2p3p4

(q) − T
∑

ωn

∑

p5···p8

Up1p2p5p6
(q)

Fp5p6
(q)

Up3p4p7p8
(−q)

Fp7p8
(−q)

×
(
δp5p8

δp6p7
−

gπωn
p8p7

(0,q)

1 + gπωn(0,q)

)
πωn

p5p6
(0,q)

]
∆p1p2

(q)∆p3p4
(−q) (3.31)

определяет поправку квадратичную по параметру порядка ∆p1p2
(q).

Необходимо отметить, что поляризационные операторы πωn
p1p2

(νn,q) под-

чиняются следующей иерархии по отношению к малому параметру

85



max{T, τ−1}/ωH ≪ 1

πωn

p1p2
(νn,q) ∼





O(1), p1 = p2 = N,

O
(

max{T,τ−1}
ωH

)
, p1 = N или p2 = N,

O
([

max{T,τ−1}
ωH

]2)
, p1 6= N и p2 6= N.

(3.32)

Поэтому в выражении (3.31) можно приближенно считать, что

πωn

p1p2
(0,q) = πωn

0 (0, q)δp1Nδp2N , πωn(0,q) = πωn

0 (0, q), (3.33)

где для удобства в дальнейшем введено πωn

0 (0, q) ≡ πωn

NN(0, q). Таким образом,

из (3.31) получаем

Ω(2) =
nLS

2

2T

∑

p1···p4

∫
dq

(2π)2

[
Up1p2p3p4

(q) + T
∑

ωn

nLG
2
N (ωn)

1 + gπωn

0 (0,q)

×Up1p2NN(q)Up3p4NN(−q)

]
∆p1p2

(q)∆p3p4
(−q). (3.34)

Для того, чтобы проанализировать какие из параметров порядка ∆p1p2
(q)

могут принимать отличные от нуля значения, необходимо диагонализовать

матрицу 9 × 9 в выражении (3.34). Оказывается однако, что нетривиальная

часть выражения (3.34) сводится к

δΩ(2) =
nLS

2

2T

∫
dq

(2π)2
T0(q)

(
∆(q),

T1(q)

T0(q)
ϕ(q)

)
a(q) a(q)

a(q) a(q) + 2ξ(q)




×




∆(−q)

T1(q)

T0(q)
ϕ(−q)


 . (3.35)

Здесь ϕ(q) представляет собой линейную комбинацию всех ∆p1p2
(q) кроме

∆(q). Характерные энергии T0(q) и T1(q) определены как (см. Раз. 2.2.6)

T0(q) =
UNNNN(q)

4
, T1(q) = eiφUN,N±1,NN(q)

4
, (3.36)

где в определении для T1(q) множитель eiφ добавлен, чтобы сократить зави-

симость величины UN,N−1,N,N(q) от угла φ между направлением вектора q
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и осью x (см. раздел 3.7). Матричный элемент a(q) является еще функцией

модуля волнового вектора q, температуры T и ширины уровня Ландау τ−1 и

определен как

a(T, τ−1, q) = 1 + 4T
∑

ωn

nLT0(q)G
2
N(ωn)

1 + gπωn(0, q)
. (3.37)

Функция ξ(q) выражается через характерные энергии

ξ(q) =
T0(q)

2T1(q)
− 1

2
. (3.38)

Собственные значения матрицы 2× 2 в выражении (3.35) легко находятся

и равны

λ±(q) = a(q) + ξ(q) ±
√

[a(q)]2 + [ξ(q)]2 (3.39)

Оказывается, что λ+(q) при всех a(q) того же знака, что ξ(q), а λ−(q) меня-

ет знак при a(q) = 0. Таким образом, условие возникновения неустойчивости

остается таким же как, если бы рассматривался только один параметр поряд-

ка ∆(q), как это и делалось в предыдущей главе. Как показано в разделе 3.7,

характерная энергия T1(q) оказывается порядка T0(q)/N ≪ T0(q). Поэтому

можно считать, что ξ(q) ≫ a(q). Тогда находим, что

Ω(2) =
nLS

2

2T

∫
dq

(2π)2
T0(q)

[
a(q)

(
1 − T1(q)

T0(q)
a(q)

)
∆−(q)∆−(−q) (3.40)

+
T1(q)

T0(q)
∆+(q)∆+(−q)

]
,

где

∆−(q) = ∆(q) −
(
T1(q)

T0(q)

)2

a(q)ϕ(q), ∆+(q) = ϕ(q) + a(q)∆(q). (3.41)

Очевидно, что минимуму свободной энергии1 отвечает ∆+(q) = 0. Пренебре-

гая тогда отличием порядка O(1/N2) величины ∆−(q) от ∆(q), окончательно

получаем, что

Ω(2) =
nLS

2

2T

∫
dq

(2π)2
T0(q)a(q)

(
1 − T1(q)

T0(q)
a(q)

)
∆(q)∆(−q). (3.42)

1В квадратичном по параметру порядка ∆p1p2
(Q) приближении добавка к свободной энергии равна

добавке к термодинамическому потенциалу.
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Таким образом, учет возможности возбуждения параметров порядка ∆p1p2
(q)

с p1 и p2 отличными от N , приводит к поправкам к термодинамическому по-

тенциалу порядка O(1/N). В дальнейшем будем пренебрегать ими и считать,

что

∆p1p2
(q) = ∆(q)δp1Nδp2N . (3.43)

3.2.6 Трехуровневая модель

Результаты предыдущего раздела позволяют окончательно сформулировать

действие для трехуровневой модели. Согласно определению (3.16), волна за-

рядовой плотности на N -ом уровне Ландау с параметром порядка ∆(q) при-

водит к возникновению потенциала λN,N±1(q), который при рассеянии пере-

водит электроны с N -го на (N ± 1)-ый уровень Ландау. Однако сила этого

потенциала порядка T1(q), а поэтому его учет приводит к поправкам поряд-

ка O(1/N) (см. раздел 3.7), которыми в дальнейшем будем пренебрегать.

Поэтому считаем, что

λp1p2
(q) = SU(q)F−1

N (q)∆(q)δp1Nδp2N . (3.44)

Таким образом, эффективное действие для трехуровневой модели прини-

мает следующий вид

STL[δP ] =

∫
d r tr lnG−1 − NrΩ∆

T
− 1

2g

∫
d r tr(Psp + δP )2 (3.45)

+

∫
d r tr ln

[
1 + (iδP + K̂ + PNλPN )G

]
,

где PN (r, r
′

) обозначает проекционный оператор на N -ый уровень Ландау,

определенный выражением (1.69), а

Ω∆ =
nLS

2

2

∫
dq

(2π)2
U(q)∆(q)∆(−q), (3.46)

причем для краткости обозначенно U(q) ≡ UNNNN(q).
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3.3 Проводимость состояния однонаправленной волны

зарядовой плотности при Tc − T ≪ Tc

3.3.1 Тензор проводимости σab

Эффективное действие (3.45) позволяет вычислять проводимость системы

как в однородном состоянии, так и в состоянии волны зарядовой плотно-

сти. Наиболее интересен случай уровня Ландау, заполненного на половину,

когда, как было показано в предыдущей главе, образуется состояние однона-

правленной волны зарядовой плотности при T < Tc. Параметр порядка для

однонаправленной волны зарядовой плотности имеет вид [69]

∆(q) =
(2π)2

S
∆
[
δ(q − Q0) + δ(q − Q0)

]
, (3.47)

где вектор Q0, характеризующий период и направление однонаправленной

волны зарядовой плотности может быть ориентирован в произвольном на-

правлении. Обычно, его ориентация фиксируется либо внутренней анизотро-

пией, либо небольшим магнитным полем, приложенным параллельно двумер-

ному слою [13, 14, 15, 16, 89]. Будем предполагать, что вектор Q0 направлен

под углом φ к оси x. Напомним, что модуль вектора Q0 равен Q0 = r0/Rc,

где r0 ≈ 2.4 – это первый нуль функции Бесселя J0(x).

Для определения тензора проводимости σab(ω) ≡ σab(ω, q = 0), как извест-

но [44], удобно пользоваться Матцубаровской техникой, т.е. вычислять прово-

димость σab(iνn) на мнимых дискретных частотах νn = 2πTn. Для перехода

к проводимости σab(ω) на вещественной частоте ω надо выполнить аналити-

ческое продолжение с верхней мнимой полуоси (νn > 0) на вещественную ось:

iνn → ω.

Для вычисления тензора проводимости σab(iνn) удобно записать стан-

дартную формулу Кубо [44], как вторую вариационную производную от ло-

гарифма эффективного действия по независящему от r вектор-потенциалу
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a(νn) [26, 27],

σab(iνn) =
πT

SNrνn

δ2

δaa(νn)δab(−νn)
ln

∫
DδPI[δP ] exp STL[δP ]

∣∣∣∣∣
a=0

. (3.48)

Отметим, что выражение (3.48) соответствует тому, что в эффективном дей-

ствии для вектор-потенциала a(νn) имеется член j(νn)a(−νn), где j(νn) обо-

значает фурье-компоненту тока.

Можно проверить, что вклад первого порядка по параметру порядка ∆(q)

в проводимость обращается в нуль. Это происходит потому, что однонаправ-

ленная волна зарядовой плотности образуется на ненулевом векторе Q0. Та-

ким образом, первая неисчезающая добавка к проводимости однородного со-

стояния σ
(0)
ab оказывается второго порядка по ∆. Для того, чтобы найти ее,

необходимо разложить действие STL[δP ] до второго порядка как по потенци-

алу λ(r), так и по K̂, а затем проинтегрировать по полям δP (r). Технически

это аналогично вычислениям, представленным в предыдущей главе. Нужно

заменить λ(r) на PNλPN +K̂ и учитывать наличие трех уровней Ландау вме-

сто одного. Тогда раскладывая действие STL[δP ] до четвертого порядка по

PNλPN + K̂ и выделяя член второго порядка как по λ, так и по K̂, найдем

три вида вкладов в тензор проводимости состояния однонаправленной волны

зарядовой плотности. Диаграммы, соответствующие им в стандартной “кре-

стовой” технике представлены на Рис. 3.1.

Первые две диаграммы (Рис. 3.1(a)) соответствуют следующему вкладу в

проводимость

σ
(a)
ab (iνn) = −8πωH

mνn
T
∑

ωn

G3
N(ωn)

1 + gπωn

0 (0, 0)

T 2
0 ∆2

(1 + gπωn

0 (0, Q0))2

×
∑

p

Da
NpD

b
pNGp(ωn + νn). (3.49)

Здесь символ Da
Np обозначает матричный элемент ковариантной производ-
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Рис. 3.1: Диаграммы для поправок к проводимости σ
(0)
ab . Сплошные линии обозначают

функции Грина, N/p/p′ обозначают номера уровней Ландау, прерывистые линии – это

потенциал λ(r), заштрихованные блоки – это лестница из примесных линий.

Рис. 3.2: Лестница из примесных линий. Частота ωn + νn бежит справа налево, а ωn на-

оборот.

ной,

Da
Np =

∫
d rφ∗Nk(r)Daφpk(r) =

√
nL

[
γa
√
N + 1δp,N+1 + βa

√
Nδp,N−1

]
,

(3.50)

причем

γx = i, γy = 1, βx = −i, βy = 1. (3.51)

Оказывается, что выражение (3.49) дает только изотропную поправку к про-

водимости, т.е. σ(a)
xx = σ

(a)
yy и σ(a)

xy = −σ(a)
yx , причем зависимости от направления

волны зарядовой плотности (от угла φ) не возникает.
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IN,N−1,N−1,N = gnLJ 2
0 (r0) IN,N+1,N+1,N = gnLJ 2

0 (r0)

IN,N−1,N,N+1 = gnLJ 2
1 (r0) IN,N+1,N,N−1 = gnLJ 2

1 (r0)

IN,N,N−1,N = gnLe
iφJ0(r0)J1(r0) IN,N+1,N,N = gnLe

−iφJ0(r0)J1(r0)

IN,N−1,N,N = −gnLe
iφJ0(r0)J1(r0) IN,N,N+1,N = −gnLe

−iφJ0(r0)J1(r0)

IN,N−1,N,N−1 = gnLe
2iφJ 2

1 (r0) IN,N+1,N,N+1 = gnLe
−2iφJ 2

1 (r0)

IN,N−1,N+1,N = gnLe
2iφJ1(r0)J0(r0) IN,N+1,N−1,N = gnLe

−2iφJ1(r0)J0(r0)

Таблица 3.1: Выражения для Ip1p2p3p4
(Q0), необходимые для вычисления выражений

(3.49),(3.52) и (3.55).

Третья диаграмма (Рис. 3.1(b)) равна

σ
(b)
ab (iνn) =

8πωH

νnm
T
∑

ωn

G4
N (ωn + νn)T

2
0 ∆2

(1 + gπωn

0 (0, Q0))2

∑

pp′

Gp(ωn)Gp′(ωn)D
a
pND

b
Np′

×
[
INpp′N(Q0) +

nLGN (ωn)GN(ωn + νn)

1 + gπωn

0 (νn, Q0)
INpNN(Q0)INNp′N(Q0)

]
. (3.52)

Величина Ip1p2p3p4
(Q) представляет собой примесную линию в представлении

номеров уровней Ландау (см. Рис. 3.2)

Ip1p2p3p4
(Q) = g

∫

q

Fp1p2
(q)Fp3p4

(−q) exp
(
−iqQl2H

)
. (3.53)

Вычисление Ip1p2p3p4
(Q0) приведено в Раз. 3.8. Для удобства результаты

собраны в таблице 3.1. Так как величины INNNpN(Q0), INpNNN(Q0) и

INpp′N(Q0) пропорциональны J0(r0) = 0, то эта диаграмма не дает вклада

в проводимость, т.е.

σ
(b)
ab (iνn) = 0. (3.54)

Последняя диаграмма (Рис. 3.1(c)) равна

σ
(c)
ab (iνn) =

8πωH

νnm
T
∑

ωn

G2
N(ωn)G

2
N(ωn + νn)T

2
0 ∆2

(1 + gπωn

0 (0, Q0))(1 + gπωn+νn

0 (0, Q0))

×
∑

pp′

Gp(ωn)Gp′(ωn + νn)
Da

pND
b
p′NINpNp′(Q0)

1 + gπωn

0 (νn, Q0)
. (3.55)

Члены в сумме по номерам уровней Ландау с p = p
′

= N ± 1 приводят к

анизотропным поправкам к проводимости, которые зависят от направления
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волны зарядовой плотности. Члены с p = N ± 1 и p
′

= N ∓ 1 приводят к

изотропным поправкам к проводимости.

Выражения (3.49)-(3.55) позволяют вычислить поправки, связанные с на-

личием волны зарядовой плотности, к тензору проводимости σab = σab(ω = 0)

на постоянном токе. Ниже отдельно рассмотрим анизотропный и изотропный

вклады в статическую проводимость σab.

3.3.2 Анизотропная часть тензора проводимости σ
(anis)
ab

Выражение (3.55) позволяет вычислить анизотропный вклад в тензор прово-

димости при Tc − T ≪ Tc, где разложение по параметру порядка ∆ оправда-

но. Отбирая члены с p = p
′

= N ± 1 в сумме по номерам уровней Ландау в

выражении (3.55), находим следующие выражения для анизотропной части

тензора проводимости на постоянном токе

σ
(anis)
xx

σ
(anis)
yy



 = ∓4πNJ 2

1 (r0)h

(
1

4πTcτ

)
∆2 cos[2φ], (3.56)

и
σ

(anis)
xy

σ
(anis)
yx



 = 4πNJ 2

1 (r0)h

(
1

4πTcτ

)
∆2 sin[2φ]. (3.57)

Функция h(z) определена через обобщенную зета-функцию Римана как

h(z) = 5z3 ζ
(
6, 1

2 + z
)

[
ζ
(
2, 1

2 + z
)]2 =





4π2

3
z3, z ≪ 1,

1 − 3

z
, z ≫ 1.

(3.58)

При выводе асимптотических выражений для функции h(z) было использо-

вано асимптотическое выражение для обобщенной зета-функции

ζ(k, z) =
1

(k − 1)zk−1
− 1

2zk
, z ≫ 1, (3.59)

и факт, что ζ(6, 1/2) = π6/15. Функция h(z) монотонно возрастает от 0 до 1,

как показано на Рис. 3.3.
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Выражения (3.56) и (3.57) являются одним из основных результатов

этой главы. Анизотропные поправки (3.56) и (3.57) оказываются пропорци-

ональными (Tc − T )/Tc, так как в теории Ландау параметр порядка ∆ ∝
√

(Tc − T )/Tc (см. главу 2). Угловая зависимость σ(anis)
xx имеет минимум при

φ = 0, что соответствует вектору Q0, направленному вдоль оси x. При этом

модуляция плотности вдоль оси y отсутствует. Видно, что при φ = 0 про-

водимость σ(anis)
yy положительная, а σ(anis)

xx отрицательная, причем они равны

по модулю. Это приводит к тому, что проводимость σxx вдоль модуляции па-

раметра порядка меньше, чем проводимость σyy поперек. Отметим, что при

φ = 0 проводимость σ(anis)
xy обращается в нуль. Если же вектор Q0 направлен

под углом φ = π/4 к оси x, то σ(anis)
xx и σ

(anis)
yy равны нулю из-за симметрии

между осями x и y. Наоборот, σ(anis)
xy достигает максимума. Также необходимо

отметить, что анизотропные поправки к проводимости пропорциональны N

также, как и проводимость однородного состояния [2].

3.3.3 Изотропная часть тензора проводимости σ
(isot)
ab

Выражения (3.49) и (3.55) позволяют вычислить изотропный вклад в тензор

проводимости при Tc − T ≪ Tc. Отбирая члены с p = N ± 1, а p
′

= N ∓ 1 в

сумме по номерам уровней Ландау в выражении (3.55), находим следующие

выражение для изотропной поправки к проводимости σxx на постоянном токе,

δσ(isot)
xx = −4πNhxx

(
1

4πTcτ

)
∆2, (3.60)

где функция hxx(z) определена как

hxx(z) = J 2
1 (r0)h (z) +

1

2zζ
(
2, 1

2 + z
)
[
1 − Reψ

′
(

1
2 + (1 − i)z

)

ζ
(
2, 1

2 + z
)

]
, (3.61)

и имеет следующие асимптотики

hxx(z) =





2

3
z, z ≪ 1,

J 2
1 (r0) +

1

4
− 3J 2

1 (r0) − 1
4

z
, z ≫ 1.

(3.62)
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Рис. 3.3: Графики функций h(z), hxx(z) и hxy(z).

Как видно из выражения (3.60), изотропная поправка δσ
(isot)
xx оказывается

того же порядка, что и анизотропная часть тензора проводимости. Для изо-

тропной поправки к проводимости σxy находим

δσ(isot)
xy = −8π2N

Tc

ωH
hxy

(
1

4πTcτ

)
∆2, (3.63)

где

hxy(z) =

[
J 2

1 (r0)

[
4z4ζ

(
5,

1

2
+ z

)
+ z3ζ

(
4,

1

2
+ z

)]
− 2hxx(z) (3.64)

+z Imψ
′

(
1

2
+ (1 − i)z

)
− Imψ

(
1

2
+ (1 − i)z

)]
1

z
[
ζ
(
2, 1

2 + z
)]2 .

Функция hxy(z) имеет следующие асимптотические выражения в пределе ма-

лого и большого z

hxy(z) =





2

π2

(
1 − π2 − 2ψ

′′

(1
2)

π2
z

)
, z ≪ 1,

(
π

4
− 2J 2

1 (r0)

3

)
z, z ≫ 1.

(3.65)

Подчеркнем, что изотропная поправка к проводимости σ
(isot)
xy содержит до-

полнительную малость max{Tc, τ
−1}/ωH по сравнению с остальными резуль-

татами. Результаты (3.60) и (3.63) являются одними из основных результатов

этой главы.
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3.4 Флуктуационная проводимость

3.4.1 Флуктуации параметра порядка с учетом анизотропии

Параметр порядка ∆(r) имеет смысл перевального решения для плазмонно-

го поля, которое появляется при преобразовании Хаббарда-Стратоновича для

члена с экранированным электрон-электронным взаимодействием. Разложе-

ние таких физических величин, как свободная энергия и линейный отклик,

по степеням параметра порядка оправдано, если можно пренебречь его флук-

туациями. Как было показано, в предыдущей главе, флуктуации приводят к

тому, что переход из однородного состояния в состояние волны зарядовой

плотности становится первого рода и происходит при более низкой темпера-

туре Tc − δTc, где δTc/Tc ∝ N−2/3 ≪ 1 (см. раздел 2.4). Изучим теперь, какой

эффект оказывают эти флуктуации на тензор проводимости выше и ниже

температуры перехода.

Выше предполагалось, что направление вектора Q0 фиксируется внутрен-

ней анизотропией или приложенным параллельно двумерному слою магнит-

ным полем. Однако конкретный вид этой анизотропии был не важен. Теперь

же необходимо его конкретизировать. Экспериментальные исследования ани-

зотропии, которая ответственна за выбор направления, вдоль которого обра-

зуется однонаправленная волна зарядовой плотности, были выполнены в ря-

де работ [13, 14, 15, 16, 89]. Результат этих исследований можно объяснить,

если предположить, что в потенциале Хартри-Фока U(Q) появляются чле-

ны пропорциональные cos 2φ. При этом экспериментально установлено [89],

что коэффициент при cos 2φ зависит от плотности двумерных электронов n и

при определенном ее значении n∗ обращается в нуль. В этой точке становится

важным следующий член в энергии анизотропии пропорциональный cos 4φ.

Отметим, что появление члена cos 2φ в энергии анизотропии до сих пор не

объяснено теоретически. Более того, член вида cos 2φ запрещен симметрией
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объемного кристалла GaAs и физическое происхождение его до сих пор не

известно [15]. Член пропорциональный cos 4φ может быть получен теоретиче-

ски, как результат учета пьезоэлектрической природы объемного кристалла

GaAs [91, 92]. Ниже будем рассматривать случай общего положения, когда

электронная плотность n 6= n∗ и член пропорциональный cos 4φ не важен. От-

метим, что типичное значение энергии анизотропии EA порядка 1mK , как

показывает эксперимент [15]. Для того, чтобы учесть наличие анизотропии

количественно, заменим величину T0(Q) (см. (3.36)) вблизи Q = Q0 на

T0(Q) +EA
1 − cos 2φ

2
. (3.66)

Отметим, что это выражение имеет минимум при φ = 0.

При T > Tc параметр порядка волны зарядовой плотности равен в среднем

нулю 〈∆〉 = 0, но среднее значение его квадрата отлично от нуля 〈∆2〉 6= 0.

Этот факт приводит к появлению поправки к тензору проводимости в одно-

родном состоянии, благодаря наличию слабых корреляций, соответствующих

состоянию волны зарядовой плотности. Отметим, что эти флуктуационные

поправки к тензору проводимости аналогичны поправкам к проводимости

нормального металла из-за сверхпроводящего спаривания выше критической

температуры [93].

Флуктуационная поправка к тензору проводимости может быть найдена

с помощью замены ∆2 на 〈∆(Q)∆(−Q)〉 в выражениях (3.56), (3.57), (3.60)

и (3.63) и последующем усреднении по всем волновым векторам Q. С уче-

том выражения (3.66) функция Грина для параметра порядка может быть

найдена из (2.81) и равна

〈∆(Q)∆(−Q)〉 =
Tc

4T0nL

[
T − Tc

Tc
+ γ

(
1

4πTcτ

)
(q −Q0)

2R2
c + η sin2 φ

]−1

,

(3.67)

где безразмерный параметр η = EA/T0, а функция

γ(z) = β1 + J 2
1 (r0)z

2ζ(4,
1
2 + z)

ζ(2, 1
2 + z)

, (3.68)
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причем постоянная β1 ≈ 2.58 определена в выражении (2.85). После инте-

грирования по модулю вектора Q получим, что в выражениях (3.56), (3.57),

(3.60) и (3.63) должна быть сделана замена

f(φ)∆2 −→ r0
4πN

ζ

(
2,

1

2
+

1

4πTcτ

)[
γ

(
1

4πTcτ

)]−1/2

(3.69)

×
√

Tc

T − Tc

2π∫

0

d φ

2π

f(φ)√
1 + η Tc

T−Tc
sin2 φ

.

Отметим, что как обычно, чтобы из формул для T > Tc получить формулы

для случая T < Tc нужно заменить (T − Tc)/Tc на 2(Tc − T )/Tc.

3.4.2 Флуктуационные поправки к анизотропной части тензора

проводимости σ
(anis)
ab

Производя интегрирование по углу φ в выражении (3.69) с f(φ) = cos 2φ, на-

ходим следующие флуктуационные поправки к анизотропной части тензора

проводимости

δσ
(anis−f)
xx

δσ
(anis−f)
yy



 = ∓r0J 2

1 (r0)H

(
1

4πTcτ

)




√
Tc

2(Tc − T )
FA

(
ηTc

2(Tc − T )

)
, T < Tc,

√
Tc

T − Tc
FA

(
ηTc

T − Tc

)
, T > Tc.

(3.70)

Здесь функция H(z) выражается через функцию h(z) как

H(z) =
ζ(2, 1

2 + z)h(z)√
γ(z)

=





2π4

3
√
β1

z3, z ≪ 1,
√

3√
J 2

1 (r0) + 3β1

1

z
, z ≫ 1.

(3.71)

Заметим, что так как функция h(z) монотонно возрастает, а функция

ζ
(
2, 1

2 + z
)
/
√
γ(z) монотонно убывает, то в результате функция H(z) имеет

максимум при z ≈ 0.97 (см. Рис. 3.4). Функция FA(x) определяется через
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Рис. 3.4: Графики функций H(z), Hxx(z) и Hxy(z).

полные эллиптические интегралы первого и второго рода,

FA(x) =
2

π

[(
1 +

2

x

)
K(i

√
x) − 2

x
E(i

√
x)

]
=





x

8
, x≪ 1,

1

π
√
x

ln 16e−4x, x≫ 1.

(3.72)

Интеграл по углу φ в выражении (3.69) с f(φ) = sin 2φ обращается в нуль,

поэтому анизотропные флуктуационные поправки к компонентам σxy и σyx

тензора проводимости отсутствуют.

Подчеркнем, что выражение (3.70) является одним из основных результа-

тов этой главы.

3.4.3 Флуктуационные поправки к изотропной части тензора про-

водимости σ
(isot)
ab

Производя интегрирование по углу φ в выражении (3.69) с f(φ) = 1, находим

следующие флуктуационные поправки к изотропной части тензора проводи-
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мости

δσ(isot−f)
xx = −r0Hxx

(
1

4πTcτ

)




√
Tc

2(Tc − T )
FI

(
ηTc

2(Tc − T )

)
, T < Tc,

√
Tc

T − Tc
FI

(
ηTc

T − Tc

)
, T > Tc,

(3.73)

и

δσ(isot−f)
xy = −2πr0Tc

ωH
Hxy

(
1

4πTcτ

)




√
Tc

2(Tc − T )
FI

(
ηTc

2(Tc − T )

)
, T < Tc,

√
Tc

T − Tc
FI

(
ηTc

T − Tc

)
, T > Tc.

(3.74)

Здесь функции Hxx(z) и Hxy(z) выражаются через функции hxx(z) и hxy(z)

соответственно,

Hxx(z) =
ζ(2, 1

2 + z)hxx(z)√
γ(z)

=





π2

3
√
β1

z, z ≪ 1,
√

3(1 + 4J 2
1 (r0))

4
√
J 2

1 (r0) + 3β1

1

z
, z ≫ 1,

(3.75)

Hxy(z) =
ζ(2, 1

2 + z)hxy(z)√
γ(z)

=





1√
β1

(
1 − π2 − 2ψ

′′

(1
2)

π2
z

)
, z ≪ 1,

3π − 8J 2
1 (r0)

4
√

3
√

J 2
1 (r0) + 3β1

, z ≫ 1.

(3.76)

Отметим, что функции Hxx(z) и Hxy(z) имеют максимум при значениях z

равных 0.34 и 0.16 соответственно, как показано на Рис. 3.4. Функция FI(x)

определяется с помощью полного эллиптического интеграла первого рода как

FI(x) =
2

π
K(i

√
x) =





1, x≪ 1,

1

π
√
x

ln 16x, x≫ 1,
. (3.77)

Подчеркнем, что выражения (3.75)-(3.76) являются одними из основных

результатов этой главы.

100



3.4.4 Пределы применимости результатов (3.70), (3.75) и (3.76)

Выражения (3.70), (3.74) и (3.75) расходятся при T → Tc. Это означает, что

эти результаты не применимы вблизи Tc. Предел применимости определяется

тем требованием, что флуктуационная проводимость должна быть мала по

сравнению с проводимостью однородного состояния, равной [2]

σ(0)
xx =

2N

π
, σ(0)

xy = N. (3.78)

Покажем, что условие малости флуктуационной проводимости и условие

малости отклонения |Tc − T | ≪ Tc совместны. Рассмотрим сначала флукту-

ационную поправку (3.74) к проводимости σxx. Исходя из того, что макси-

мальное значение функции FI(x) равно 1, а функции Hxx(z) приблизительно

0.3 (см. Рис. 3.4), и используя выражение (3.78), находим, что

1 ≫ |Tc − T |
Tc

≫ 1

N2
, (3.79)

причем справа приведено максимально возможное значение. Как видно, в

пределе N ≫ 1 неравенство (3.79) не противоречиво. Анализ выражения

(3.70) для флуктуационных поправок к анизотропной части проводимости

дает аналогичную оценку. Флуктуационная поправка (3.75) к проводимости

σxy содержит дополнительную малость Tc/ωH , поэтому условие применимо-

сти полученных выше выражений для флуктуационных поправок определя-

ется неравенством (3.79).

3.5 Обсуждение полученных результатов

Выше был получен ряд результатов для тензора проводимости двумерных

взаимодействующих электронов на высоком уровне Ландау при половинном

заполнении. Было показано, что ниже температуры Tc фазового перехода в

состояние однонаправленной волны зарядовой плотности появляется анизо-

тропная часть тензора проводимости, которая при (Tc−T )/Tc ≪ 1 пропорци-
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Рис. 3.5: Зависимость анизотропной части проводимости (σyy − σxx)/2σ
(0)
xx при значениях

параметров 1/4πTcτ = 0.24, η = 0.01 и N = 2. Прерывистая линия показывает результат

(3.56), который не учитывает флуктуационные поправки.

ональна отклонению температуры от критической, Tc − T . Как показано на

Рис. 3.5, это приводит к излому в температурной зависимости анизотропной

части проводимости в точке перехода T = Tc. Учет флуктуаций парамет-

ра порядка, как выше, так и ниже Tc, приводит к сглаживанию излома (см.

Рис. 3.5).

Результаты, полученные выше, был найдены для случая дельта-

коррелированного случайного потенциала. В случае случайного потенциала с

длиной корреляции d 6= 0 можно утверждать, что температурные зависимо-

сти во всех полученных выше результатах останутся такими же, а изменятся

только коэффициенты перед ними, которые теперь будут зависеть не только

от 1/4πTcτ , но и от параметра d/lH .

В экспериментах [11, 12] изучалась зависимость сопротивлений Rxx и Ryy

от температуры при факторе заполнения ν = 9/2 (см. Рис. 3.6). К сожале-

нию, специально вопрос о виде зависимости сопротивления от температуры

вблизи температуры, при которой появляется различие между Rxx и Ryy, не

исследовался. Однако, как видно из Рис. 3.6, в температурной зависимости
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Рис. 3.6: Зависимость компонент Rxx и Ryy тензора сопротивления от температуры при ν =

9/2. Рисунок взят из работы [86]. Прямые линии проведены для качественного сравнения

с Рис. 3.5.

сопротивлений Rxx и Ryy имеется участок, по всей видимости, с линейной за-

висимостью от температуры. При высоких температурах сопротивления Rxx

и Ryy одинаковы и от температуры не зависят. Температурная зависимость

сопротивлений Rxx и Ryy вблизи 100mK , как видно из Рис. 3.6, качественно

похожа на теоретическую зависимость вблизи Tc (см. Рис. 3.5). Таким обра-

зом, можно утверждать, что теоретические результаты, полученные выше,

находятся в качественном согласии с экспериментальными, однако для выяс-

нения количественного согласия необходимы дальнейшие экспериментальные

исследования.

Качественно полученная выше угловая зависимость анизотропной части

тензора проводимости (см. (3.56) и (3.57)) соответствует результатам экспе-

риментов [11, 12, 86]. Если ток течет в направлении вдоль модуляции плот-

ности в состоянии однонаправленной волны зарядовой плотности, то прово-
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димость (сопротивление) оказывается меньше (больше), чем проводимость

(сопротивление) в случае, когда ток протекает в направлении перпендику-

лярном к модуляции. При этом в обоих случаях Холловская проводимость

(сопротивление) остается практически одинаковой.

Заметим, что состояние однонаправленной волны зарядовой плотности су-

ществует также при факторе заполнения уровня Ландау вблизи половины

(см. раздел 2.3.3). При этом температурные зависимости не изменятся, а ко-

эффициенты станут зависеть не только от 1/4πTcτ , но и от величины µN/Tc.

При дальнейшем увеличении химического потенциала µN состояние однона-

правленной волны зарядовой плотности перейдет в состояние треугольной

волны зарядовой плотности, в котором есть три основных вектора Q1, Q2 и

Q3, направленные под углами φ, φ+ 2π/3 и φ+ 4π/3 к оси x соответственно.

Однако в силу простого тождества

1 + e2πi/3 + e−2πi/3 = 0 (3.80)

вклады в анизотропную часть тензора проводимости от трех векторов Qi вза-

имно сократятся. Поэтому в состоянии треугольной волны зарядовой плот-

ности тензор проводимости остается изотропным, во всяком случае в первом

порядке по квадрату параметра порядка.

Необходимо отметить, что физически анизотропная проводимость σ(anis)
ab в

состоянии однонаправленной волны зарядовой плотности, полученная выше

(см. (3.56) и (3.57)), возникает из-за индуцированного периодического в одном

направлении потенциала λ(r) в действии (3.45). Анизотропия тензора прово-

димости двумерного электронного газа в слабом магнитном поле при наложе-

нии однонаправленного периодического потенциала2 экспериментально была

измерена 15 лет назад Вейссом, фон Клитцингом, Плоогом и Вайманном при

температурах в несколько градусов Кельвина на гетероструктурах с подвиж-

ностью µ0 ∼ 106 cm2/V s [94]. Теоретически влияние однонаправленного пе-
2Так называемые, осцилляции Вейсса.
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риодического потенциала на тензор проводимости двумерного электронного

газа в слабом магнитном исследовалось как на основе кинетического урав-

нения Больтцмана [96, 99], так и методами диаграмной техники [95, 97, 98].

Важное отличие потенциала λ(r), индуцированного однонаправленной вол-

ной зарядовой плотности, от внешнего приложенного периодического потен-

циала, это то, что потенциал λ(r) возникает только на N -ом уровне Ландау,

а внешний потенциал чувствуют электроны на всех уровнях Ландау.

3.6 Заключение

Для системы двумерных взаимодействующих электронов в присутствие сла-

бого беспорядка и слабого магнитного поля был исследован вопрос о проводи-

мости состояния однонаправленной волны зарядовой плотности при половин-

ном заполнении уровня Ландау. В рамках разложения по параметру порядка

состояния однонаправленной волны зарядовой плотности было найдено, что

при Tc − T ≪ Tc у тензора проводимости появляется анизотропная часть,

пропорциональная (Tc − T )/Tc. Также было найдено, что непосредственно

вблизи Tc (как выше, так и ниже) флуктуации параметра порядка приводят

к флуктуационным добавкам в анизотропную часть тензора проводимости,

которые сглаживают излом при T = Tc. Полученные результаты находятся

в качественном согласии с экспериментом.
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3.7 Приложение: Вычисление характерной температу-

ры T1

Согласно выражениям (3.36) и (3.17) характерная энергия T1(q) имеет вид

T1(q) = −nLe
iφ

(
Uscr(q)J0(qRc)J1(qRc)e

−iφ −
√

2N

∫
d p

(2π)2nL
e−iQpl2HUscr(p)

×px − ipy

p2lH
LNN

(
p2l2H

2

)
LN,N−1

(
p2l2H

2

)
e−p2l2H/2

)
. (3.81)

Здесь мы воспользовались выражениями (2.9) и (2.10) для форм-фактора

FNN(q), и учли, что

FN,N−1(Q) =
√

2N
qx − iqy
q2lH

e−q2l2H/4LN,N−1

(
q2l2H

2

)
≈ e−iφJ1(qRc), qRc ≪ 2N.

(3.82)

При q = Q0 = r0/Rc в силу тождества J0(r0) = 0 первый член в выражении

(3.81) обращается в нуль, и величина T1 = T1(Q0) равна

T1 =
rsωH

4
√

2

1∫

0

d x

ǫ̃(x)

J1(4Nx)J0(4Nx)√
1 − x2

J1(2r0x), (3.83)

где

ǫ̃(x) = 1 +
rs

x
√

2
(1 − J 2

0 (4Nx)). (3.84)

Производя вычисление интеграла, находим, что

T1 =
rsωH

16πN
√

2

[
r0
2

ln

(
1 +

1√
2r0rs

)
+

c2

1 +
√

2r0rs

]
, (3.85)

где постоянная c2 определяется как

c2 =

√
r0
π

1∫

1/2r0

d x

x
√
x(1 − x2)

sin
(
2r0x−

π

4

)
≈ 1.097. (3.86)

Из выражения (3.85) видно, что характерная температура T1 ∼ T0/N .

106



3.8 Приложение: Вычисление величин Ip1p2p3p4(Q0)

Используя определение (3.53) для величин Ip1p2p3p4
(Q0) и выражение (3.82)

для форм-фактора, в пределе N ≫ 1 находим, что

IN,N−1,N−1,N = IN,N+1,N+1,N = gnLN

∞∫

0

d x

x

[
L−1

N (x)
]2
e−xJ0(r0

√
2x), (3.87)

IN,N−1,N,N+1 = IN,N+1,N,N−1 = gnLN

∞∫

0

d x

x
L−1

N (x)L−1
N+1(x)e

−xJ0(r0
√

2x),

IN,N,N,N−1 = −IN,N,N,N+1 = gnLe
iφ
√
N

∞∫

0

d x√
x
L−1

N (x)LN(x)e−xJ1(r0
√

2x),

IN,N+1,N,N = −IN,N+1,N,N = gnLe
−iφ

√
N

∞∫

0

d x√
x
L−1

N+1(x)LN(x)e−xJ1(r0
√

2x),

IN,N−1,N,N−1 = I∗N,N+1,N,N+1 = gnLe
2iφN

∞∫

0

d x

x

[
L−1

N (x)
]2
e−xJ2(r0

√
2x),

IN,N−1,N+1,N = I∗N,N+1,N−1,N = gnLe
2iφN

∞∫

0

d x

x
L−1

N (x)L−1
N+1(x)e

−xJ2(r0
√

2x).

Далее используя асимптотическое выражение для полиномов Лагерра [100]

Lα
N(x) ≃ 1√

πx
ex/2

(
N

x

)(2α−1)/4

cos
(
2
√
Nx− απ

2
− π

4

)
, N ≫ 1, (3.88)
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получаем, что

IN,N−1,N−1,N = IN,N+1,N+1,N = gnL
2

π

1∫

0

d x
J0(2r0x)√

1 − x2
, (3.89)

IN,N−1,N,N+1 = IN,N+1,N,N−1 = gnL
2

π

1∫

0

d x(1 − 2x2)
J0(2r0x)√

1 − x2
,

IN,N,N,N−1 = −IN,N,N,N+1 = gnLe
iφ 2

π

1∫

0

d xx
J1(2r0x)√

1 − x2
,

IN,N+1,N,N = −IN,N+1,N,N = gnLe
−iφ 2

π

1∫

0

d xx
J1(2r0x)√

1 − x2
,

IN,N−1,N,N−1 = I∗N,N+1,N,N+1 = gnLe
2iφ 2

π

1∫

0

d x
J2(2r0x)√

1 − x2
,

IN,N−1,N+1,N = I∗N,N+1,N−1,N = gnLe
2iφ 2

π

1∫

0

d x(1 − 2x2)
J2(2r0x)√

1 − x2
.

Интегралы, стоящие в правых частях выражений в (3.89), вычисляются с

помощью тождества [100]

2

π

π/2∫

0

d φ cos(2µφ)J2ν(2r0 cosφ) = Jν+µ(r0)Jν−µ(r0), (3.90)

что в итоге приводит для Ip1p2p3p4
к выражениям, представленным в таблице

3.1.
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Заключение

Основные результаты диссертации состоят в следующем:

Для системы взаимодействующих двумерных электронов, находящихся в

слабом магнитном поле, когда заполнено много уровней Ландау, и в присут-

ствии случайного потенциала:

1. Построена низкоэнергитическая теория, позволяющая описывать дина-

мику системы, с помощью эффективного действия для электронов, на-

ходящихся на последнем из заполненных уровне Ландау. Это становит-

ся возможно благодаря частичному экранированию кулоновского взаи-

модействия между электронами на последнем из заполненных уровне

Ландау электронами с полностью заполненных уровней. Показано, что

наличие случайного потенциала уменьшает эффект экранирования. В

рамках этой теории вычислен g-фактор системы, как функции магнит-

ного поля, ширины уровня Ландау и параметра взаимодействия rs. Ис-

следованно влияние случайного потенциала на спектр спиновых волн.

Показано, что его наличие уменьшает энергию спиновых волн, но ка-

чественный вид спектра не меняется. Найдено, что в присутствии слу-

чайного потенциала спиновые волны имеют затухание, причем в широ-

ком диапазоне значений волнового вектора затухание оказывается по-

рядка ln(
√

2rsN)/(4Nτ). Также исследованно туннелирование электро-

на на высокий уровень Ландау, заполненный на половину. Получено, что

в этом случае щель в туннельной плотности состояний пропорциональна

ω
3/2
H /EF τ

1/2
0 .
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2. Исследован вопрос об образовании состояния волны зарядовой плотно-

сти на последнем из заполненных уровне Ландау, с учетом наличия слу-

чайного потенциала. Вычислено разложение свободной энергии по па-

раметру порядка состояния волны зарядовой плотности. Найдена фазо-

вая диаграмма системы. Оказалось, что вблизи половинного заполнения

уровня Ландау выгодно состояние однонаправленной волны зарядовой

плотности, а вдалеке состояние треугольной волны зарядовой плотности.

Показано, что наличие случайного потенциала существенно ограничива-

ет область возможного существования состояний волны зарядовой плот-

ности: ширина уровня Ландау должна быть меньше, чем 1/2τc = 4T0/π.

Также показано, что наличие случайного потенциала может приводить

к изменению периода волны зарядовой плотности, по-сравнению с чи-

стым случаем. Исследованно влияние флуктуаций параметра порядка

в рамках одномодового приближения (слабая кристаллизация), исходя

из чего, оценена критическая область вблизи фазового перехода. Она

оказывается малой в меру малости величины N−2/3 ≪ 1.

3. Показано, что существование однонаправленной волны зарядовой плот-

ности на высоком уровне Ландау, заполненном на половину, приводит

к анизотропии тензора проводимости. Вблизи линии фазового перехода,

Tc − T ≪ Tc, вычислен тензор проводимости в состоянии однонаправ-

ленной волны зарядовой плотности при половинном заполнении уров-

ня Ландау. Оказалось, что анизотропная часть тензора проводимости

пропорциональна отклонению температуры от критической. Изотроп-

ная часть тензора проводимости в состоянии однонаправленной волны

зарядовой плотности, как оказывается, отличается от тензора проводи-

мости в однородном состоянии членами, пропорциональными Tc − T . В

непосредственной близости от Tc, 1 ≫ |Tc − T |/Tc ≫ N−2, флуктуации

параметра порядка приводят к флуктуационным поправкам для тензора
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проводимости, которые являются не аналитическими функциями Tc−T .

Эти флуктуационные поправки сглаживают излом при T = Tc, который

получается без их учета. Полученная температурная зависимость тензо-

ра проводимости качественно согласуется с экспериментальной.
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