
Контрольная работа №2
Вариант А 12.03.2024

Задача 1(1 + 1 балла) Вычислить средние

a)
Tr[𝑏†𝑝𝑏𝑝𝑒

−𝛽𝜖𝑝𝑏
†
𝑝𝑏𝑝/2𝑏𝑝𝑏

†
𝑝𝑒

−𝛽𝜖𝑝𝑏
†
𝑝𝑏𝑝/2]

Tr[𝑒−𝛽𝜖𝑝𝑏
†
𝑝𝑏𝑝 ]

, b)
Tr[𝑒𝑎𝑝𝑎

†
𝑝𝑒−𝛽𝜖𝑝𝑎

†
𝑝𝑎𝑝 ]

Tr[𝑒−𝛽𝜖𝑝𝑎
†
𝑝𝑎𝑝 ]

где 𝑏𝑝 и 𝑏†𝑝 – бозонные операторы уничтожения и рождения, а 𝑎𝑝 и 𝑎†𝑝 – фермионные опера-
торы уничтожения и рождения.

Задача 2(3 балла) Неидеальный ферми-газ частиц со спином 𝑠 = 3/2 с четверным взаимо-
действием описывается следующим гамильтонианом

𝐻 =
∑︁
𝑝,𝜎

𝜖𝑝𝑎
†
𝑝,𝜎𝑎𝑝,𝜎 +

𝑈

4𝑉 3

∑︁
𝑝1+𝑝2+𝑝3+𝑝4
=𝑘1+𝑘2+𝑘3+𝑘4

𝑎†𝑝1,3/2𝑎
†
𝑝2,1/2

𝑎†𝑝3,−1/2𝑎
†
𝑝4,−3/2𝑎𝑘4,−3/2𝑎𝑘3,−1/2𝑎𝑘2,1/2𝑎𝑘1,3/2

Вычислить поправку первого порядка по 𝑈 к химическому потенциалу. Ответ выразить
через полное число частиц 𝑁 .

Напоминание: на лекции был получен результат для поправки первого порядка по вза-
имодействию к энергии системы 𝐸 = 𝐸0 (𝑁) + ⟨𝐻int⟩0 + ...

Задача 3(4 балла) Спектр магнонов в антиферромагнетике с анизотропией имеет вид 𝜀𝑝 =√︀
𝐷𝑝2 +𝑀 . Вычислить вклад в теплоемкость от таких магнонов при низких температурах.

Определить область низких температур.
Напоминание: на лекции был получен результат для свободной энергии системы иде-

альных бозонов c нулевым химическом потенциалом

𝐹 = 𝑇𝑉

∫︁
𝑑3𝑝

(2𝜋)3
ln(1− 𝑒−𝛽𝜀𝑝)

Задача 4(4 балла) В случае когда величина притяжения зависит от импульса следующим
образом 𝜆𝑝 = 𝜆0(|𝜉𝑝|/Ω)−𝛾, где 0 < 𝛾 < 1, вычислить зависимость сверхпроводящего пара-
метра порядка при нулевой температуре от 𝜆0.

Напоминание: на лекции былo получено уравнение самосогласования

∆ =
1

𝑉

∑︁
𝑝

𝜆𝑝
∆

2
√︀

𝜉2𝑝 +∆2
tanh

√︀
𝜉2𝑝 +∆2

2𝑇

Задача 5(6 баллов) Используя уравнение Гросса-Питаевского

𝑖
𝜕Ψ𝜎

𝜕𝑡
=

(︂
−∇2

2𝑚
− 𝜇

)︂
Ψ𝜎 +

4𝜋𝑎

𝑚
|Ψ−𝜎|2Ψ𝜎

для двух-компонентного Бозе газа (𝜎 = 1,−1), найти спектр боголюбовских возбуждений.
Подсказка: искать решение в виде Ψ𝜎(𝑟, 𝑡) = Ψ0 + 𝛿Ψ𝜎𝑒

𝑖𝑞𝑟−𝑖𝜔𝑡. Использовать формулу
для детерминанта блочной матрицы

det

(︂
𝐴 𝐵

𝐵 𝐴

)︂
= det𝐴 det(𝐴−𝐵𝐴−1𝐵)
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Контрольная работа №2
Вариант Б 12.03.2024

Задача 1(1 + 1 балла) Вычислить средние

a)
Tr[(𝑏†𝑝𝑏𝑝 + 𝑏𝑝𝑏

†
𝑝)𝑒

−𝛽𝜖𝑝𝑏
†
𝑝𝑏𝑝/2𝑏†𝑝𝑏𝑝𝑒

−𝛽𝜖𝑝𝑏
†
𝑝𝑏𝑝/2]

Tr[𝑒−𝛽𝜖𝑝𝑏
†
𝑝𝑏𝑝 ]

, b)
Tr[sin(𝑎†𝑝𝑎𝑝)𝑒

−𝛽𝜖𝑝𝑎
†
𝑝𝑎𝑝 ]

Tr[𝑒−𝛽𝜖𝑝𝑎
†
𝑝𝑎𝑝 ]

где 𝑏𝑝 и 𝑏†𝑝 – бозонные операторы уничтожения и рождения, а 𝑎𝑝 и 𝑎†𝑝 – фермионные опера-
торы уничтожения и рождения.

Задача 2(3 балла) Неидеальный бозе-газ частиц со спином 𝑠 = 1 с тройным взаимодействи-
ем описывается следующим гамильтонианом

𝐻 =
∑︁
𝑝,𝜎

𝜖𝑝𝑏
†
𝑝,𝜎𝑏𝑝,𝜎 +

𝑈

3𝑉 2

∑︁
𝑝1+𝑝2+𝑝3
=𝑘1+𝑘2+𝑘3

𝑏†𝑝1,1𝑏
†
𝑝2,0

𝑏†𝑝3,−1𝑏𝑘3,−1𝑏𝑘2,0𝑏𝑘1,1

Вычислить поправку первого порядка по 𝑈 к химическому потенциалу. Ответ выразить
через полное число частиц 𝑁 .

Напоминание: на лекции был получен результат для поправки первого порядка по вза-
имодействию к энергии системы 𝐸 = 𝐸0 (𝑁) + ⟨𝐻int⟩0 + ...

Задача 3(4 балла) Спектр 𝜀𝑝 бозонных возбуждений в трёхмерном материале имеет ми-
нимум в точке 𝑝 = 𝑝0, вблизи которой 𝜀𝑝 = ∆ + (𝑝 − 𝑝0)

4/(2𝑚𝑝20). Вычислить вклад в теп-
лоемкость от таких бозонных квазичастиц при низких температурах. Определить область
низких температур.

Напоминание: на лекции был получен результат для свободной энергии системы иде-
альных бозонов c нулевым химическом потенциалом

𝐹 = 𝑇𝑉

∫︁
𝑑3𝑝

(2𝜋)3
ln(1− 𝑒−𝛽𝜀𝑝)

Задача 4(4 балла) В случае когда величина притяжения зависит от импульса следующим
образом 𝜆𝑝 = 𝜆0(|𝜉𝑝|/Ω)−𝛾, где 0 < 𝛾 < 1, вычислить зависимость температуры сверхпрово-
дящего перехода от 𝜆0.

Напоминание: на лекции былo получено уравнение самосогласования

∆ =
1

𝑉

∑︁
𝑝

𝜆𝑝
∆

2
√︀

𝜉2𝑝 +∆2
tanh

√︀
𝜉2𝑝 +∆2

2𝑇

Задача 5(6 баллов) Используя уравнение Гросса-Питаевского

𝑖
𝜕Ψ𝜎

𝜕𝑡
=

(︂
−∇2

2𝑚
− 𝜇

)︂
Ψ𝜎 +

4𝜋𝑎

𝑚
|Ψ−𝜎|2Ψ𝜎

для двух-компонентного Бозе газа (𝜎 = 1,−1), найти спектр боголюбовских возбуждений.
Подсказка: искать решение в виде Ψ𝜎(𝑟, 𝑡) = Ψ0 + 𝛿Ψ𝜎𝑒

𝑖𝑞𝑟−𝑖𝜔𝑡. Использовать формулу
для детерминанта блочной матрицы

det

(︂
𝐴 𝐵

𝐵 𝐴

)︂
= det𝐴 det(𝐴−𝐵𝐴−1𝐵)
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