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Изучен магнонный спектр в тонкой гетероструктуре ферромагнетик–сверхпроводник в присутствии
сверхпроводящего вихря. Для этого используется гамильтониан типа Боголюбова–де Жена, описыва-
ющий магноны в присутствии внешнего магнитного поля и неоднородного профиля намагниченности,
создаваемого этим вихрем. Показано, что на вихре образуются связанные состояния магнонов подобно
тому, как заряженный центр создает связанные состояния электронов из-за экранированного кулонов-
ского взаимодействия в двумерном электронном газе. Число этих локализованных состояний определя-
ется только материальными параметрами ферромагнитной пленки. Также решена задача рассеяния для
плоской падающей спиновой волны и вычислены полное и транспортное сечения рассеяния. Показано,
что профиль намагниченности, создаваемый вихрем в пленке кирального ферромагнетика приводит к
асимметричному рассеянию магнонов. Обсуждены особенности квантовой задачи рассеяния, соответ-
ствующие орбитальному обращению в классическом пределе.
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Исследование взаимного влияния магнетизма

и сверхпроводимости привлекает интерес иссле-

дователей на протяжении практически полуве-

ка [1]. Последние десятилетия фокус исследований

сместился в сторону физических явлений в ге-

тероструктурах сверхпроводник–ферромагнетик

(SF) [2–9]. В таких структурах обе подсисте-

мы могут содержать топологические объекты:

вихри в сверхпроводящей и скирмионы в фер-

ромагнитной пленках [10]. Связанные пары из

скирмиона и абрикосовского вихря могут об-

разовываться под действием спин-орбитального

взаимодействия и эффекта близости [11, 12] или

под действием полей рассеяния [13–19]. Недавно

такое устойчивое сосуществование скирмиона и

вихря было экспериментально реализованно в гете-

роструктурах [Ir1Fe0.5Co0.5Pt1]10/MgO/Nb [20, 21] и

[CoFeB/Ir/Ta]7/Nb [22]. Дополнительной мотивацией

таких исследований служит тот факт, что скирми-

оны [23–28] и пары скирмион–вихрь [29, 30] могут

содержать майорановские моды, которые пред-

ложено использовать в качестве платформы для

масштабируемых квантовых вычислений [31, 32].

1)e-mail: burmi@itp.ac.ru

Продолжительное время спиновые волны воспри-

нимались как интересный и полезный инструмент

изучения магнетизма [33]. Недавно существенный

прогресс был достигнут в использовании спиновых

волн как носителей информации на наномасштабах,

что привело к образованию новой области исследо-

ваний – магноники [34–36]. Контроль и манипуляции

спиновыми волнами осуществляются внешними (гра-

диент намагниченности [37]) или внутренними (до-

менные стенки [38–41], скирмионы [42–44]) неодно-

родностями в профилях намагниченности.

Общеизвестно [45, 46], что флуктуации сверхпро-

водящего параметра порядка влияют на спиновые

волны в ферромагнитном сверхпроводнике [45, 46].

Аналогичный эффект возникает в случае простран-

ственно разделенных сверхпроводимости и магнетиз-

ма. Магнонный спектр в SF гетероструктурах ис-

пытывает влияние сверхпроводящей пленки через

несколько механизмов: (i) изменение полей рассея-

ния (или благодаря эффекту Мейснера) [47–54], (ii)

существование вихревой решетки в сверхпроводни-

ке [55, 56] и (iii) из-за механизма спинового враща-

тельного момента [57].

В настоящей работе, мотивированной недавними

экспериментальными исследованиями [47, 48, 53, 55],
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рассматривается тонкая SF гетероструктура и изу-

чается магнонный спектр в ферромагнитной пленке

в присутствии одиночного сверхпроводящего вихря.

В отличие от работ [54, 56], в работе принимается

во внимание, что однородный профиль намагничен-

ности в ферромагнитной пленке изменяется [18] под

действием пирловского вихря в сверхпроводнике [58].

Следуя работе [43], выводится и решается гамиль-

тониан Боголюбова–де Жена (БдЖ), описывающий

магноны в присутствии неоднородного профиля на-

магниченности и внешнего магнитного поля, созда-

ваемого сверхпроводящим вихрем. Обнаруживается,

что пирловский вихрь приводит к образованию свя-

занных состояний, подобных связанным состояниям

электронов на заряженном центре вследствие экра-

нированного кулоновского взаимодействия в двумер-

ном электронном газе [59]. Число связанных состо-

яний (≈ 10 для параметров эксперимента [20]) пол-

ностью определяется материальными параметрами

ферромагнитной пленки.

Также в работе решается квантовая задача рас-

сеяния для плоской падающей спиновой волны на

возмущении магнитного порядка в магнитном поле,

создаваемом вихрем. Вычисляется полное и транс-

портное сечения рассеяния. Обнаруживается, что со-

здаваемая вихрем неоднородность профиля намаг-

ниченности приводит к асимметричности рассеяния

в случае кирального ферромагнетика. Демонстриру-

ется, что квантовая задача рассеяния имеет особен-

ности, связанные с орбитальным движением в клас-

сическом пределе.

Модель. Рассмотрим гетероструктуру, состоя-

щую из ферромагнитной (сверху) и сверхпроводящей

(снизу) пленок. Чтобы пренебречь эффектом близо-

сти, предполагается наличие тонкого слоя изолято-

ра между пленками (толщиной много меньше лондо-

новской глубины проникновения λL). Основываясь

на экспериментах, толщина сверхпроводящей пленки

считается малой, dS≪λL. В сверхпроводящей плен-

ке предполагается наличие пирловского вихря, при

этом ферромагнитная пленка считается тоньше пир-

ловской длины, λ = λ2L/dS , dF ≪ λ. Свободная энер-

гия ферромагнитной пленки в этом случае выража-

ется через единичный вектор направления намагни-

ченности m(r) и дается следующим выражением

F [m] = dF

∫

d2r
{

A(∇m)2 +K(1−m2
z) +

+D[mz∇ ·m− (m · ∇)mz ]−Msm ·BV|z=+0

}

. (1)

Здесь константы A > 0 и K > 0 соответству-

ют обменному взаимодействию и перпендикуляр-

ной анизотропии2) соответственно. Кроме того, в

свободную энергию (1) добавлено взаимодействие

Дзялошинского–Мории (DMI), величина которого

определяется константой D. Ось z направлена пер-

пендикулярно плоскости пленок. Ms соответствует

намагниченности насыщения. Последний член в вы-

ражении (1) описывает эффект Зеемана в магнитном

поле, создаваемом пирловским вихрем, расположе-

ным в начале координат (квант магнитного потока

φ0 = hc/2e) [58, 61, 62],

BV = φ0sgn(z)∇
∫

d2q

(2π)2
e−q|z|+iqr

q(1 + 2qλ)
. (2)

Заметим, что свободная энергия (1) обращается в

нуль для ферромагнитного состояния mz = 1 в от-

сутствие пирловского вихря BV = 0.

В пределе тонких пленок удобно представлять

магнитное поле в ферромагнитной пленке в виде

BV |z=+0 = −(φ0/4πlwλ)[br(r)er+bz(r)ez ], где br(r) и

bz(r) – безразмерные функции расстояния r до цен-

тра вихря, er, eϕ, и ez – ортонормированные ко-

ординатные вектора в полярной системе координат

и lw=
√

A/K – толщина доменной стенки. Функции

br,z(r) выражаются через функции Бесселя второго

рода (Yα) и функции Струве (Hα)

br = −πlw
4λ

[

Y1

( r

2λ

)

+H−1

( r

2λ

)]

,

bz =
lw
r

{

1 +
πr

4λ

[

Y0

( r

2λ

)

−H0

( r

2λ

)]}

.

(3)

Эти функции имеют следующие асимптотики: br ≃
≃ bz ≃ lw/r для r ≪ λ, и bz ≃ 2λbr/r ≃ 4λ2lw/r

3 для

r ≫ λ. Далее, вместо точных выражений (3) исполь-

зуются приближенные формулы [63], которые кор-

ректно воспроизводят не только асимптотики, но и

промежуточные участки функций:

bz ≃ lw
r[1 + r/(2λ)]2

, br ≃ lw
r[1 + r/(2λ)]

. (4)

Магнитное состояние, возмущенное пир-

ловским вихрем. В связи с отсутствием азиму-

тальной компоненты магнитного поля вихря, реше-

ние для направления намагниченности ферромагне-

тика ищется в виде m = er sin θ(r) + ez cos θ(r). В

результате минимизации F [m] в ур. (1) относитель-

2)Для тонкой ферромагнитной пленки можно учесть вклад
поля размагничивания в константе эффективной перпендику-
лярной анизотропии, K=K0−2πM2

s
[14, 16, 60].
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но угла намагниченности θ(r), получается уравнение

Эйлера–Лагранжа [18],

l2w
r
∂r
[

r∂rθ(r)
]

− (l2w + r2)

2r2
sin 2θ(r) + 2ǫ

sin2 θ(r)

r/lw
+

+ γ[bz(r) sin θ(r) − br(r) cos θ(r)] = 0, (5)

которое дополняется граничными условиями θ(0) =

= θ(∞) = 0. Сила DMI определяется безразмер-

ным параметром ǫ = D/2
√
AK. Влияние пирловско-

го вихря проявляется в безразмерном параметре

γ = (lw/λ)(Msφ0/8πA). С учетом того, что γ ∼ 0.1

в экспериментах [20], в дальнейшем рассматривает-

ся случай γ ≪ 1.

В режиме γ ≪ 1, возмущение однородного маг-

нитного состояния, соответствующего θ = 0, слабо:

θ = θγ ≪ 1. Тогда можно линеаризовать ур. (5) и

получить:

θγ(r) =
πγλlw
4λ2 + l2w

[

I1

( r

lw

)

− L−1

( r

lw

)

+
4λ

πlw
K1

( r

lw

)

+

+ Y1

( r

2λ

)

+H−1

( r

2λ

)]

, (6)

где Iα и Kα обозначают модифицированные функ-

ции Бесселя первого и второго родов соответственно,

а Lα – модифицированную функцию Струве. Точное

решение (6) упрощается как

θγ(r) = −γ











[r/(2lw)] ln(lw/r), r ≪ lw,

lw/r, lw ≪ r ≪ λ,

2λlw/r
2, r ≫ λ.

(7)

Магноны. Магноны соответствуют малым от-

клонениям δm = m − mγ намагниченности m от

стационарного состояния mγ , определяемого θγ . Для

описания δm, применяется подход из работы [43].

Вводится локальный ортогональный базис e1 = eϕ,

e2 = [mγ×eϕ], и e3 = mγ , а вектор намагниченности

в произвольной точке плоскости r параметризуется

как

m = e3
√

1− 2|ψ|2 + e+ψ + e−ψ
∗, (8)

где e± = (e1±ie2)/
√
2, а ψ(r) – комплексная функ-

ция. Подстановка параметризации (8) в выражение

для свободной энергии (1) и разложение до второ-

го порядка по ψ дает энергию спиновых волн. После

восстановления динамической части задачи получа-

ется следующий лагранжиан в безразмерном мни-

мом времени [43]:

L(2) =
dFK

2
(Ψ†σz∂tΨ+Ψ†ĤΨ), (9)

который определяет динамику магнонов. Здесь были

введены спинор Ψ = (ψ, ψ∗)T , стандартные матри-

цы Паули σx,y,z и эффективный гамильтониан типа

БдЖ:

Ĥ = 1 +
l2w
r2

− l2w∆+ 2iσz l
2
w

r2
∂ϕ + V̂ , (10)

где V̂ = V0+σ
xVx + 2iσzVz∂ϕ является 2× 2 матрич-

ным потенциалом, с компонентами, зависящими от

br,z, θγ и r:

V0 = − γ(bz cos θγ + br sin θγ)−
3

2

l2w + r2

r2
sin2 θγ

− l2w
2
(∂rθγ)

2 − ǫ
[3 sin(2θγ)

2r/lw
+ lw∂rθγ

]

,

Vx =
l2w+r

2

2r2
sin2 θγ−

l2w
2
(∂rθγ)

2+ǫ
[ sin(2θγ)

2r/lw
−lw∂rθγ

]

,

Vz = − 2
l2w
r2

sin2(θγ/2)− ǫ
lw
r
sin θγ . (11)

Гамильтониан (10) обладает симметрией частица-

дырка: Ĥ = σxKĤσxK, где K обозначает ком-

плексное сопряжение. В таком случае удобно искать

решение динамического уравнения, соответствую-

щего лагранжиану (9) в следующей форме: Ψ =

= e−tEΨ̃+etEσxKΨ̃, где Ψ̃ удовлетворяет уравнению

типа БдЖ:

ĤΨ̃=EσzΨ̃. (12)

Если Ψ̃E – решение ур. (12) с энергией E, то состоя-

ние Ψ̃−E = σxKΨ̃E также является решением этого

уравнения с энергией −E.

В отсутствие пирловского вихря, br,z = 0, од-

нородное ферромагнитное состояние соответствует

θ = 0. Тогда гамильтониан (10) сводится к

Ĥ0 = 1 + l2w

[

− ∂2r − 1

r
∂r +

1

r2
(−i∂ϕ − σz)2

]

. (13)

Поскольку Ĥ0 представляет из себя оператор Лапла-

са со сдвигом углового момента, нетрудно найти со-

ответствующие собственные функции и энергии

Ek,± = ±(1 + k2l2w), Ψ̃k,m,± = Ψ̃±Jm±
(kr)eimϕ,

Ψ̃+ = (1, 0)T , Ψ̃− = (0, 1)T , m± = m∓ 1, (14)

здесь Jα обозначает функции Бесселя первого рода.

В пределе γ ≪ 1, достаточно разложить потен-

циал V̂ до первого порядка по θγ , оставляя только

члены, пропорциональные γ. Таким образом полу-

чается:

V0 ≃ −γbz − ǫ
[3lwθγ

r
+ lw∂rθγ

]

,

Vx ≃ ǫ
[ lwθγ

r
− lw∂rθγ

]

, Vz ≃ −ǫ lwθγ
r

. (15)
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Интересно, что при r ≫ lw в потенциале V̂ глав-

ным оказывается член, пропорциональный bz: V̂ ≃
≃ −γbz. А именно, используя ур. (4) и (7), обнаружи-

вается, что при lw ≪ r ≪ λ члены, пропорциональ-

ные θγ малы по параметру lw/r ≪ 1, в то время как

при r ≫ λ эти члены малы по параметру lw/λ ≪ 1.

Лишь при r ∼ lw необходимо их учитывать как со-

поставимые с ведущим приближением γbz. Поэтому

исследование начинается с приближенного гамиль-

тониана,

Ĥ ≃ 1 +
l2w
r2

− l2w∆+ 2iσz
l2w
r2
∂ϕ − γbz, (16)

а затем результаты обобщаются на гамильтони-

ан (10) с V̂ из ур. (15), вычислением необходимых

поправок от членов, пропорциональных θγ .

Гамильтонианы такого типа, как в ур. (16) с точ-

ным (3) или приближенным (4) выражением для bz
активно изучались в контексте связанных состоя-

ний электронов на заряженных центрах c экрани-

рованным кулоновским взаимодействием в двумер-

ном электронном газе [59, 63–67]. Далее используется

приближенное выражение (4) для bz.

Локализованные магнонные состояния. Эф-

фективный экранированный кулоновский потенци-

ал, V̂ ≃ −γbz, локализует магнонные состояния. При

r ≪ λ гамильтониан (16) соответствует задаче о дву-

мерном атоме водорода, V̂ ≃ −γlw/r, для частицы с

массой 1/(2l2w) и зарядом
√
γlw. Энергии и волновые

функции даются [68]

Ψ̃n,m,±=Ψ̃±e
imϕ− 2r

naγ

(

r

naγ

)|m±|

L2|m±|
nr

(

4r

naγ

)

,

En,m,±=±
(

1−γ
2

n2

)

, n=2nr+2|m±|+1, nr=0, 1, . . .

(17)

Здесь La
n(x) обозначает полиномы Сонина–Лаггера,

aγ = 2lw/γ – эффективный боровский радиус, а Ψ̃±

и m± определены в ур. (14).

В первом приближении энергии связанных состо-

яний гамильтониана (16) не зависят от DMI. Чтобы

определить зависимость от параметра DMI ǫ, необ-

ходимо принять в рассчет члены, пропорциональные

θγ в ур. (15). Соответствующие поправки оказывают-

ся малыми, поскольку состояния (17) локализованы

на маштабах порядка эффективного боровского ра-

диуса aγ≫lw. Следовательно, возможно применить

теорию возмущений, для нахождения поправки

δE
(DMI)
n,m,± ≃ ∓4γ3ǫ

n3
sgn(2m± − 1). (18)

Интересно, что вклад от DMI-члена не полностью

снимает вырождение спектра по отношению к угло-

вому моменту m.

Важно, что эффективный боровский радиус aγ
меньше пирловской длины λ для эксперименталь-

ных условий. Отношение между этими длинами

определяется только материальными параметрами

ферромагнитной пленки, ζ ≡ 2λ/aγ = γλ/lw =

= Msφ0/(8πA). Так, например, ζ ≈ 8.3 для SF ге-

тероструктуры из работы [20]. Таким образом, далее

предполагается ζ ≫ 1 и, следовательно, aγ ≪ λ.

Характерный пространственный масштаб водо-

родоподобных состояний (17) пропорционален n2aγ .

Для n, бóльших
√
ζ, волновые функции водородо-

подобных состояний выходят за пределы λ, где не

применима асимптотика 1/r для V̂ . Для наблюде-

ния влияния на собственные энергии спадания bz по

закону 1/r3 на больших масштабах r ≫ λ следует

использовать квазиклассическое приближение. Для

двумерной задачи (16), правило квантования Бора–

Зоммерфельда с поправкой Лангера записывается

как

Re

∞
∫

0

dr

πlw

√

4γlwλ2

r (r+2λ)2
− m2

±

r2/l2w
−|1∓En,m,±| = nr+

1

2
.

(19)

Это позволяет рассчитать поправку к энерги-

ям (17) водородоподобных состояний при n2 ≪ ζ,

которая снимает вырождение спектра относительно

углового момента

δE
(WKB)
n,m,± = ±(γ2/ζ)[1 + 3(4m2

± − 3n2)/(16ζ)]. (20)

Поправки (18) и (20) одного порядка при ǫγζ2 ∼ n5.

Для собственных состояний, близких к непрерыв-

ному спектру, 1−En,m,± ≪ γ2/ζ, и имеющих не ма-

лый угловой момент, 1 ≪ m2
± ∼ ζ, энергии равны

En,m,±≃±
[

1−γ
2

4ζ

(2m2
±/ζ)

5/2

3−4m2
±/ζ

(

1−n+2|m±|
2
√
2ζ

)]

. (21)

Заметим, что радиальное квантовое число удовле-

творяет неравенству 0 6 nr 6
√
2ζ − 2|m±|. Квази-

классический спектр (21) предполагает существова-

ние конечного числа связаных состояний. Их коли-

чество оценивается стандартно и равно ζ [64]. Фи-

зически конечность количества состояний можно по-

нимать следующим образом. Для неэкранированного

кулоновского потенциала 1/r число состояний беско-

нечно, и они сгущаются при приближении к непре-

рывному спектру. Для потенциала λ2/r3 число состо-

яний также бесконечно, но их число неограниченно

растет по мере удаления от непрерывного спектра.
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В результате конкуренции между 1/r и λ2/r3 при

r ∼ λ, выживает лишь конечное число состояний ∼ ζ.

Рассеяние плоских спиновых волн. Теперь

обсуждается задача рассеяния спиновых волн. Будем

предполагать, что на вихрь налетает плоская спино-

вая волна с энергией Ek,± = ±(1 + k2l2w). В пределе

1/λ и ǫ к нулю, задача сводится к задаче рассеяния

на двумерном кулоновском потенциале, как видно из

упрощенного гамильтониана (16) при bz ≃ lw/r. В

таком случае точно известно дифференциальное се-

чение рассеяния [69]:

dσ(ϕ)

dϕ
=
γ tanh[γπ/(2klw)]

4k2lw sin2(ϕ/2)
. (22)

Следует обратить внимание, что хотя транспортное

сечение рассеяния конечно, полное сечение рассея-

ния расходится из-за сингулярности при ϕ = 0 в вы-

ражении (22). Поэтому принципиально необходимо

учесть, то, что bz спадает как 1/r3 при r ≫ λ. То-

гда дифференциальное сечение рассеяния регуляри-

зуется при малых углах |ϕ| . 1/(kλ). В борновском

приближении легко найти

dσ
(B)
± (ϕ)

dϕ
≃ 2πζ2/k

(1+2qϕλ)2

(

1+
2ǫqϕlw
1+q2ϕl

2
w

)

. (23)

Здесь qϕ = 2k| sin(ϕ/2)| изменение импульса магнона

при рассеянии. В дополнение к гамильтониану (16), в

ур. (23) учтены DMI-члены из ур. (15), которые счи-

таются малыми, ǫ≪ 1. Заметим, что в рассматривае-

мом случае большого ζ борновское приближение (23)

применимо только для относительно быстрых магно-

нов, kλ≫ ζ ≫ 1 или, иначе говоря, klw ≫ γ.

Интегрируя ур. (23) по ϕ получается, что при

klw & 1 ≫ γ полное и транспортное сечения рас-

сеяния равны следующим выражениям

σ(B) ≃ 2πζ2/(k2λ){1 + ǫ[ln(λ/lw)− 1](lw/λ)},
σ
(B)
tr ≃ π2ζ2/(2k3λ2)[1 − 2ǫ ln(4klw)/(πklw)].

(24)

Отметим, что выражение для σ
(B)
tr фактически не за-

висит от λ, и потому без учета DMI может быть по-

лучено непосредственно из ур. (22).

Для нахождения сечения рассеяния в других

областях параметра kλ следует применить квази-

классическое приближение для рассчета фаз рассе-

яния δm. Вводя параметры g = ζ/[2(kλ)2] и αm =

= |m±|/(2kλ), фазы рассеяния записываются как [68]

δm
2λk

=

∞
∫

x0

(
√

1+
g

x(1+x)2
−α

2
m

x2
−1

)

dx−x0+
παm

2
.

(25)

Здесь x0 > 0 обозначает наибольшую точку останов-

ки, а также пренебрежено DMI. Заметим, что ур. (13)

предполагает зависимость δm от m± = m ∓ 1, неже-

ли от m. Впрочем, физическим смыслом обладает

m, а не ψ, см. ур. (8). Переход от ψ к m дает до-

полнительный множитель exp(±iϕ), который приво-

дит к эффективной замене m± на m. Заметим, что

δm – четная функция m±, так что амплитуда рассе-

яния f(ϕ) =
√

2/(πk)
∑

m exp(imϕ+ iδm) sin δm име-

ет четное по ϕ абсолютное значение. Квазикласси-

ческое приближение для фаз рассеяния применимо

при 1/ζ ≪ kλ≪ ζ.

Поведение интеграла в ур. (25) интересным обра-

зом зависит от g. Точка поворота x0 остается един-

ственной при g<gc = 4(316+119
√
7)/27 ≈ 93.5. В ре-

зультате фаза рассеяния остается гладкой функцией

αm. Для g > gc и α в интервале (αg, α
′
g) появляют-

ся две дополнительные точки поворота, см. вставку

на рис. 1. В результате скачок δm как функции αm

происходит при αg > αc =
√

(37+14
√
7)/3 ≈ 4.97.

При g ≫ 1 возможна оценка αg ≃
√
3[(g/2)1/3 −

− 2/3]. Скачок в δm связан с внезапным возникно-

вением бóльшего корня x0 подкоренного выражения

в ур. (25).

При g ≫ 1 фазы рассеяния в квазиклассическом

приближении могут быть вычислены как

δm
2kλ

=

{

I0(g)−
παm

2
−I1(g)α2

m+O(α4
m), αm ≪ αg,

g/(2α2
m), αm ≫ αg,

(26)

где I0,1(g) оцениваются как I0 ≃ πg1/2−2.59g1/3+2/3

и I1 ≃ 1.40g−1/3− 1.15g−2/3. Точная асимптотика за-

висимости фазы рассеяния δm от углового момента

при различных значениях g ≫ 1 показана на главной

части рис. 1.

Полное и транспортное сечения рассеяния мо-

гут быть найдены через стандартные выражения:

σ = (4/k)
∑

m sin2 δm и σtr = (2/k)
∑

m sin2(δm −
− δm+1). При g ≫ 1 сумма набирается в области

m ∼ (ζkλ)ν≫1, где ν = 1/2 и 1/3 для полного

и транспортного сечений рассеяния соответственно.

Тогда, используя асимптотическое выражение (26)

для αm ≫ αg, в области
√
ζ ≫ kλ ≫ 1/ζ получают-

ся следующие оценки для полного и транспортного

сечений рассеяния:

σ(WKB) ≃ 4λ

√

2πζ

kλ
, σ

(WKB)
tr ∼ λ

[ ζ

(kλ)2

]1/3

. (27)

Следует отметить, что оба сечения рассеяния имеют

вклады, осциллирующие с kλ, что детально показа-

но на рис. 2 и 3. Тем не менее осциллирующая часть
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Зависимость δm/(2kλ) от па-
раметра αm для g < gc и g > gc, изображенная сплош-
ной и штриховой линиями для точного интегрирова-
ния в ур. (25) и пунктирными точечными линиями для
асимптотик из ур. (26). Вставка: зависимость точки
остановки x0 от αm для тех же величин g

σ(WKB) параметрически меньше монотонной части,

определяемой ур. (27). С другой стороны, осцилли-

рующая часть σ
(WKB)
tr оказывается одного порядка с

его монотонной частью, ур. (27), в существенном ин-

тервале параметров.

Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимость нормирован-
ных полного (σ/λ, круглые символы) и транспортного
(σtr/λ, квадратные символы) сечений рассеяния от kλ

при ζ = 10. Прямые линии задаются ур. (24) и ур. (27)
в борновском и квазиклассическом приближениях со-
ответственно. Кривая соответствует σtr/λ полученно-
му из ур. (22) результату для двумерного кулоновского
потенциала

В области применимости квазиклассики
√
ζ ≪

≪ kλ ≪ ζ (g ≪ 1) имеются следующие асимпто-

тические выражения для фаз рассеяния

δm
2λk

=
g

2

{

ln[4/(g + 2eαm)], αm ≪ 1,

1/α2
m, αm ≫ 1.

(28)

Заметим, что для αm ≫ 1 зависимость δm от αm в

ур. (28) совпадает с борновским приближением. Тем

не менее в обсуждаемой области параметра kλ фа-

зы рассеяния δm могут быть не малы. Полное сече-

ние рассеяния дается тем же выражением, что и в

ур. (27), в то время как транспортное сечение рассе-

яния оценивается как σ
(WKB)
tr ∼ ζ/(k2λ).

Полное и транспортное сечения рассеяния спада-

ют по мере увеличения k для kλ &
√
ζ. На таких

импульсах доминирует рассеяние вперед, поскольку

σtr/σ ≪ 1 при kλ≫
√
ζ. Рисунок 2 иллюстрирует за-

висимость нормированного сечения рассеяния от kλ,

найденную численно (круглые и квадратные симво-

лы) решением ур. (12) с определенным угловым мо-

ментомm и аналитически (сплошные линии) различ-

ными асимптотиками из ур. (24), (27), и (22).

Рис. 3. (Цветной онлайн) Левая панель – зависимость
〈ϕ2〉 и 〈ϕ〉/ǫγ от нормированного импульса kλ/

√
ζ для

ζ = 10 (верхние кривые) и ζ = 30 (нижние кривые).
Правая панель – диаграмма направленности dσ/dϕ =

= |f(ϕ)|2 с весом ϕ2, построенная в полярных коор-
динатах для ζ = 30, kλ = 0.6, ǫγ = 0 (штрихованная
линия) и ǫγ = 0.1 (сплошная линия)

В вышеописанных рассчетах пренебрежено пара-

метром DMI ǫ. Теперь примем во внимание опущен-

ные малые члены из ур. (15) для оценки среднего

угла рассеяния магнонов 〈ϕ〉 =
∫ π

−π ϕdσ(ϕ)/σ, что

характеризует асимметричность рассеяния. Глав-

ный асимметричный вклад в амплитуду рассеяния

f(ϕ) приходит из Vz и дает дополнительный член

ǫγm±/[2(kλx)
2(1 + x)] в подкоренном выражении в

ур. (25). Когда ǫγ ≪ 1, средний угол рассеяния 〈ϕ〉
в главном приближении пропорционален ǫγ, тогда

〈ϕ〉/ǫγ зависит только от kλ и ζ.
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На левой панели на рис. 3 иллюстрируется зави-

симость нормированного усредненного угла рассея-

ния 〈ϕ〉/ǫγ (штрихованные линии) и среднего квад-

рата угла рассеяния 〈ϕ2〉 (сплошные линии) от нор-

мированного импульса kλ/
√
ζ для ζ = 10 (верхние

кривые) и ζ = 30 (нижние кривые). Видно, что

кривые демонстрируют осцилляции для небольших

kλ .
√
ζ, причем амплитуда осцилляций сравнима с

величиной самих средних. Эти осцилляции обуслов-

лены подавлением вклада рассеяния вперед при вы-

числении 〈ϕ〉 и 〈ϕ2〉, за счет чего асимметричность

рассеяния становится более выраженной, как видно

на правой части рис. 3. Таким образом, неоднород-

ность профиля намагниченности, создаваемся пир-

ловским вихрем при наличии DMI создает слабую

асимметрию рассеяния.

Обсуждение. Разрывность фазы рассеяния для

g > gc при αm = αg, могла бы предполагать наличие

направлений, в которых не распространяется рассе-

янная волна в квазиклассическом приближении. Од-

нако это оказывается не так. Тем не менее точка

разрыва αg имеет прозрачный физический смысл.

Как известно [70], физический угол рассеяния χ как

функция прицельного параметра ρ = |m|/k≃2αmλ

может быть получен из выражения ±χ = 2πn−ϑ, где

ϑ = 2dδm/dm ≃ (kλ)−1dδm/dαm, и n является целым.

Ненулевое n предполагает феномен орбитального об-

ращения. Для g < gc зависимость χ и ϑ от ρ пока-

зана на рис. 4. Для малого прицельного параметра

ρ/(2λ) . 4, классическая траектория оборачивается

некоторое (конечное) количество раз вокруг центра

рассеяния. Однако при g > gc число оборотов клас-

сической траектории стремится к бесконечности по

мере приближения прицельного параметра к 2αgλ.

Другими словами, при данном прицельном парамет-

ре должно происходить падение классической час-

тицы на центр рассеяния. Заметим, что 2αgλ всегда

превосходит 2αcλ ≈ 10λ.

Заметим, что для пирловского анти-вихря, чье

магнитное поле направлено в обратную сторону, по-

тенциал (11) в гамильтониане (10) меняет знак. Это

приводит к исчезновению связанных состояний. За-

дача рассеяния также становится менее интересной.

В частности пропадает эффект орбитального обра-

щения.

Заключение. В работе рассмотрена тонкая SF

гетероструктура и изучен спектр магнонов в ферро-

магнитной пленке в присутствии в сверхпроводнике

пирловского вихря. Вихрь создает внешнее магнит-

ное поле и возмущение профиля намагниченности.

В результате образуется набор связанных состояний

магнонов, подобных связанным состояниям электро-

Рис. 4. (Цветной онлайн) Угол ϑ и физическое направ-
ление рассеяния χ как функции прицельного парамет-
ра ρ/(2λ) для g = 50 < gc (слева) и для g = 250 > gc
(справа)

нов на заряженном центре с экранированным куло-

новским взаимодействием в двумерном электронном

газе. Число этих состояний полностью определяется

только материальными параметрами ферромагнит-

ной пленки.

Решена задача рассеяния для плоской спиновой

волны, падающей на пирловский вихрь. Найдены

полное и транспортное сечения рассеяния. Обсуж-

дены особенности квантовой задачи рассеяния, со-

ответствующие эффекту орбитального обращения в

классическом пределе. Обнаружено, что взаимодей-

ствие Дзялошинского–Мории и искаженный вихрем

профиль намагниченности приводят к асимметрии

рассеяния магнонов.

Работа может быть развита в нескольких на-

правлениях. Во-первых, интересно было бы рассмот-

реть рассеяние цилиндрической спиновой волны. Во-

вторых, изучения заслуживают локализованные со-

стояния магнонов на связанных парах пирловского

вихря и неелевского скирмиона.
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P. Upadhyaya, and L.P. Rokhinson, Phys. Rev.
Res. 5, 033109 (2023).

33. A. I. Akhiezer, V.G. Bar’yakhtar, and
S.V. Peletminskii, Spin Waves, North-Holland Pub.
Co., Amsterdam (1968).

34. S.A. Nikitov, D.V. Kalyabin, I.V. Lisenkov,
A.N. Slavin, Yu.N. Barabanenkov, S.A. Osokin,
A.V. Sadovnikov, E. N. Beginin, M.A. Morozova,
Yu.P. Sharaevsky, Yu.A. Filimonov, Yu.V. Khivintsev,
S. L. Vysotsky, V.K. Sakharov, and E. S. Pavlov,
Phys.-Uspekhi 58, 1002 (2015).

35. A. Barman, G. Gubbiotti, S. Ladak et al.
(Collaboration), J. Phys.: Condens. Matter 33,
413001 (2021).

36. A. Brataas, B. van Wees, O. Klein, G. de Loubens, and
M. Viret, Phys. Rep. 885, 1 (2020).

37. C. Davies, A. Francis, A. Sadovnikov, S. Chertopalov,
M. Bryan, S. Grishin, D. Allwood, Y. Sharaevskii,
S. Nikitov, and V. Kruglyak, Phys. Rev. B 92, 020408
(2015).

38. H.-B. Braun, Phys. Rev. B 50, 16485 (1994).

39. R. Hertel, W. Wulfhekel, and J. Kirschner, Phys. Rev.
Lett. 93, 257202 (2004).
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