
BВЕДЕНИЕ В ТЕОРИЮ ЦЕЛОЧИСЛЕННОГО

КВАНТОВОГО ЭФФЕКТА ХОЛЛА

ИГОРЬ БУРМИСТРОВ

28 марта 2024 г.



2



Оглавление

Введение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1 Двумерные электроны в магнитном поле 9
1.1 Целочисленный квантовый эффект Холла и его экспериментальное наблюдение 10
1.2 Краевые состояния и калибровочная интерпретация Лафлина . . . . . . . . . 15
1.3 Коллективные возбуждения в магнитном поле (классическое рассмотрение) . 21
1.4 Электростатика краевых состояний: реконструкция края и краевой магнето-

плазмон . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2 Влияние примесей без учета явления андерсоновской локализации 31
2.1 Двумерный электронный газ с редкими примесями в магнитном поле . . . . . 32
2.2 Плавный случайный потенциал . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
2.3 Квантовое туннелирование между эквипотенциальными линиями и модель

Чалкера–Коддингтона . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
2.4 Самосогласованное борновское приближение. Плотность состояний. . . . . . . 51
2.5 Самосогласованное борновское приближение. Проводимость. . . . . . . . . . . 59
2.6 Коллективные возбуждения в магнитном поле (квантовое рассмотрение) . . . 67

3 Плотность состояний на уровнях Ландау за рамками самосогласованного
борновского приближения 69
3.1 Хвосты плотности состояний и динамическая проводимость на нижнем уровне

Ландау . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
3.2 Точное решение для плотности состояний на нижнем уровне Ландау . . . . . 79
3.3 Хвосты плотности состояний на высоких уровнях Ландау . . . . . . . . . . . . 84

4 Вывод нелинейной сигма-модели 91
4.1 Вывод нелинейной сигма-модели: разделение массивных и безмассовых мод . 92
4.2 Вывод формул Кубо для проводимости в нелинейной сигма модели . . . . . . 101

5 Квантование холловской проводимости 107
5.1 Топологический заряд и разделение краевой и объемной теорий . . . . . . . . 108
5.2 Непрерывный предел модели Чалкера-Коддингтона . . . . . . . . . . . . . . . 115

6 Поток продольной и холловской проводимости 121
6.1 Пертурбативные локализационные поправки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
6.2 Инстантоны и их вклад в статистическую сумму . . . . . . . . . . . . . . . . . 128
6.3 Вклад инстантонов в поправки к проводимости . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137

7 Физические явления в ЦКЭХ 141
7.1 Делокализованные состояния и их всплывание. Квантовохолльные осцилляции 142
7.2 Мезоскопические флуктуации локальной плотности состояний . . . . . . . . . 146

3



7.3 Обобщенная мультифрактальность и время сбоя фазы . . . . . . . . . . . . . . 152

8 ЗАКЛЮЧЕНИЕ 153
Список литературы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155

4



Введение

Целочисленный и дробный квантовые эффекты Холла – это замечательные и сложные
физические явления, которые по своей роли и значению в физике конденсированного состо-
яния можно сравнить с явлениями сверхпроводимости и сверхтекучести. Точное квантова-
ние холловской проводимости в единицах 𝑒2/ℎ наблюдается в экспериментах на двумерных
электронных системах при низких температурах (0.05 − 4 К) и в сильных перпендикуляр-
ных магнитных полях (1−20 Т). Изначально квантование холловской проводимости явилось
полной неожиданностью для экспериментаторов и теоретиков и оказалось противоречащим
теоретическому пониманию электронного транспорта не только в металлах, но и в двумер-
ных электронных системах, которое существовало на тот момент времени. Несмотря на свою
относительно недавнюю историю, открытие квантового эффекта Холла привело к трём но-
белевским премиям по физике. В 1985 году за открытие целочисленного квантового эфекта
Холла нобелевская премия была вручена К. фон Клитцингу (K. von Klitzing), а в 1998 году
за открытие и объяснение дробного квантового эффекта Холла премия была присуждена
Х. Стормеру (H. Störmer), Д. Цуи (D. Tsui) и Р. Лафлину (R. Laughlin). В 2016 году Д. Тау-
лесс (D. Thouless) получил нобелевскую премию в том числе и за объяснение квантования
холловской проводимости в чистых кристаллах. Отметим, что кроме огромного фундамен-
тального значения целочисленный квантовый эффект Холла имеет также важное приклад-
ное значение, позволяя измерять отношение мировых констант ℎ/𝑒2, а значит и определять
постоянную тонкой структуры 𝑒2/ℎ𝑐 с высокой точностью.

Несмотря на огромное количество теоретических и экспериментальных работ, исследую-
щих квантовый эффект Холла, и достигнутый прогресс в его понимании, построение мик-
роскопической теории квантового эффекта Холла в настоящее время далеко от завершения.
Имеющийся сейчас набор экспериментальных данных, которые не поняты теоретически,
значительно превосходит то, что было предсказано при объяснении эффекта квантования
холловской проводимости. Основная причина, по которой законченная теория квантового
эффекта Холла не построена, состоит в отсутствие в задаче малого параметра, например,
такого, как отношение сверхпроводящей щели к энергии Ферми в теории сверхпроводи-
мости. Последовательная теория квантового эффекта Холла должна учитывать одновре-
менно наличие сильного магнитного поля, случайный потенциал, создаваемый примесями,
и электрон-электронное взаимодействие. Кроме того, теория должна адекватно описывать
отклик двумерной электронной системы на приложенное внешнее электромагнитное поле.

Традиционно целочисленный и дробный квантовые эффекты Холла изучаются по от-
дельности. Причина такого искусственного разделения связана с тем, что целочисленный

5



эффект Холла возникает уже в модели невзаимодействующих двумерных электронов в слу-
чайном потенциале и в сильном магнитном поле. Для возникновения дробного квантового
эффекта Холла необходимо обязательно учитывать влияние электрон-электронного взаимо-
действия. Подчеркнем, что для объяснения целочисленного квантового эффекта Холла учет
электрон-электронного взаимодействия также важен, так как взаимодействие между элек-
тронами приводит к ряду качественных изменений по сравнению с моделью без взаимодей-
ствия. Наличие электрон-электронного взаимодействия сильно усложняет задачу, и поэтому
в книге мы в основном ограничимся рассмотрением только целочисленного квантового эф-
фекта Холла в рамках модели невзаимодействующих электронов, за редкими исключениями
??(см. раздел 3).

В модели невзаимодействующих электронов описание целочисленного квантового эф-
фекта Холла сводится к решению задачи о движении двумерного электрона в случайном
потенциале при наличии сильного перпендикулярного магнитного поля. Задача о движении
электрона в случайном потенциале, которая называется задачей локализации Андерсона,
уже достаточно долго изучалась к моменту открытия целочисленного квантового эффек-
та Холла. Как известно из общего курса квантовой механики, мелкая потенциальная яма
на двумерной плоскости всегда имеет связанное состояние. Таким образом, можно ожи-
дать, что двумерный электрон в случайном потенциале всегда будет локализован и прово-
димость двумерной электронной системы достаточно больших размеров будет равна нулю.
Это утверждение, являющееся следствием скейлинговой теории андерсоновской локализа-
ции, и наблюдение целочисленного квантования холловской проводимости, очевидно, про-
тиворечат друг другу. Это означает, что магнитное поле оказывает такое сильное влияние
на локализацию Андерсона, что она разрушается. Через несколько лет после открытия це-
лочисленного квантового эффекта Холла механизм разрушения локализации Андерсона в
сильном магнитном поле и появление делокализованного состояния были поняты. Это позво-
лило построить скейлинговую теорию целочисленного квантового эффекта Холла, которая
нашла подтверждение в экспериментальных данных по температурной зависимости тензора
проводимости, а также в результатах численного моделирования.

??
Раздел 1 носит вводный характер. В нем обсуждаются электронные системы, на которых

целочисленный квантовый эффект Холла измеряется экспериментально. Также показывает-
ся его отличие от квантовых осцилляций проводимости Шубникова – де Гааза в магнитном
поле.

В разделе 2 рассматривается задача об уровнях Ландау для двумерного электрона, дви-
жение которого ограничено полосой конечной ширины. Показано, что наличие резкой гра-
ницы приводит к появлению краевых состояний вблизи границы. Также демонстрируется
связь между квантованием холловской проводимости и калибровочной инвариантностью.

Раздел 3 посвящен исследованию краевых состояний вблизи границы двумерной обла-
сти, которую можно считать плавной. Оказывается, что электростатическое экранирование
играет принципиальную роль в формировании своеобразной структуры электронной плот-
ности вблизи границы.

В разделе 4 рассматривается задача о движении двумерного электрона во внешнем маг-
нитном поле в присутствии малого количества примесей, взаимным влиянием которых на
электрон можно пренебречь. Показано, что примесь отщепляет состояния от уровня Ландау,
но не меняет холловский ток.

В разделе 5 изучается поведение двумерного электрона в магнитном поле и плавном
случайном потенциале. Подробно объяснена связь этой задачи с задачей о классической
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перколяции. Учет возможности квантового туннелирования приводит к модели Чалкера-
Коддингтона, которая широко используется для численного моделирования целочисленного
квантового эффекта Холла.

Раздел 6 посвящен решению задачи о поведении двумерного электрона в магнитном поле
и случайном потенциале, создаваемом примесными 𝛿-центрами, в рамках самосогласован-
ного борновского приближения.

В разделе 7 также рассматривается задача о движении двумерного электрона в силь-
ном магнитном поле и случайном потенциале, создаваемом примесными 𝛿-центрами, но в
приближении нижнего уровня Ландау.

Изложение материала разделов 1–5 рассчитано на читателя, владеющего стандартным
аппаратом квантовой механики, например, на уровне книги [1]. Для понимания материала
разделе 6 от читателя потребуется знание основ метода диаграмной техники (см. [2]). В
разделе 7 изложение материала построено на использовании грассманновых переменных
(см. [3]) и методе функционального интегрирования (см. [4]).

После каждого раздела приведены задачи для самостоятельного решения, более сложные
из которых отмечены звездочкой.
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Глава 1

Двумерные электроны в магнитном поле

Введение

ХХХХХ
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1.1 Целочисленный квантовый эффект Холла и его экс-
периментальное наблюдение

Хорошо известно (см., например, [5]), что тензор проводимости двумерного электронного
газа в перпендикулярном внешнем магнитном поле 𝐵 дается формулами Друде-Лоренца:

𝜎𝑥𝑥 = 𝜎𝑦𝑦 =
𝑒2𝑛𝜏/𝑚𝑒

1 + 𝜔2
𝑐𝜏

2
, 𝜎𝑥𝑦 = −𝜎𝑦𝑥 = 𝜔𝑐𝜏𝜎𝑥𝑥. (1.1)

Здесь 𝜔𝑐 = |𝑒|𝐵/𝑚𝑒𝑐 – циклотронная частота, 𝑒 – заряд электрона, 𝑐 – скорость света, 𝑚𝑒 –
эффективная масса электрона, 𝜏 – транспортное время упругого рассеяния на примесях и 𝑛
– электронная концентрация. Формулы (1.1) справедливы при следующих предположениях:
а) магнитное поле слабое, 𝜔𝑐𝜏 ≪ 1; б) транспортное время 𝜏 не зависит от энергии; в)
изотропный энергетический спектр. Согласно уравнениям (1.1) тензор сопротивления имеет
вид

𝜌𝑥𝑥 = 𝜌𝑦𝑦 =
𝑚𝑒

𝑒2𝑛𝜏
, 𝜌𝑥𝑦 = −𝜌𝑦𝑥 =

𝑚𝑒𝜔𝑐
𝑒2𝑛

. (1.2)

Второе из этих уравнений описывает классический эффект Холла – холловское сопротивле-
ние прямо пропорционально магнитному полю.

В двумерном случае оказывается удобным измерять проводимость в естественных еди-
ницах 𝑒2/ℎ ≈ 1/25813Ω−1 (ℎ = 2𝜋ℏ – постоянная Планка), а сопротивление, соответственно,
в единицах ℎ/𝑒2 ≈ 25813Ω. Так, например, формулы (1.1) можно записать в следующем
виде: 𝜎𝑎𝑏 = (𝑒2/ℎ)𝜎̄𝑎𝑏, где безразмерные величины 𝜎̄𝑎𝑏 при нулевой температуре 𝑇 = 0 имеют
вид:

𝜎̄𝑥𝑥 =
2𝐸𝐹 𝜏/ℏ
1 + 𝜔2

𝑐𝜏
2
, 𝜎̄𝑥𝑦 =

2𝐸𝐹𝜔𝑐𝜏
2/ℏ

1 + 𝜔2
𝑐𝜏

2
. (1.3)

Здесь 𝐸𝐹 = 𝜋ℏ2𝑛/𝑚𝑒 – энергия Ферми двумерного электронного газа. Выражение холлов-
ского сопротивления удобно записать в следующем виде:

𝜌𝑥𝑦 =
ℎ

𝑒2
𝜌𝑥𝑦, 𝜌𝑥𝑦 =

1

𝜈
, (1.4)

где безразмерный параметр 𝜈 = 2𝜋𝑙2𝐻𝑛 называется фактором заполнения, а 𝑙𝐻 =
√︀

ℏ𝑐/|𝑒|𝐵
– магнитной длиной. Заметим, что формула (1.4) оказывается верной и в области сильных
магнитных полей 𝜔𝑐𝜏 ≫ 1 (см. например, [5]). Удивительно то, что формула (1.4) не зависит
от степени беспорядка в двумерном электронном газе, т.е. от транспортного времени рас-
сеяния. В пределе 1/𝜏 → 0 классическое рассмотрение движения электрона в магнитном
поле перестает работать и необходимо учитывать квантование уровней Ландау. Тогда для
фактора заполнения получаем следующий результат

𝜈 =
∞∑︁
𝑛=0

𝑛𝐹 (ℏ𝜔𝑐(𝑛+ 1/2)− 𝜇), (1.5)

где 𝑛𝐹 (𝐸) = [1 + exp(𝐸/𝑇 )]−1 – функция распределения Ферми-Дирака, а 𝜇 – химический
потенциал.

В области слабых магнитных полей 𝜔𝑐𝜏 ≪ 1 квантование уровней Ландау не существен-
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Рис. 1.1: Зависимость безразмерного холловского сопротивления 𝜌𝑥𝑦 от (𝜇 − ℏ𝜔𝑐/2)/(ℏ𝜔𝑐)
при значениях параметра 𝑇/(ℏ𝜔𝑐) равного 0 (сплошная кривая), 0.1 (точечная кривая) и 1
(пунктирная кривая).

но, и поэтому электронная концентрация, а значит, и фактор заполнения являются плавны-
ми функциями химического потенциала. В пределе 1/𝜏 → 0 и при высоких температурах
𝑇 ≫ ℏ𝜔𝑐 фактор заполнения, согласно формуле (1.5), будет оставаться плавной функцией 𝜇.
Однако при нулевой температуре 𝑇 = 0 фактор заполнения станет ступенчатой функцией:

𝜈 =
∞∑︁
𝑛=0

Θ(𝜇− ℏ𝜔𝑐(𝑛+ 1/2)), (1.6)

где Θ(𝑥) – функция Хевисайда. В пределе 1/𝜏 → 0 при понижении температуры плавная
зависимость холловского сопротивления от химического потенциала при фиксированном
магнитном поле сменится на ступенчатую, как изображено на рис. 1.1. Заметим, что при
фиксированной электронной плотности, холловское сопротивление даже при нуле темпера-
тур будет пропорционально магнитному полю.

Зависимость холловского сопротивления от химического потенциала при фиксированном
магнитном поле, похожая на изображенную сплошной линией на рис. 1.1, была эксперимен-
тально измерена К. фон Клитцингом [6] в двумерном электронном газе при низких темпера-
турах (cм. рис. 1.2). Плато на зависимости 𝜌𝑥𝑦 от напряжения 𝑉𝑔 на затворе (от химического
потенциала) соответствуют значениям (ℎ/𝑒2)/𝑘, 𝑘 – целое число. Подчеркнем, что несмотря
на схожесть зависимостей холловского сопротивления от химического потенциала в бездис-
сипативной модели 1/𝜏 → 0 и в эксперименте их физическая природа совершенно различна.
На самом деле, уравнения (1.4) и (1.5) описывают хорошо известные квантовые осцилляции
Шубникова – де Гааза в двумерном идеальном ферми-газе. В реальном эксперименте транс-
портное время рассеяния совсем не равно бесконечности, что демонстрирует отличное от
нуля сопротивление 𝜌𝑥𝑥, показанное на рис. 1.2. Заметим, что в области напряжений, соот-
ветствующих плато в 𝜌𝑥𝑦, сопротивление 𝜌𝑥𝑥 обращается в нуль. Это означает целочисленное
квантование холловской проводимости: 𝜎𝑥𝑦 = (𝑒2/ℎ)𝑘. Таким образом, основной вопрос, ко-
торый ставит эксперимент К. фон Клитцинга – это какой физический механизм приводит,
как принято говорить, к целочисленному квантованию холловской проводимости в едини-
цах 𝑒2/ℎ и обращению в нуль диссипативной проводимости 𝜎𝑥𝑥 при низких температурах в
двумерном электронном газе с конечным транспортным временем рассеяния на примесях.1

1Заметим, что, строго говоря, в реальном эксперименте измеряется холловское сопротивление образца,
которое и квантуется в единицах ℎ/𝑒2.
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Рис. 1.2: Схематическое изображение зависимости холловского 𝑉𝐻 и продольного 𝑉𝐿 напря-
жений от напряжения на затворе 𝑉𝑔, измеренная в работе [6].
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Рис. 1.3: Схематическое изображение стандартной четырех контактной схемы измерений:
𝜌𝑥𝑥 = 𝑅𝐿 = 𝑉𝐿𝑊/(𝐼𝐿) и 𝜌𝑥𝑦 = 𝑅𝐻 = 𝑉𝐻/𝐼.

В экспериментах К. фон Клитцинга двумерный электронный газ был реализован в по-
левом транзисторе на основе оксида кремния. Температура и магнитное поле, при которых
производились измерения, равнялись 𝑇 = 1.5 K и 𝐵 = 18 T соответственно. Концентрация
носителей менялась с помощью затвора. Размеры образца были 𝐿𝑠 = 400 мкм (длина) и
𝑊 = 50 мкм (ширина). Расстояние между контактами было 𝐿 = 130 мкм.

Стандартная четырех контактная схема измерений представлена на рис. 1.3, причем
𝜌𝑥𝑥 = 𝑅𝐿 = 𝑉𝐿𝑊/(𝐼𝐿) и 𝜌𝑥𝑦 = 𝑅𝐻 = 𝑉𝐻/𝐼. В 1981 г. эксперименты К. фон Клитцинга
были повторены Д. Цуи и А. Госсардом (A. Gossard) в двумерном электронном газе, создан-
ном в гетероструктуре GaAs-Al0.3Ga0.7As [7]. Эксперименты выполнялись при температуре
𝑇 = 4.2 K, магнитное поле менялось от нуля до 10 T, подвижность носителей равнялась
104÷105 см2/ В·с, а их концентрация 𝑛 = 1011÷1012 см−2. Отметим, что относительная точ-
ность квантования была порядка 10−5. В настоящее время достигнута точность квантования
равная 10−8. В течение последних 25 лет квантование холловского сопротивления наблюда-
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лось на многих двумерных структурах. Недавно квантовый эффект Холла наблюдался на
графене2 при комнатных температурах, что связано с большим, порядка 103 K, расстоянием
между уровнями Ландау [8].

В заключение этого раздела кратко коснемся вопроса о том, в каких системах обыч-
но создается двумерный электронный газ. Первый вариант – это двумерный электронный
слой в кремниевом МОП транзисторе (см., [9]). Его устройство схематически изображено на
рис. 1.4. Когда на металлический затвор из алюминия (Al) подается положительное напря-
жение, то, так же как и в конденсаторе (роль изоляционной прослойки играет оксид кремния
(SiO2)), из объема кремния (Si), который является полупроводником p-типа, притягивает-
ся отрицательный заряд. За счет изгиба зон, вызванного потенциалом на границе раздела,
электроны из валентной зоны, притянутые к поверхности, сначала заполняют связанные
состояния на акцепторных примесях, которые могут находится в щели над валентной зоной,
а потом попадают на дискретный уровень в зоне проводимости, создавая таким образом
двумерный электронный газ. Меняя потенциал затвора, возможно регулировать двумерную
концентрацию электронов в широких пределах.

Другой вариант – это инверсионный слой (см. например, [10]) на границе раздела леги-
рованного полупроводника n-типа, например, AlGaAs, и полупроводника p-типа, например,
GaAs, который играет роль изолятора (рис. 1.5). Существенный момент в том, что щель в
GaAs почти в два раза меньше, чем щель в AlGaAs. Это позволяет электронам в AlGaAs
покинуть свои места на донорных примесях и, туннелируя через барьер, который создается
нелегированным полупроводником n-типа, попасть либо на акцепторные примеси в щели
над валентной зоной GaAs, либо в зону проводимости. Положительный заряд донорных
примесей притягивает электроны, протуннелировавшие в GaAs, к границе раздела двух
полупроводников, что приводит к искривлению зон и появлению дискретного уровня вбли-
зи этой границы. В конце концов, уровни Ферми выравниваются и приток электронов из
AlGaAs прекращается, дискретный уровень опускается ниже уровня Ферми и оказывается
заселенным электронами, движение которых ограничено двумя пространственными измере-
ниями.

2Графен, представляющий собой монослой графита, интересен тем, что в нем электронный спектр похож
на релятивистский спектр Дирака для безмассовой частицы 𝜀(𝑝) = ±𝑣𝑝, где 𝑣 – скорость электрона.

SiO2

Al

+Vg

+ + + + + + + +

-  -  -  -  -  -  -  - 

p-Si
Z

валентная
зона

двумерный
слой

EF

--
-

-

Рис. 1.4: Схемы кремниевого МОП транзистора (вид сбоку) и энергетических зон.
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Рис. 1.5: Схема энергетических зон в Al𝑥Ga1−𝑥As/GaAs.

Задачu:

1.1.1 Найти спектр двумерного электрона, описываемого гамильтонианом ℋ = 𝑣𝑝 · 𝜎, где 𝑝 =

(𝑝𝑥, 𝑝𝑦) – импульс электрона, а 𝜎 = (𝜎𝑥, 𝜎𝑦) – матрицы Паули, в перпендикулярном плоскости
𝑥−𝑦 магнитном поле 𝐵.

1.1.2 Записав уравнение Навье-Стокса для скорости двумерных электронов с учетом трения за
счет рассеяния на примесях (𝜏), и в присутствие магнитного и электрического полей

𝜌
(︁
𝜕𝑡𝑣𝑗+

𝑣𝑗
𝜏

)︁
=∇𝑗𝑃+𝜌𝜔𝑐𝜖𝑗𝑘𝑣𝑘+𝜌

𝑒𝐸𝑗
𝑚𝑒

+𝜁∇𝑗∇𝑘𝑣𝑘+𝜂𝑠∇2𝑣𝑗+
𝜂𝐻
2

(︀
𝜖𝑗𝑘∇2𝑣𝑘+𝜖𝑗𝑙∇𝑙∇𝑘𝑣𝑘+𝜖𝑘𝑙∇𝑗∇𝑘𝑣𝑙

)︀
,

найти тензор проводимости на конечной частоте 𝜔 и волновом векторе 𝑞. Объемную (𝜁),
сдвиговую (𝜂𝑠) и холловскую (𝜂𝐻) вязкость считать заданными и не зависящими от частоты
и волнового вектора. Использовать связь давления с плотностью через обратную сжимаемость
𝛿𝑃 = 𝜅−1𝛿𝜌/𝜌 и уравнение непрерывности 𝜕𝑡𝜌+∇𝑘(𝜌𝑣𝑘) = 0.

1.1.3 Вычислить среднее значение проекции углового момента вдоль оси 𝑧 для электронов на 𝑛-м
уровне Ландау.
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1.2 Краевые состояния и калибровочная интерпретация
Лафлина

В транспортных измерениях, которые производятся в лаборатории, изучаются образцы
конечного размера. Поэтому необходимо понять, как влияет наличие границы на холловскую
проводимость даже в бесстолкновительном пределе 1/𝜏 → 0.

Рассмотрим двумерный электронный газ, который занимает область −𝑊/2 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑊/2

вдоль оси 𝑥 и −𝐿/2 ⩽ 𝑦 ⩽ 𝐿/2 вдоль оси 𝑦. Постоянное магнитное поле 𝐵 приложено вдоль
оси 𝑧, а вдоль оси 𝑥 действует постоянное электрическое поле 𝐸, создающее между краями
разность напряжений 𝑉 = 𝐸𝑊 (рис. 1.6).

Рассмотрим сначала одноэлектронную задачу. Запишем гамильтониан

ℋ =
1

2𝑚𝑒

(︁
𝑝− 𝑒

𝑐
𝐴
)︁2

− 𝑒𝐸𝑥, (1.7)

где оператор импульса 𝑝 = −𝑖ℏ∇, а 𝐴 – векторный потенциал. Для удобства выберем калиб-
ровку Ландау: 𝐴𝑥 = 𝐴𝑧 = 0, 𝐴𝑦 = 𝐵𝑥. Электронный спин будем считать поляризованным в
направлении магнитного поля. Уравнение Шредингера будет иметь вид:

− ℏ2

2𝑚𝑒

𝜕2𝜓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥2
+
𝑚𝑒𝜔

2
𝑐

2

(︂
𝑥− 𝑖𝑙2𝐻

𝜕

𝜕𝑦
+

|𝑒|𝐸𝑙2𝐻
ℏ𝜔𝑐

)︂2

𝜓(𝑥, 𝑦) =

=

(︂
ℰ − 𝑖|𝑒|𝐸𝑙2𝐻

𝜕

𝜕𝑦
+
𝑒2𝐸2𝑙2𝐻
2ℏ𝜔𝑐

)︂
𝜓(𝑥, 𝑦). (1.8)

Если не учитывать конечные размеры полоски, т.е. считать, что 𝑊 = 𝐿 = ∞, то волновые
функции для осциллятора хорошо известны [1]:

𝜓𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦) =
1√
𝐿
𝑒−𝑖𝑘𝑦𝜑𝑛(𝑥− 𝑥𝑘), (1.9)

𝜑𝑛(𝑥) =

(︂
1

2𝑛𝑛!𝑙𝐻
√
𝜋

)︂1/2

exp

(︂
− 𝑥2

2𝑙2𝐻

)︂
𝐻𝑛

(︂
𝑥

𝑙𝐻

)︂
, (1.10)

где координата центра осциллятора 𝑥𝑘 = 𝑘𝑙2𝐻 − |𝑒|𝐸𝑙2𝐻/ℏ𝜔𝑐, 𝑘 – волновой вектор, 𝐻𝑛(𝑥) –
полиномы Эрмита, а 𝑛 – целое положительное число. Соответствующий спектр имеет вид

ℰ𝑛,𝑘 = ℰ (0)
𝑛,𝑘 + |𝑒|𝐸𝑙2𝐻𝑘 −

𝑒2𝐸2𝑙2𝐻
2ℏ𝜔𝑐

, ℰ (0)
𝑛,𝑘 = ℏ𝜔𝑐(𝑛+ 1/2). (1.11)

Отметим, что состояние 𝜓𝑛,𝑘 с заданным 𝑘 сконцентрировано вблизи точки 𝑥 = 𝑥𝑘.

Запишем квантово-механическое выражение для плотности тока в состоянии с волновой
функцией 𝜓𝑛,𝑘:

𝑗(𝑛,𝑘)(𝑥, 𝑦) =
𝑖𝑒ℏ
2𝑚𝑒

(︀
𝜓𝑛,𝑘∇𝜓*

𝑛,𝑘 − 𝜓*
𝑛,𝑘∇𝜓𝑛,𝑘

)︀
− 𝑒2𝐴

𝑚𝑒𝑐
|𝜓𝑛,𝑘|2. (1.12)

Интегрируя по 𝑥, находим полный ток в направлении оси 𝑦, который переносит состояние с
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Рис. 1.6: Двумерный электронный газ в геометрии полоски.

волновой функцией 𝜑𝑛,𝑘:

𝐼(𝑛,𝑘)𝑦 =

∫︁
𝑑𝑥 𝑗(𝑛,𝑘)𝑦 = − |𝑒|

ℏ𝐿
𝜕ℰ𝑛,𝑘
𝜕𝑘

= −𝑒
2𝐸𝑙2𝐻
ℏ𝐿

= −𝑒
2𝑉 𝑙2𝐻
ℏ𝐿𝑊

. (1.13)

Суммируя по всем состояниям заполненного уровня Ландау, с учётом
∑︀

𝑘 = 𝐿𝑊/(2𝜋𝑙2𝐻),
получаем вклад в холловский ток от одного уровня Ландау

𝐼(𝑛)𝑦 =
∑︁
𝑘

𝐼(𝑛,𝑘)𝑦 = −𝑒
2𝑉

ℎ
. (1.14)

Таким образом, можно сказать, что один заполненный уровень Ландау дает вклад в хол-
ловскую проводимость равный

𝜎(𝑛)
𝑦𝑥 =

𝐼
(𝑛)
𝑦

𝑉
= −𝑒

2

ℎ
(1.15)

Суммируя по всем заполненным уровням Ландау, получаем выражение для холловской про-
водимости

𝜎𝑦𝑥 =
𝐼𝑦
𝑉

= −𝑒
2

ℎ
𝜈, (1.16)

где фактор заполнения 𝜈 дается уравнением (1.5). Таким образом, каждый заполненный
электронами уровень Ландау дает вклад 𝑒2/ℎ в холловскую проводимость двумерного элек-
тронного газа в чистом пределе.

В приведенном выше рассуждении фактически проигнорирована конечность ширины
полосы. В поле 𝐵 = 1 Т магнитная длина 𝑙𝐻 равна 26 нм. Для эксперимента фон Клитцин-
га [6], в котором 𝐵 = 18 Т, а 𝑊 = 50 мкм, отношение 𝑙𝐻/𝑊 ∼ 10−4. Будем считать, что
выполняются неравенства 𝐿 ≫ 𝑊 ≫ 𝑙𝐻 и попытаемся учесть эффект конечности ширины
𝑊 .

Для определенности будем считать, что граница полоски представляет собой резкий по-
тенциальный барьер с энергией много большей ℏ𝜔𝑐. Такие границы можно промоделировать
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бесконечными потенциальными стенками, находящимися при 𝑥 = ±𝑊/2. Тогда граничные
условия на стенках

𝜓(𝑥 = ±𝑊/2, 𝑦) = 0. (1.17)

Общим решением уравнением Шредингера (1.8) в этом случае являются функции параболи-
ческого цилиндра. Запишем волновые функции и энергетический спектр в следующем виде

𝜓𝑠,𝑘(𝑥, 𝑦) =
1√
𝐿
𝐴𝑠,𝑘𝑒

−𝑖𝑘𝑦

⎡⎣ 𝒟𝑠

(︁
𝑥−𝑥𝑘
𝑙𝐻/

√
2

)︁
𝒟𝑠

(︁
−𝑊/2+𝑥𝑘

𝑙𝐻/
√
2

)︁ −
𝒟𝑠

(︁
− 𝑥−𝑥𝑘
𝑙𝐻/

√
2

)︁
𝒟𝑠

(︁
𝑊/2+𝑥𝑘
𝑙𝐻/

√
2

)︁
⎤⎦ , (1.18)

ℰ𝑠,𝑘 = ℏ𝜔𝑐
(︂
𝑠+

1

2

)︂
+ |𝑒|𝐸𝑙2𝐻𝑘 −

𝑒2𝐸2𝑙2𝐻
2ℏ𝜔𝑐

, (1.19)

где 𝒟𝑠(𝑧) – функция параболического цилиндра c индексом 𝑠 [11]. Заметим, что пока 𝑠 –
непрерывный параметр, подлежащий дальнейшему определению. В дальнейшем будет удоб-
но использовать следующее представление для функций параболического цилиндра:

𝒟𝑠(𝑧) =
2𝑠/2Γ(1

2
)

Γ(1−𝑠
2
)
𝑒−𝑧

2/4
1𝐹1

(︂
−𝑠
2
,
1

2
,
𝑧2

2

)︂
− 2𝑠/2

√
2𝜋

Γ(− 𝑠
2
)
𝑧 𝑒−𝑧

2/4
1𝐹1

(︂
1− 𝑠

2
,
3

2
,
𝑧2

2

)︂
. (1.20)

Здесь 1𝐹1(𝛼, 𝛾, 𝑧) – вырожденная гипергеометрическая функция, которая удовлетворяет
уравнению

𝑧𝑦′′ + (𝛾 − 𝑧)𝑦′ + 𝛼𝑦 = 0 (1.21)

и может быть представлена в виде ряда

1𝐹1(𝛼, 𝛾, 𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0

Γ(𝑛+ 𝛼)

Γ(𝛼)

Γ(𝛾)

Γ(𝑛+ 𝛾)

𝑧𝑛

𝑛!
. (1.22)

Требование обращения в нуль волновой функции (1.18) на границе 𝑥 = −𝑊/2 выполнено
автоматически, а соответствующее условие на границе 𝑥 = 𝑊/2 дает условие

𝒟𝑠(
𝑊/2−𝑥𝑘
𝑙𝐻/

√
2
)

𝒟𝑠(−𝑊/2+𝑥𝑘
𝑙𝐻/

√
2
)
=

𝒟𝑠(−𝑊/2−𝑥𝑘
𝑙𝐻/

√
2
)

𝒟𝑠(
𝑊/2+𝑥𝑘
𝑙𝐻/

√
2
)
, (1.23)

из которого определяется квантовое число 𝑠. Численное решение (1.23) дает картину спек-
тра, представленную на рис. 1.7а. Как видно, спектр состоит из бесконечного числа ветвей,
которые мы будем нумеровать, как и раньше, целым положительным числом 𝑛. Конечное
значение ширины 𝑊 приводит к дисперсии спектра, т.е. появляется зависимость энергети-
ческого параметра 𝑠𝑛 от 𝑥𝑘, а значит и волнового вектора 𝑘. При 𝑊 ≫ 𝑙𝐻 , можно показать,
что 𝑠𝑛(𝑥𝑘) при 𝑥𝑘 = 0 экспоненциально мало отличается от 𝑛, а при 𝑥𝑘 = ±𝑊/2 точно равен
2𝑛+ 1 (см. задачи). Как видно из рисунка, 𝑠𝑛(𝑥𝑘) возрастает по мере увеличения 𝑥𝑘.

На рисунке 1.7б показана волновая функция состояния 𝑘 при разных 𝑛. Подчеркнем,
что пространственно она локализована в окрестности радиуса 𝑙𝐻 около точки c координа-
той 𝑥𝑘. Это дает право говорить, что состояние с волновым вектором 𝑘 находится в точке с
координатой 𝑥𝑘. Это означает, что даже если вдали от границы при |𝑥| ≪ 𝑊/2 химический
потенциал 𝜇 ≈ ℏ𝜔𝑐(𝑁 +1), т.е. находится между уровнями Ландау, то вблизи границы суще-
ствует (𝑁 + 1) состояние, пересекающее уровень химического потенциала. Эти поверхност-
ные состояния принято называть краевыми [12]. Отметим, что в квазиклассической картине

17



(а)

a!

!10 !5 0 5 10
0

2

4

6

8

10

klH

s n
"k!

(б)

b!

!6 !4 !2 0 2 4 6
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

x"lH

#Ψ s,k#
2

Рис. 1.7: (а) Три нижних уровня Ландау в полосе конечной ширины 𝑊 = 14𝑙𝐻 . (б) Квад-
раты модулей волновых функций для состояний с 𝑘 = 0 (пунктирная линия) и 𝑘𝑙𝐻 = ±7
(сплошные линии) на уровне Ландау с 𝑛 = 0.

они соответствуют скачущим орбитам [5]. В отсутствие электрического поля положение 𝑛-го
краевого состояния определяется уравнением

𝑠𝑛(𝑘𝑛) =
𝜇

ℏ𝜔𝑐
− 1

2
. (1.24)

Для волновых векторов 𝑘 вблизи волнового вектора 𝑘𝑛 энергетический спектр можно пред-
ставить в виде

ℰ𝑛,𝑘 ≈ 𝜇+ ℏ𝜔𝑐
𝑑𝑠𝑛(𝑘𝑛)

𝑑𝑘𝑛
(𝑘 − 𝑘𝑛). (1.25)

Если, как обычно, отсчитывать энергию от уровня химического потенциала, а волновой век-
тор от значения 𝑘𝑛, то уравнение (1.25) означает, что имеются возбуждения, локализованные
вблизи границы полоски и имеющие линейный закон дисперсии 𝜖𝑛(𝑘) = ℏ𝑣(𝑛)edge𝑘, где скорость
краевого состояния 𝑣(𝑛)edge = 𝜔𝑐𝑑𝑠𝑛(𝑘𝑛)/𝑑𝑘𝑛. Так как характерный энергетический масштаб, в
котором удобно измерять химический потенциал – это циклотронная энергия ℏ𝜔𝑐, то ско-
рость краевых состояний можно оценить по размерности как |𝑣(𝑛)edge| ∼ 𝜔𝑐𝑙𝐻 (см. задачу).
Заметим, что вблизи левой границы полоски при 𝑥 = −𝑊/2 скорость краевого состояния
отрицательна и возбуждение распространяется вдоль оси 𝑦 в сторону отрицательных зна-
чений. Для правой границы при 𝑥 = 𝑊/2 скорость краевого состояния положительна и
возбуждение распространяется вдоль оси 𝑦 в сторону положительных значений.

Вычислим теперь холловскую проводимость. Запишем вклад в плотность холловского
тока от состояния 𝑛, 𝑘 в точке 𝑥,

𝑗(𝑛,𝑘)𝑦 (𝑥) = −|𝑒|
ℏ
|𝜓𝑠𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦)|2

𝜕ℰ𝑛,𝑘
𝜕𝑘

. (1.26)

Полный ток в направлении 𝑦 получается интегрировании по 𝑥 и суммой по 𝑛 по 𝑘. За-
меняя сумму по 𝑘 на интеграл, ∑︁

𝑘

→
∫︁
𝐿𝑑𝑘

2𝜋
, (1.27)

получаем

𝐼𝑦 = −|𝑒|𝐿
ℎ

∑︁
𝑛

∫︁
𝑑𝑘

∫︁
𝑑𝑥|𝜓𝑠𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦)|2

𝜕ℰ𝑛,𝑘
𝜕𝑘

𝑛𝐹
(︀
ℰ𝑛,𝑘 − 𝜇(𝑥)

)︀
. (1.28)

Обратим внимание, что в формуле (1.28) химический потенциал зависит от координаты 𝑥.
Это связано с тем, что во внешнем поле остается постоянным электрохимический потенциал:

18



𝜇(𝑥) + 𝑒𝐸𝑥 = 𝜇0. Пользуясь тем, что 𝜇(𝑥) меняется на масштабе 𝑊 ≫ 𝑙𝐻 , а вероятность
|𝜓𝑠𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦)|2 сконцетрирована вблизи 𝑥 = 𝑥𝑘, можно заменить 𝜇(𝑥) на 𝜇(𝑥𝑘) в выражении
(1.28). Тогда вычисляя интеграл по 𝑥 (из нормировки волновой функции) находим

𝐼𝑦 = −|𝑒|
ℎ

∑︁
𝑛

∫︁
𝑑𝑘
𝜕ℰ𝑛,𝑘
𝜕𝑘

𝑛𝐹
(︀
ℰ𝑛,𝑘 − 𝜇(𝑥𝑘)

)︀
= −|𝑒|

ℎ

∑︁
𝑛

∫︁
𝑑𝑘
𝜕ℰ𝑛,𝑘
𝜕𝑘

𝑛𝐹
(︀
ℰ𝑛,𝑘 − 𝜇(𝑥)

)︀
. (1.29)

Отметим, что в последнем равенстве мы обрано заменили 𝑥𝑘 на координату в реальном
прострастве. Как мы увидим в дальнейшем полный ток от координаты 𝑥 зависеть не будет,
как и должно быть.

Интегрируя по 𝑘 по-частям и пользуясь при нулевой температуре простым соотношением
𝜕𝑛𝐹 (𝐸 − 𝜇)/𝜕𝐸 = −𝛿(𝐸 − 𝜇), находим

𝐼𝑦 = −|𝑒|
ℎ

∑︁
𝑛

∫︁
𝑑𝑘
𝜕ℰ𝑛,𝑘
𝜕𝑘

ℰ𝑛,𝑘𝛿
(︀
ℰ𝑛,𝑘 − 𝜇(𝑥)

)︀
= −|𝑒|

ℎ
𝜈
(︀
𝜇(𝑊/2)− 𝜇(−𝑊/2)

)︀
= −𝑒

2𝜈

ℎ
𝑉. (1.30)

Здесь 𝜈 равно числу уровней Ландау, пересекающих химический потенциал при 𝑉 = 0,
см. рисунок 1.7а. Таким образом, при 𝑇 = 0 разность химических потенциалов краевых
состояний на правой и левой границах полоски определяет холловский ток.

Если вдали от границ двумерного газа химический потенциал лежит в щели между уров-
нями Ландау, то левые и правые краевые состояния совершенно независимы друг от друга.
Каждое из них находится в равновесии с тем резервуаром, из которого выходит, а поэтому
ℰ𝑛,±𝑘𝑛 = 𝜇±, где 𝜇± – электрохимические потенциалы электронов на правой и левой границе,
соответственно. Тогда, так как 𝜇+−𝜇− = |𝑒|𝑉 , мы возвращаемся к формуле (1.16), в которой
фактор заполнения равен числу краевых состояний. Это рассуждение позволяет сформули-
ровать простое правило для расчета токов в режиме целочисленного квантового эффекта
Холла [13]. Каждое краевое состояние переносит в направлении своего распространения ток,
равный

𝐼 =
𝑒2

ℎ
𝜇, (1.31)

где 𝜇 – это электрохимический потенциал резервуара, из которого оно выходит.

В 1981 г. Р. Лафлином была выдвинута идея о том, что квантование холловской прово-
димости связано с калибровочной инвариантностью и наличием края подвижности (делока-
лизованных состояний) на уровне Ландау [12, 14].

Cделаем калибровочное преобразование 𝐴𝑦 → 𝐴𝑦+2𝜋𝜑/𝐿, где 𝜑 играет роль магнитного
потока. Тогда в выражении (1.19) для спектра (и в выражении для 𝑥𝑘) волновой вектор
изменится как 𝑘 → 𝑘−(2𝜋𝑒/𝑐ℏ)𝜑/𝐿. Заметим, что при 𝜑 = 𝜑0 = 𝑐ℏ/|𝑒| энергетический спектр
сохраняет свой вид, а состояния с волновым вектором 𝑘 переходят в состояния с волновым
вектором 𝑘 + 2𝜋/𝐿. Согласно рисунку 1.7а это означает, что при изменении магнитного
потока от нуля до 𝜑0 один электрон переходит с левого края (при 𝑥 = −𝑊/2) на правый
края (при 𝑥 = 𝑊/2).

Используя ур. (1.26), выражение для полного тока, переносимого вдоль направления 𝑦

состоянием 𝜓𝑛,𝑘 в присутствие магнитного потока 𝜑, можно записать в виде

𝐼(𝑛,𝑘)𝑦 = −|𝑒|𝜑0

ℎ

𝜕ℰ𝑛,𝑘(𝜑)
𝜕𝜑

. (1.32)
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Соответственно, один заполненный уровень Ландау дает вклад в ток, равный

𝐼(𝑛)𝑦 = −|𝑒|𝜑0

ℎ

𝜕ℰ𝑛(𝜑)
𝜕𝜑

, ℰ𝑛(𝜑) =
∑︁
𝑘

ℰ𝑛,𝑘(𝜑). (1.33)

Здесь ℰ𝑛(𝜑) – энергия электронов на заполненном уровне Ландау. Используя тот факт, что
ток 𝐼(𝑛)𝑦 не может зависеть от 𝜑 из-за калибровочной инвариантности, интегрируя ур. (1.33),
по 𝜑 от 0 до 𝜑0, получаем

𝐼(𝑛)𝑦 = −|𝑒|
ℎ

[︁
ℰ𝑛(𝜑0)− ℰ𝑛(0)

]︁
= −𝑒

2𝑉

ℎ
. (1.34)

В последнем равенстве мы учли, что энергии ℰ𝑛(𝜑0) и ℰ𝑛(0) соответствуют состояним, ко-
торые отличается тем, где находится один электрон: не левом краю или на правом. Так
как между краями образца потенциал 𝑉 , то ℰ𝑛(𝜑0) − ℰ𝑛(0) = |𝑒|𝑉 . Итак, мы вернулись
фактически опять к формуле (1.16), которая говорит, что каждый заполненный уровень
Ландау дает вклад 𝑒2/ℎ в холловскую проводимость. Таким образом, оказывается возмож-
ным связать квантование холловской проводимости при нуле температур с калибровочной
инвариантностью. Отметим, что изменение магнитного потока во времени от 0 до 𝜑0 создает
электрическое поле, которое и приводит к изменению энергии состояний с 𝜑 = 0 и 𝜑 = 𝜑0.

Заметим, что изучение зависимости физических величин от магнитного поля, кото-
рый может быть исключен калибровочным преобразованием тесно связано с эффектом
Ааронова-Бома [15] и теоремой Байерс-Янга [16].

Задачu:

1.2.1 Найти дисперсию энергетического спектра для состояний вблизи центра полоски, |𝑘| ≪𝑊/𝑙2𝐻 .

1.2.2 Найти зависимость скорости краевых мод от номера уровня Ландау и построить график.
Считать, что скорость определяется соотношением 𝑣edge = 𝜕ℰ𝑛,𝑘/𝜕𝑘|𝑘=𝑊/2𝑙2𝐻 .

1.2.3 Для четырех контактной схемы измерений, изображенной на рис. 1.3, вычислить холловское
𝑅𝐻 = 𝑅14 и продольное 𝑅𝐿 = 𝑅31 сопротивления, где 𝑅𝑖𝑗 = (𝜇𝑖 − 𝜇𝑗)/𝐼. Cчитать, что фактор
заполнения равен 𝜈. Указание: использовать уравнение (1.31).

1.2.4 Показать, что ур. (1.28) при 𝑇 = 0 при точном расчете (без замены 𝑥 на 𝑥𝑘) приводит к ответу
(1.30) пределе 𝑉 → 0.
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1.3 Коллективные возбуждения в магнитном поле (клас-
сическое рассмотрение)

Рассмотрим теперь коллективные возбуждения в двумерной электронной системе в пер-
пендикулярном магнитном поле. Начнем с классического рассмотрения, в котором кванто-
вание спектра электронов (уровни Ландау) игнорируется. Запишем линеаризованное кине-
тическое уравнение для отклонения электронной функции распределения от равновесной
𝑓(𝜀,𝑝) = 𝑓eq+ 𝛿𝑓 exp[𝑖(𝑞𝑟−𝜔𝑡)] в присутствие перпендикулярного магнитного поля 𝐵 и сла-
бого электрического поля 𝐸 = 𝐸0 exp[𝑖(𝑞𝑟−𝜔𝑡)], направленного в плоскости, (см. например,
книгу [5]),

−(𝑖𝜔 − 𝑖𝑞𝑣𝑝)𝛿𝑓 + 𝑒𝐸0𝑣𝑝
𝜕𝑓eq
𝜕𝜀

+ 𝑒[𝑣𝑝 ×𝐵]
𝜕𝛿𝑓

𝜕𝑝
= Stee[𝛿𝑓 ]. (1.35)

Здесь 𝑣𝑝 скорость электронов, для квадратичного спектра равная 𝑝/𝑚𝑒. Для решения ки-
нетического уравнения необходимо конкретизировать вид интеграла столкновения Stee[𝛿𝑓 ].
Считая, что он описывает извенение функции распределения из-за межэлектронного взаи-
модействия, выберем его в самом простом модельном виде:

Stee[𝛿𝑓 ] = −𝛿𝑓 − 𝛿𝑓hd
𝜏𝑒𝑒

, 𝛿𝑓hd = −𝜕𝑓eq
𝜕𝜀

(︁
𝛿𝜇+ 𝑝𝛿𝑣

)︁
. (1.36)

Неизвестные параметры 𝛿𝜇 и 𝛿𝑣 фиксируются сохранением числа частиц и импульса,

𝛿𝑛𝑒 =

∫︁
𝑑2𝑝

(2𝜋)2
𝛿𝑓 =

∫︁
𝑑2𝑝

(2𝜋)2
𝛿𝑓hd, 𝑗/𝑒 =

∫︁
𝑑2𝑝

(2𝜋)2
𝑝𝛿𝑓 =

∫︁
𝑑2𝑝

(2𝜋)2
𝑝𝛿𝑓hd, (1.37)

где 𝛿𝑛𝑒 – изменение электронной концентрации, а 𝑗 – электрический ток. Выбирая направ-
ление волнового вектора 𝑞 за ось 𝑥, находим

𝑖
(︁
Ω+ 𝑖𝛾− 𝑞𝑅𝑐 cos𝜙

)︁
𝛿𝑓 +

𝜕𝛿𝑓

𝜕𝜙
=
𝜕𝑓eq
𝜕𝑝

[︁𝑒(𝐸𝑥 cos𝜙+ 𝐸𝑦 sin𝜙)

𝜔𝑐
+
𝛾𝛿𝜇

𝑣𝑝
+𝛾

𝑝(𝛿𝑣𝑥 cos𝜙+ 𝛿𝑣𝑦 sin𝜙)

𝑣𝑝

]︁
,

(1.38)
где 𝜙 - угол между направлением векторов 𝑝 и 𝑞. Здесь мы ввели обозначения Ω = 𝜔/𝜔𝑐,
циклотронный радиус 𝑅𝑐 = 𝑣𝑝/𝜔𝑐 и 𝛾 = 1/(𝜔𝑐𝜏𝑒𝑒). Будем искать 𝛿𝑓 в виде

𝛿𝑓 = 𝑒𝑖𝑞𝑅𝑐 sin𝜙

∞∑︁
𝑠=−∞

𝑔𝑠𝑒
−𝑖𝑠𝜙. (1.39)

Тогда из линеаризованного кинетического уравнения (1.38) найдем

𝑔𝑠 =
−𝑖

Ω + 𝑖𝛾 − 𝑠

𝜕𝑓eq
𝜕𝑝

[︁
𝑒
(︁𝐸𝑥
𝜔𝑐

+
𝛾𝑝𝛿𝑣𝑥
𝑣𝑝

)︁ 𝑠

𝑞𝑅𝑐

𝐽𝑠(𝑞𝑅𝑐) + 𝑖𝑒
(︁𝐸𝑦
𝜔𝑐

+
𝛾𝑝𝛿𝑣𝑦
𝑣𝑝

)︁
𝐽 ′
𝑠(𝑞𝑅𝑐) +

𝛾𝛿𝜇

𝑣𝑝
𝐽𝑠(𝑞𝑅𝑐)

]︁
.

(1.40)

Здесь 𝐽𝑠(𝑧) =
∫︀ 2𝜋

0
𝑑𝑢 exp(𝑖𝑠𝑢− 𝑖𝑧 sin𝑢)/(2𝜋) – функция Бесселя. Подчеркнем, что при 𝑞 = 0

ненулевыми оказываются только нулевая и первая гармоника: 𝑔0 и 𝑔±.
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Соотношения (1.37) приводят к равенствам

𝛿𝑣𝑥 =
4𝜋

𝑝2𝐹𝑚𝑒

∫︁
𝑑2𝑝

(2𝜋)2
𝑝

∞∑︁
𝑠=−∞

𝑔𝑠
𝑠

𝑞𝑅𝑐

𝐽𝑠(𝑞𝑅𝑐), 𝛿𝑣𝑦 = − 4𝜋𝑖

𝑝2𝐹𝑚𝑒

∫︁
𝑑2𝑝

(2𝜋)2
𝑝

∞∑︁
𝑠=−∞

𝑔𝑠𝐽
′
𝑠(𝑞𝑅𝑐),

𝛿𝜇 =
2𝜋

𝑚𝑒

𝛿𝑛𝑒 =
2𝜋

𝑚𝑒

∫︁
𝑑2𝑝

(2𝜋)2

∞∑︁
𝑠=−∞

𝑔𝑠𝐽𝑠(𝑞𝑅𝑐). (1.41)

Здесь мы воспользовались тем, что при 𝑇 ≪ 𝜇 можно использовать соотношение −𝜕𝑓eq/𝜕𝜀 =
𝛿(𝜀−𝜇). Покажем, что решение (1.40) удовлетворяет уравнению непрерывности. Домножим
обе части ур. (1.40) на (Ω + 𝑖𝛾 − 𝑠)𝐽𝑠(𝑞𝑅) просуммируем по 𝑠. Тогда найдем,

(Ω + 𝑖𝛾)
∞∑︁

𝑠=−∞

𝑔𝑠𝐽𝑠(𝑞𝑅𝑐)−
∞∑︁

𝑠=−∞

𝑠𝑔𝑠𝐽𝑠(𝑞𝑅𝑐) = −𝑖𝛾 𝜕𝑓eq
𝜕𝜀

𝛿𝜇. (1.42)

Здесь мы воспользовались соотношениями для функций Бесселя
∑︀∞

𝑠=−∞ 𝐽2
𝑠 (𝑧) = 1 и 𝐽−𝑠(𝑧) =

(−1)𝑠𝐽𝑠(𝑧). Интегрируя по 𝑝 выражение (1.42), получаем уравнение непрерывности:

(Ω + 𝑖𝛾)𝛿𝑛𝑒 − 𝑞𝑅𝑐
𝑝𝐹𝑚𝑒

4𝜋
𝛿𝑣𝑥 = 𝑖𝛾𝛿𝑛𝑒 =⇒ −𝑖𝜔𝛿𝑛𝑒 + 𝑖𝑛𝑒𝑞𝛿𝑣𝑥 = 0. (1.43)

Подставляя выражение (1.40) для 𝑔𝑠 в выражения (1.41), получаем связь между 𝛿𝑛𝑒, 𝛿𝑣𝑥,
𝛿𝑣𝑦 с одной стороны и электрическим полем с другой,⎛⎜⎝1− 𝑖𝛾𝑌

(0)
00 −2𝑖𝛾𝑌

(1)
00 2𝛾𝑌

(0)
10

−𝑖𝛾𝑌 (1)
00 1− 2𝑖𝛾𝑌

(2)
00 2𝛾𝑌

(1)
10

−𝛾𝑌 (0)
10 −2𝛾𝑌

(1)
10 1− 2𝑖𝛾𝑌

(0)
11

⎞⎟⎠
⎛⎝𝛿𝑛𝑒/𝑛𝑒𝛿𝑣𝑥/𝑣𝐹
𝛿𝑣𝑦/𝑣𝐹

⎞⎠ =
2𝑒

𝑚𝑒𝑣𝐹𝜔𝑐

⎛⎜⎝𝑖𝑌
(1)
00 𝐸𝑥 − 𝑌

(0)
10 𝐸𝑦

𝑖𝑌
(2)
00 𝐸𝑥 − 𝑌

(1)
10 𝐸𝑦

𝑌
(1)
10 𝐸𝑥 + 𝑖𝑌

(0)
11 𝐸𝑦

⎞⎟⎠ . (1.44)

Здесь мы ввели следующее обозначение

𝑌
(𝑗)
𝑘𝑙 =

∞∑︁
𝑠=−∞

𝑠𝑗

(𝑞𝑅𝑐)𝑗
𝐽
(𝑘)
𝑠 (𝑞𝑅𝑐)𝐽

(𝑙)
𝑠 (𝑞𝑅𝑐)

Ω + 𝑖𝛾 − 𝑠
, (1.45)

где 𝐽 (𝑘)
𝑠 (𝑧) обозначает 𝑘-ю производную функции Бесселя.

Отметим, что в бесстолкновительном пределе, когда отсутствует электрон-электронное
рассеяние, 𝛾 ≪ Ω, вычисляя ток как 𝑗 = 𝑒𝑛𝑒𝛿𝑣, мы получаем явные выражения для про-
водимостей на конечной частоте и волновом векторе (напомним, что ось 𝑥 выбрана вдоль
𝑞)

𝜎𝑥𝑥(𝜔, 𝑞) = 2
𝑒2𝑛𝑒𝑖

𝑚𝑒𝜔𝑐
𝑌

(2)
00 , 𝜎𝑦𝑦(𝜔, 𝑞) = 2

𝑒2𝑛𝑒𝑖

𝑚𝑒𝜔𝑐
𝑌

(0)
11 ,

𝜎𝑥𝑦(𝜔, 𝑞) = −𝜎𝑦𝑥(𝜔, 𝑞) = −2
𝑒2𝑛𝑒
𝑚𝑒𝜔𝑐

𝑌
(1)
10 . (1.46)

Полученные выше соотношения проясняют физический смысл функций 𝑌 (𝑗)
𝑘𝑙 .

Пользуясь соотношением непрерывности (1.43) можно выписать тензор проводимости
при конечном значении 𝛾:

𝜎̂(𝜔, 𝑞) = 2
𝑒2𝑛𝑒
𝑚𝑒𝜔𝑐

(︃
1− 2𝑖𝛾𝑌

(2)
00 − 𝑖𝛾𝑌

(1)
00 𝑞𝑅𝑐/Ω 2𝛾𝑌

(1)
10

−2𝛾𝑌
(1)
10 − 𝛾𝑌

(0)
10 𝑞𝑅𝑐/Ω 1− 2𝑖𝛾𝑌

(0)
11

)︃−1(︃
𝑖𝑌

(2)
00 −𝑌 (1)

10

𝑌
(1)
10 𝑖𝑌

(0)
11

)︃
. (1.47)
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Учтем еще теперь влияние межэлектронного взаимодействия 𝑈(𝑞) на электрическое по-
ле. Полное электрическое поле, которое стоит в правой части ур. (1.44), состоит из суммы
внешнего поля 𝐸(ext)

𝑗 и экраннированного поля −∇𝜑, где 𝜑(𝜔, 𝑞) = 𝑒𝑈(𝑞)𝛿𝑛𝑒(𝜔, 𝑞). выражая
𝛿𝑛𝑒(𝜔, 𝑞) через 𝛿𝑣 с помощью уравнения самосогласования (1.43), найдем связь между током
и внешним электрическим полем:(︁

𝛿𝑗𝑘 + 𝑖𝜎𝑗𝑥(𝜔, 𝑞)
𝑞2𝑈(𝑞)𝑅𝑐

Ω𝑣𝐹
𝛿𝑘𝑥

)︁
𝑗𝑘 = 𝜎𝑗𝑙(𝜔, 𝑞)𝐸

(ext)
𝑙 . (1.48)

Отметим, что здесь было учтено, что ось 𝑥 выбрана вдоль направления вектора 𝑞. Если
при заданных 𝜔 и 𝑞 детерминант матрицы в правой части ур. (1.48) обратится в нуль, то
формально обратная матрица не будет существовать. Физически это означает гигантское
усиление электрического поля. Условие обращения детерминанта в нуль сводится к уравне-
нию

1 + 𝑖
2𝜋𝑞

𝜔𝜖
𝜎𝑥𝑥(𝜔, 𝑞) = 0, (1.49)

где мы использовали выражение для фурье-образа кулоновского потенциала для двумерных
носителей заряда 𝑈(𝑞) = 2𝜋𝑒2/(𝑞𝜖). Здесь 𝜖 – диэлектрическая постоянная, связанная с
диэлектрическим окружением двумерного электронного газа.

В бесстолкновительном пределе 𝛾 ≪ Ω, используя ур. (1.46), из ур. (1.49) находим

1− 1

𝑞𝑎𝐵Ω

∞∑︁
𝑠=−∞

𝑠2𝐽2
𝑠 (𝑞𝑅𝑐)

Ω− 𝑠+ 𝑖𝛾
= 0. (1.50)

где 𝑎𝐵 = 𝜖/(𝑚𝑒𝑒
2) – боровский радиус, определяющий статическую экранировку кулонов-

ского взаимодействия для двумерной ситуации.

Пользуясь соотношением
∞∑︀
𝑠=1

𝑠2𝐽2
𝑠 (𝑧) = 𝑧2/4, из ур. (1.50) находим в пределе 𝜔𝑐 → 0 спектр

обычного двумерного плазмона в нулевом магнитном поле: 𝜔2
mp,0(𝑞) = 𝑞𝑣2𝐹/(2𝑎𝐵). Как видно

из ур. (1.50) знаменатель члена c 𝑠 = 𝑘 расходится при Ω = 𝑘. Поэтому естественно искать
решения вблизи этих значений. Тогда находим

𝜔𝑘(𝑞) ≃ 𝑘𝜔𝑐

[︁
1 +

𝐽2
𝑘 (𝑞𝑅𝑐)

𝑞𝑎𝐵

]︁
, 𝑘 = 1, 2, . . . (1.51)

Для случая 𝑎𝐵 ≪ 𝑅𝑐 это выражение справедливо при малых, 𝑞𝑅𝑐 ≪ 1, и больших, 𝑞𝑅𝑐 ≫ 1,
волновых векторах. В обратном случае 𝑎𝐵 ≫ 𝑅𝑐 выражение (1.51) справедливо при всех
значениях 𝑞𝑅𝑐. Моды 𝜔𝑘(𝑞) называются модами Бернштейна и в первые обсуждались для
плазмы в магнитном поле. Мода Берштейна с 𝑘 = 1 на малых волновых векторах, 𝑞𝑅𝑐 ≪ 1,
совпадает с магнетоплазменной модой cо спектром

𝜔mp(𝑞) ≃ 𝜔𝑐[1 + 𝑞𝑅2
𝑐/(4𝑎𝐵)] (1.52)

В гидродинамическом режиме Ω ≪ 𝛾 необходимо использовать полное выражение (1.47)
для проводимости. При этом оказывается, что на малых волновых векторах спектр совпа-
дает со спектром магнетоплазмона, уширенным за счет межэлектронного рассеяния

𝜔mp(𝑞) ≃ 𝜔𝑐[1 + 𝑞𝑅2
𝑐/(4𝑎𝐵)]− 𝑖𝛾. (1.53)

Еще раз подчеркнем, что приведенное выше рассмотрение является полностью класси-
ческим и игнорирует квантование спектра электронов в магнитном поле.
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Задачu:

1.3.1 Разложившись до второго порядка по 𝑞 в уравнениях (1.44) вывести уравнение Навье-Стокса
из задачи 1.1.2. Определить чему равны объемная, сдвиговая и холловская вязкости.

1.3.2 Воспользовавшись ур. (1.46) вычислить 𝜕2𝑞𝜎𝑗𝑘(𝜔, 𝑞) в пределе 𝑞 → 0. Сравнить ответы с вы-
ражениями для вязкости, полученными в предыдущей задаче.

1.3.3 Вывести спектр магнетоплазмонов, см. ур. (1.53), в гидродинамическом режиме.
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1.4 Электростатика краевых состояний: реконструкция
края и краевой магнетоплазмон

В разделе 1.2 был рассмотрен двумерный электронный газ с границей, которая модели-
ровалась бесконечно высокой стенкой. Рассмотрим теперь противоположный случай модели
границы. Пусть двумерный электронный газ помещен в удерживающий потенциал 𝑈conf(𝑟),
который меняется на масштабе 𝑙𝐻 на величину много меньшую, чем ℏ𝜔𝑐. Тогда наличие
этого потенциала приводит к плавному поднятию уровней Ландау по мере приближения к
границе; при этом расстояние между уровнями Ландау не меняется и остается равным ℏ𝜔𝑐.

Рассмотрим вопрос о распределении электронной плотности вблизи такого края, следуя
работе Д. Шкловского, Б. Шкловского, Л. Глазмана [17]. При этом будет учтена экраниров-
ка, возникающая за счет наличия электрон-электронного (кулоновского) взаимодействия в
электронном газе.

Для простоты изложения начнем рассмотрение со случая, когда нет магнитного поля.
Будем считать, что граница двумерного слоя формируется бесконечной пластиной затвора,
параллельного оси 𝑦 с напряжением −𝑉𝑔 относительно двумерного электронного газа, нахо-
дящегося в плоскости 𝑧 = 0 (рис. 1.9). Также имеется фон положительных зарядов с кон-
центрацией 𝑛0 от доноров в слое изолятора с диэлектрической проницаемостью 𝜖≫ 1. Этот
фон положительных зарядов определяет концентрацию электронов при 𝑥 → +∞. Предпо-
ложим, что в полосе шириной 2𝑙 на расстоянии от затвора в плоскости двумерного газа
плотность электронного заряда равна нулю. Считая, что 𝑙 больше расстояний от затвора и
донорного слоя до двумерного электронного газа, получим эффективную двумерную задачу
(рис. 1.8). Также будем считать, что выполняется условие 𝑎𝐵 ≪ 𝑙, где 𝑎𝐵 = 𝜖ℏ2/𝑚𝑒𝑒

2 – бо-
ровский радиус. Неравенство 𝑎𝐵 ≪ 𝑙 означает, что электрическое поле хорошо экранируется
электронами.

Электростатический потенциал 𝜑(𝑥, 𝑧) при 𝑧 ⩽ 0 удовлетворяет уравнению Лапласа

∇2𝜑 = 0 (1.54)

с граничными условиями

𝜑(𝑥, 𝑧 = 0) =

{︃
−𝑉𝑔 𝑥 < −𝑙,
0 𝑥 > 𝑙,

(1.55)

𝐸𝑧(𝑥, 𝑧 = 0−) = −𝜕𝜑
𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑧=0−

= −4𝜋𝑒𝑛0

𝜖
, |𝑥| < 𝑙. (1.56)

Последнее условие означает, что в области |𝑥| < 𝑙 отсутствуют электроны. Условие 𝜑(𝑥, 0) =
0 при 𝑥 > 𝑙 означает отсутствие 𝑥-й компоненты электрического поля 𝐸𝑥 в двумерном элек-
троном газе, что возможно только при полной экранировке как в хорошем металле. Элек-
тронная концентрация в двумерном электронном газе находится из следующего очевидного
равенства:

𝑛𝑒 = 𝑛0 −
𝜖

4𝜋𝑒

𝜕𝜑

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑧=0−

. (1.57)
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Рис. 1.8: Схематическое изображение формирования затвором границы двумерного элек-
тронного газа.

Задача (1.54)–(1.56) относится к классу задач, известных в теории функций комплексного
переменного как задача Келдыша–Седова [18]. Для ее решения удобно ввести комплексные
координату 𝜁 = 𝑥+ 𝑖𝑧 и функцию 𝐹 (𝜁) так, что 𝜑(𝑥, 𝑧) = Im𝐹 (𝜁). Рассмотрим комплексную
плоскость с разрезом от −𝑙 до 𝑙 (рис. 1.9). Пусть 𝑓(𝜁) = 𝐹 ′(𝜁)𝑔(𝜁), где двузначная функция

𝑔(𝜁) =

(︂
𝜁 + 𝑙

𝜁 − 𝑙

)︂1/2

(1.58)

определена так, что при 𝑡 > 𝑙

𝑔(𝑡) =

(︂
𝑡+ 𝑙

𝑡− 𝑙

)︂1/2

(1.59)

и arg 𝑔(𝑧) = [arg(𝑙+𝑧)−arg(𝑙−𝑧)]/2. Тогда граничные условия (1.55)–(1.56) переписываются
следующим образом

Im 𝑓(𝑥, 𝑧 = 0) =

⎧⎨⎩
𝑑𝜑
𝑑𝑧

√︁
𝑙+𝑥
𝑙−𝑥 |𝑥| < 𝑙,

𝑑𝜑
𝑑𝑥

√︁
𝑙+𝑥
𝑥−𝑙 |𝑥| > 𝑙

=
4𝜋𝑒𝑛0

𝜖

√︂
𝑙 + 𝑥

𝑙 − 𝑥
Θ(𝑙 − |𝑥|). (1.60)

Воспользуемся формулой Шварца для аналитической функции при Im 𝜁 < 0:

𝑓(𝜁) = − 1

𝜋

∫︁ ∞

−∞

𝑑𝑡 Im 𝑓(𝑡)

𝑡− 𝜁
+Re 𝑓(∞). (1.61)

Напомним, что формула Шварца получается после сложения формул Коши для 𝑓(𝜁):

𝑓(𝜁) = − 1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐶𝐾

𝑑𝑡 𝑓(𝑡)

𝑡− 𝜁
= − 1

2𝜋𝑖

∫︁ ∞

−∞

𝑑𝑡 𝑓(𝑡)

𝑡− 𝜁
+
𝑓(∞)

2
(1.62)

и для сопряженной ей функции 𝑓 *(𝜁)

0 =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐶𝐾

𝑑𝑡 𝑓 *(𝑡)

𝑡− 𝜁
=

1

2𝜋𝑖

∫︁ ∞

−∞

𝑑𝑡 𝑓 *(𝑡)

𝑡− 𝜁
+
𝑓 *(∞)

2
. (1.63)
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Рис. 1.9: Контуры интегрирования на комплексной плоскости.

Используя граничные условия (1.60), из формулы Шварца находим

𝑓(𝜁) = − 1

𝜋

∫︁ 𝑙

−𝑙

𝑑𝑡 Im 𝑓(𝑡)

𝑡− 𝜁
+Re 𝑓(∞) =

= −4𝑒𝑛0

𝜖

∫︁ 1

−1

𝑑𝑡

𝑡− 𝜁/𝑙

√︂
1 + 𝑡

1− 𝑡
, (1.64)

где мы предположили, что Re 𝑓(∞) = 0. Рассмотрим интеграл∫︁
𝐶1+𝐶2

𝑑𝑡 𝑔(𝑡)

𝑡− 𝜁
= 2𝜋𝑖𝑔(𝜁), (1.65)

где контур 𝐶1 + 𝐶2 показан на рис. 1.9. Вычисляя интегралы, найдем∫︁
𝐶1

𝑑𝑡 𝑔(𝑡)

𝑡− 𝜁
= (𝑒−𝑖𝜋/2 − 𝑒𝑖𝜋/2)𝑔(𝜁),

∫︁
𝐶2

𝑑𝑡 𝑔(𝑡)

𝑡− 𝜁
= 2𝜋𝑖 (1.66)

Отсюда получаем следующее выражение для функции 𝑓(𝜁):

𝑓(𝜁) =
4𝜋𝑒𝑛0

𝜖
[−1 + 𝑔(𝜁)] . (1.67)

Значит,

𝐹 ′(𝜁) =
4𝜋𝑒𝑛0

𝜖

[︂
1− 1

𝑔(𝜁)

]︂
. (1.68)

Принимая во внимание значения функции 𝑔(𝜁) на действительной оси при подходе к ней из
нижней полуплоскости:

𝑔(𝑡− 𝑖0) =

⎧⎨⎩𝑖
√︁

𝑡+𝑙
𝑙−𝑡 |𝑡| < 𝑙,√︁
𝑡+𝑙
𝑡−𝑙 |𝑡| > 𝑙,

(1.69)
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Рис. 1.10: Структура края при плавном краевом потенциале (из работы [17]):(а) в од-
ноэлектронном приближении; (б) в cамосогласованном электростатическом приближении.
𝑛𝐿 = 1/(2𝜋𝑙2𝐻).

найдем

𝐸𝑧(𝑥) = −Re𝐹 ′(𝜁)
⃒⃒⃒
𝑧=0−

= −4𝜋𝑒𝑛0

𝜖

[︃
1−Θ(𝑥− 𝑙)

√︂
𝑥− 𝑙

𝑥+ 𝑙

]︃
,

𝐸𝑥(𝑥) = − Im𝐹 ′(𝜁)
⃒⃒⃒
𝑧=0−

= −4𝜋𝑒𝑛0

𝜖
Θ(𝑙 − |𝑥|)

√︂
𝑙 − 𝑥

𝑥+ 𝑙
. (1.70)

Интегрируя 𝐸𝑥(𝑥) по 𝑥, находим выражение для электростатического потенциала

𝜑(𝑥, 𝑧 = 0) =
4𝜋𝑒𝑛0

𝜖

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−𝜋𝑙 𝑥 < −𝑙,
√
𝑙2 − 𝑥2 − 𝑙 arccos(𝑥/𝑙) |𝑥| < 𝑙,

0 𝑥 > 𝑙.

(1.71)

Из граничного условия (1.55) для 𝜑(𝑥, 𝑧 = 0) при 𝑥 < −𝑙 находим, что 𝑙 = 𝜖𝑒𝑉𝑔/(4𝜋
2𝑒2𝑛0).

Для профиля плотности двумерных электронов окончательно находим

𝑛𝑒(𝑥) = Θ(𝑥− 𝑙)𝑛0

√︂
𝑥− 𝑙

𝑥+ 𝑙
, 𝑙 =

𝑒𝑉𝑔𝜖

4𝜋2𝑒2𝑛0

. (1.72)

Видно, что условие 𝑎𝐵 ≪ 𝑙 оказывается эквивалентным условию 𝐸𝐹 ≪ 𝑒𝑉𝑔, т.е. рассмотрен-
ный выше метод применим для достаточно больших напряжений. Отметим, что типичное
значение энергии Ферми 𝐸𝐹 равно нескольким мэВ. Для типичных значений 𝑉𝑔 = 1 В,
𝑛0 = 1011 см−2 и 𝜖 = 12.5 получим, что 𝑙 ≈ 2.2 · 10−5 см, тогда как 𝑎𝐵 ≈ 10−6 см.

Рассмотрим теперь случай, когда вся система помещена в перпендикулярное магнитное
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поле. Типичные значения циклотронной энергии ℏ𝜔𝑐 ≪ 𝑒𝑉𝑔, поэтому профиль (1.72), най-
денный для задачи без магнитного поля, почти не изменится. Пусть в вдали от края при
𝑥 → +∞ фактор заполнения 𝜈0 = 2𝜋𝑙2𝐻𝑛0 равен целому числу. Тогда при 𝑥 → +∞ элек-
тростатический потенциал значения, 𝜈 = 𝑘, то экранирование отсутствует, так как элек-
тронная концентрация не зависит от химического потенциала: 𝑑𝑛𝑒/𝑑𝜇 = 0. Следовательно,
в областях с целочисленным фактором заполнения, которые принято называть несжима-
емыми, будет ненулевое электрическое поле 𝐸𝑥. Оказывается, что энергетически выгодно
разместить эти области не равномерно вдоль оси 𝑥, а в узких полосках ширины 𝑎𝑘 с по-
стоянной плотностью 𝑘/(2𝜋𝑙2𝐻) (рис. 1.10). Положение центра этих полосок 𝑥𝑘 можно найти
из соотношения 𝑛𝑒(𝑥𝑘) = 𝑘/(2𝜋𝑙2𝐻), где в левой части электронная плотность определяется
выражением (1.72). Решение уравнения дает

𝑥𝑘 = 𝑙
𝜈20 + 𝑘2

𝜈20 − 𝑘2
, 𝑘 ⩽ [𝜈0]. (1.73)

Ширину 𝑎𝑘 для 𝑘-й полоски можно оценить из следующих простых соображений. Как видно
из рис. 1.10, в области полоски возникает избыточная по сравнению со случаем нулевого маг-
нитного поля электронная концентрация, разных знаков при 𝑥 > 𝑥𝑘 и 𝑥 < 𝑥𝑘, т.е. возникает
конденсатор с зарядом на обкладке, который можно оценить как

𝑒∆𝑛𝑘 ≈
𝑒

𝑎𝑘

∫︁
0<𝑥−𝑥𝑘≲𝑎𝑘/2

𝑑𝑥[𝑛𝑒(𝑥𝑘)− 𝑛𝑒(𝑥)] ∼ −𝑒𝑑𝑛𝑒(𝑥)
𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥=𝑥𝑘

𝑎𝑘. (1.74)

Эта избыточная электронная концентрация создает электрическое поле

∆𝐸𝑧 =
4𝜋𝑒∆𝑛𝑘

𝜖
. (1.75)

Характерное значение этого поля можно оценить как

∆𝐸𝑧 ∼
∆𝜑

𝑎𝑘
, (1.76)

где ∆𝜑 = ℏ𝜔𝑐/𝑒 – падение напряжения на полоске. Собирая выражения (1.74), (1.75), (1.76)
вместе, находим следующую оценку для ширины несжимаемой полоски:

𝑎2𝑘 ∼
ℏ𝜔𝑐𝜖

𝑒2(𝑑𝑛𝑒/𝑑𝑥)|𝑥=𝑥𝑘
. (1.77)

Этот результат показывает, что в отличие от координаты положения полоски, которая ока-
зывается порядка характерной длины, на которой меняется плавная часть электронной плот-
ности, 𝑥𝑘 ∼ 𝑙, ширина несжимаемых полосок оказывается гораздо меньше 𝑎𝑘 ∼

√
𝑎𝐵𝑙 ≪ 𝑙.

Ширина полоски не может быть меньше магнитной длины, что приводит к следующему
условию применимости нашего рассмотрения: 𝑙𝐻 ≪

√
𝑎𝐵𝑙 ≪ 𝑙. Приведенная выше оценка не

позволяет установить правильный численный коэффициент в выражении (1.77). Аккуратное
вычисление (см. задачу) приводит к следующему ответу

𝑎2𝑘 =
2

𝜋2

ℏ𝜔𝑐𝜖
𝑒2(𝑑𝑛𝑒/𝑑𝑥)|𝑥=𝑥𝑘

. (1.78)

To add edge magnetoplasmons [19, 20]
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Задачu:

1.4.1 Найти распределение электронной плотности 𝑛𝑒(𝑥) и электрического потенциала 𝜑(𝑥, 𝑧 = 0)

в случае, когда вдали от затвора фактор заполнения удовлетворяет условию 1 < 𝜈0 < 2.
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Глава 2

Влияние примесей без учета явления
андерсоновской локализации

Введение
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2.1 Двумерный электронный газ с редкими примесями в
магнитном поле

Двумерный электронный газ, используемый в реальных экспериментах, окружен ди-
электрическими слоями, в которых находятся примесные атомы. Они создают случайный
эффективный двумерный потенциал, на котором рассеиваются электроны из двумерного
слоя. Очевидно, что это приводит к конечному значению сопротивления 𝜌𝑥𝑥. Здесь в первую
очередь интересно рассмотреть вопрос о влиянии примесей на спектр двумерных электро-
нов в магнитном поле. В последующем изложении будем следовать работам Бычкова [21] и
Баскина, Магрилла и Энтина [22].

Пусть имеется 𝒩 одинаковых примесных 𝛿-центров, которые расположены в точках с
координатами (𝑟𝑗 , 𝑧𝑗). Здесь 𝑟 = (𝑥, 𝑦) координаты в плоскости двумерного газа, а ось 𝑧

направлена перпендикулярно этой плоскости. Одноэлектронный гамильтониан для этой за-
дачи может быть записан в виде

ℋ =
1

2𝑚𝑒

(︁
𝑝− 𝑒

𝑐
𝐴
)︁2

+ 𝑉 (𝑟, 𝑧) + 𝑈conf(𝑟, 𝑧), (2.1)

где 𝑉 (𝑟, 𝑧) = 𝑢
∑︀𝒩

𝑗=1 𝛿(𝑟 − 𝑟𝑗)𝛿(𝑧 − 𝑧𝑗) – случайный потенциал, создаваемый примесями, а
𝑈conf(𝑟, 𝑧) – удерживающий потенциал, который приводит к образованию двумерного элек-
тронного газа. В целях упрощения изложения, будем считать, что удерживающий потенци-
ал 𝑈conf зависит только от координаты 𝑧. Тогда электронная волновая функция может быть
представлена в виде произведения Ψ(𝑟)𝜙(𝑧), где волновая функция 𝜙(𝑧) есть нормированная
собственная функция гамильтониана

ℋ⊥ = − ℏ2

2𝑚𝑒

𝑑2

𝑑𝑧2
+ 𝑈conf(𝑧) (2.2)

с наименьшим собственным значением. Заметим, что интеграл 1/
∫︀
𝑑𝑧𝜙4(𝑧) характеризу-

ет эффективную толщину двумерного газа. Волновая функция двумерного движения Ψ(𝑟)

удовлетворяет уравнению Шредингера

1

2𝑚𝑒

(︁
𝑝− 𝑒

𝑐
𝐴
)︁2

Ψ(𝑟) + 𝑉eff(𝑟)Ψ(𝑟) = 𝐸Ψ(𝑟), (2.3)

где 𝑉eff(𝑟) =
∑︀𝒩

𝑗=1 𝑢𝑗𝛿(𝑟 − 𝑟𝑗). Как видно, дисперсия 𝛿-центров вдоль оси 𝑧 приводит к
зависимости силы потенциала от расстояния до двумерного электронного газа: 𝑢𝑗 = 𝑢𝜙2(𝑧𝑗).

Построим волновую функцию Ψ(𝑟) как линейную комбинацию волных функций (1.10)
задачи без потенциала 𝑉eff(𝑟):

Ψ𝑛(𝑟) =
∑︁
𝑘

𝐶𝑛,𝑘𝜓𝑛,𝑘(𝑟). (2.4)

Эта волновая функция соответствует состоянию с энергией 𝐸
(0)
𝑛 = ℏ𝜔𝑐(𝑛 + 1/2), где 𝑛 =
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0, 1, 2, . . . , если коэффициенты 𝐶𝑛,𝑘 для каждого 𝑛 удовлетворяют системе из 𝒩 уравнений

Ψ𝑛(𝑟𝑗) =
∑︁
𝑘

𝐶𝑛,𝑘𝜓𝑛,𝑘(𝑟𝑗) = 0, 𝑗 = 1, . . . ,𝒩 . (2.5)

Eсли число примесей меньше числа состояний на уровне Ландау 𝒩 < 𝒮/(2𝜋𝑙2𝐻), где 𝒮 – пло-
щадь, занимаемая двумерным электронным слоем, то всегда имеется 𝒮/(2𝜋𝑙2𝐻)−𝒩 наборов
коэффициентов 𝐶𝑛,𝑘 (при фиксированном 𝑛), которые удовлетворяют уравнениям (2.5). Та-
ким образом, в присутствии примесей остается 𝒮/(2𝜋𝑙2𝐻)−𝒩 так называемых неотщеплен-
ных состояний с энергией 𝐸

(0)
𝑛 = ℏ𝜔𝑐(𝑛 + 1/2) и волновой функцией вида (2.4). Остальные

𝒩 состояний имеют другие энергии, т. е. отщепляются от уровня Ландау.
Будем считать, что 𝛿-центры редкие, т. е. выполняется условие

𝑛imp = 𝒩 /𝒮 ≪ 1/(2𝜋𝑙2𝐻). (2.6)

Тогда энергию отщепленных состояний проще всего найти из следующих соображений. Пе-
репишем (2.3) в интегральной форме

Ψ(𝑟) =

∫︁
𝑑𝑟′𝐺0(𝑟, 𝑟

′;𝐸)𝑉eff(𝑟
′)Ψ(𝑟′), (2.7)

где функция Грина 𝐺0(𝑟, 𝑟
′;𝐸) удовлетворяет уравнению[︂

𝐸 − 1

2𝑚𝑒

(︁
𝑝− 𝑒

𝑐
𝐴
)︁2]︂

𝐺0(𝑟, 𝑟
′;𝐸) = 𝛿(𝑟 − 𝑟′). (2.8)

Помещая начало координат в точку положения данного 𝛿-центра и пренебрегая остальными
в силу условия (2.6), найдем

Ψ(0) = 𝑢𝐺0(0, 0, 𝐸)Ψ(0). (2.9)

Это уравнение определяет в неявной форме значение энергии. Воспользовавшись следую-
щим выражением для функции Грина в совпадающих точках (см. задачи)

𝐺0(0, 0, 𝐸) =
1

2𝜋𝑙2𝐻

∞∑︁
𝑛=0

1

𝐸 − ℏ𝜔𝑐(𝑛+ 1/2)
, (2.10)

получим уравнение
𝑢

2𝜋𝑙2𝐻

∞∑︁
𝑛=0

1

𝐸 − ℏ𝜔𝑐(𝑛+ 1/2)
= 1, (2.11)

которое определяет энергию отщепленного состояния. В случае относительно слабого 𝛿-
центра, когда выполняется условие 𝑚𝑢/(2𝜋ℏ2) ≪ 1, энергии отщепленных состояний имеют
вид

𝐸𝑛 = ℏ𝜔𝑐(𝑛+ 1/2) + ∆𝑛,0, ∆𝑛,0 =
𝑢

2𝜋𝑙2𝐻
≪ ℏ𝜔𝑐. (2.12)

Таким образом, каждый 𝛿-центр отщепляет ровно одно состояние на уровне Ландау, а всего
отщепляется ровно 𝒩 состояний, как и должно быть.

Рассмотрим теперь, что дает наличие конечного радиуса действия 𝑎 ≪ 𝑙𝐻 у потенциала
примеси, т.е. будем считать, что 𝑉eff(𝑟) =

∑︀𝒩
𝑗=1 𝑢𝑗(|𝑟 − 𝑟𝑗|). Для простоты изложения огра-

ничимся случаем нижнего уровня Ландау 𝑛 = 0. Выберем опять центр координат в месте
расположения данной примеси и пренебрежем остальными примесными центрами. В этом
случае удобно работать в цилиндрической системе координат (𝜌, 𝜃). Выбирая калибровку
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𝐴𝜌 = 𝐴𝑧 = 0 и 𝐴𝜃 = 𝐵𝜌/2, можно записать волновые функции с определенным значением
проекции момента импульса на ось 𝑧 в виде [1]:

𝜓0,𝑚(𝜌, 𝜃) =
𝑒−𝑖𝑚𝜃

𝑙𝐻
√
2𝜋𝑚!

(︂
𝜌2

2𝑙2𝐻

)︂𝑚/2
𝑒−𝜌

2/4𝑙2𝐻 , 𝑚 = 0, 1, . . . (2.13)

Будем искать решение уравнения (2.7) в виде следующей линейной комбинации:

Ψ(𝑟) =
∑︁
𝑚⩾0

𝐶𝑚𝜓0,𝑚(𝜌, 𝜃). (2.14)

Пренебрегая всеми уровнями Ландау, кроме нижнего, функцию Грина можно записать как

𝐺0(𝑟, 𝑟
′;𝐸) =

∑︁
𝑚⩾0

𝜓0,𝑚(𝜌, 𝜃)𝜓
*
0,𝑚(𝜌

′, 𝜃′)

𝐸 − ℏ𝜔𝑐/2
. (2.15)

Тогда уравнение (2.7) примет вид

𝐶𝑚 =
𝐶𝑚

𝐸 − ℏ𝜔𝑐/2

∫︁ ∞

0

𝜌𝑑𝜌

∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝜃 𝑢(𝜌)|𝜓0,𝑚(𝜌, 𝜃)|2. (2.16)

Отсюда находим, что энергии отщепленных состояний равны

𝐸0,𝑚 =
ℏ𝜔𝑐
2

+ ∆𝑚, (2.17)

∆𝑚 =
1

𝑙2𝐻𝑚!

∫︁ ∞

0

𝑑𝜌 𝜌

(︂
𝜌2

2𝑙2𝐻

)︂𝑚
𝑢(𝜌) exp

(︂
− 𝜌2

2𝑙2𝐻

)︂
.

Прежде всего заметим, что если примесь является 𝛿-центром, 𝑢(𝑟) = 𝑢𝛿(𝑟) (соответственно,
𝑢(𝜌) = 𝑢𝛿(𝜌)/(2𝜋𝜌)), то отщепляется только состояние с 𝑚 = 0, и мы возвращаемся к резуль-
тату (2.12). Для примеси, которая создает потенциал с конечным радиусом взаимодействия
𝑎, число отщепленных состояний больше чем одно. Их число можно оценить из следующих
простых соображений. Модуль квадрата волновой функции 𝜓0,𝑚(𝜌, 𝜃) равен

|𝜓0,𝑚(𝜌, 𝜃)|2 =
1

2𝜋𝑙2𝐻𝑚!
exp

[︂
−𝑆𝑚

(︂
𝜌2

2𝑙2𝐻

)︂]︂
, (2.18)

𝑆𝑚(𝑥) = 𝑥−𝑚 ln𝑥 (2.19)

и достигает максимального значения при 𝑥 = 𝑚, которое находится из условия 𝑆 ′
𝑚(𝑥) = 0.

Таким образом, модуль квадрата волновой функции имеет максимум на окружности радиу-
са 𝑅𝑚 = 𝑙𝐻

√
2𝑚. Приближение одной примеси работает, когда это расстояние много меньше

среднего расстояния между примесями, т.е. 𝑅𝑚 ≪ 1/
√
𝑛imp. Это условие означает, что мак-

симальное значение 𝑚 (число отщепленных состояний), при котором выражение (2.17) еще
остается справедливым, равно 1/(𝑙2𝐻𝑛imp) ≫ 1.

Рассмотрим для примера цилиндрически симметричный потенциал примеси вида 𝑢(𝜌) =
𝑢 exp(−𝜌2/2𝑎2), причем будем считать, что 𝑎≪ 𝑙𝐻 . Тогда получаем

∆𝑚 = 𝑢

(︂
𝑎

𝑙𝐻

)︂2𝑚+2

. (2.20)

Отщепленные состояния сосредоточены в интервале энергий ℏ𝜔𝑐/2 + ∆min < 𝐸 < ℏ𝜔𝑐/2 +
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∆max, где

∆min = 𝑢

(︂
𝑎

𝑙𝐻

)︂2+𝛾/(𝑙2𝐻𝑛imp)

, (2.21)

∆max = 𝑢

(︂
𝑎

𝑙𝐻

)︂2

, (2.22)

где 𝛾 – неизвестное число порядка единицы. Так как число отщепленных состояний порядка
1/(𝑙2𝐻𝑛imp) ≫ 1, то удобно их характеризовать плотностью состояний:

𝐷(𝐸) = 𝑛imp
𝑑𝑚

𝑑𝐸
=

𝑛imp

2(𝐸 − ℏ𝜔𝑐

2
) ln 𝑙𝐻/𝑎

. (2.23)

Заметим, что полученная формула справедлива для энергий в интервале ∆min < 𝐸−ℏ𝜔𝑐/2 <
∆max. Неизвестное число 𝛾 можно оценить из условия, что почти все состояния являются
отщепленными. Так как ∫︁

𝑑𝐸 𝐷(𝐸) ≈ 𝛾

2𝑙2𝐻
, (2.24)

то 𝛾 = 1/𝜋. В заключение отметим, что задача о вычислении плотности состояний на нижнем
уровне Ландау решается точно (см., [23, 24, 25]).

Рассмотрим теперь вопрос о том, как влияет наличие примесей на холловскую проводи-
мость. Будем считать, что выполняется условие 𝑛imp ≪ (2𝜋𝑙2𝐻)

−1, а значит, можно рассмат-
ривать задачу с одной примесью, пренебрегая влиянием остальных. Будем следовать работе
Прейнджа [26]. Пусть в точке с координатами (0, 0) расположена примесь, создающая по-
тенциал с радиусом действия 𝑎 ≪ 𝑙𝐻 . Пусть также вдоль оси 𝑥 приложено электрическое
поле 𝐸. Тогда вдали от примеси при больших положительных значениях 𝑦, 𝑦 ≫ 𝑎 волновая
функция и спектр имеют вид (1.10) и (1.11). Рассмотрим при 𝑦 ≫ 𝑎 состояние с заданными
𝑛 и 𝑘, описываемое волновой функцией равной Ψ𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦) = 𝜓𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦). При больших отри-
цательных значениях 𝑦, −𝑦 ≫ 𝑎 это состояние должно обладать той же энергией ℰ𝑛,𝑘, что
и при 𝑦 ≫ 𝑎. Так как энергия состояния явно зависит от 𝑘, это означает, что 𝑘 должно
быть тем же самым. Поэтому волновая функция состояния при −𝑦 ≫ 𝑎 может отличаться
от 𝜓𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦) лишь фазовым множителем: Ψ𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦) = 𝑒−𝑖𝛿(𝑘)𝜓𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦). Наложим граничные
условия вдоль оси 𝑦:

Ψ𝑛,𝑘(𝑥,−𝐿/2) = 𝑒−𝑖2𝜋𝜑/𝜑0Ψ𝑛,𝑘(𝑥, 𝐿/2), (2.25)

где 𝜑 – свободный параметр. Используя явный вид волновой функции 𝜓𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦), получим,
что волновые вектора 𝑘 должны удовлетворять соотношению

𝑘𝐿+ 𝛿(𝑘)− 2𝜋𝜑

𝜑0

= 2𝜋𝑚. (2.26)

Тогда плотность состояний имеет вид

𝐷(𝑘) =
𝜕𝑚

𝜕𝑘
=

1

2𝜋
(𝐿+ 𝛿′(𝑘)) . (2.27)

Используем для тока вдоль оси 𝑦 формулу (1.33)
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𝐼𝑦 = −𝑒𝜑0

ℎ

∑︁
𝑛

𝑘𝑚=−𝑘𝑛∑︁
𝑘𝑚=𝑘𝑛

𝜕ℰ𝑛,𝑘
𝜕𝜑

= − 𝑒

ℏ

𝑘𝑛∫︁
𝑘𝑛

𝑑𝑘 𝜈(𝑘)
𝜕ℰ𝑛,𝑘
𝜕𝑘

(𝐿+ 𝛿′(𝑘))
−1

= − 𝑒

ℎ

∑︁
𝑛

[ℰ𝑛,𝑘𝑛 − ℰ𝑛,−𝑘𝑛 ], (2.28)

и возвращаемся к формуле (1.16). Как видно, холловская проводимость 𝜎𝑦𝑥 при наличии
примеси удивительным образом не изменилась. Несмотря на то, что, как мы видели выше,
примесь уменьшила число токонесущих (неотщепленных) состояний, их вклад в холловский
ток увеличился.

Задачu:

2.1.1 Пусть квадрат волновой функции в 𝑧 направлении имеет вид 𝜙2(𝑧) = (𝐴/𝑧0) exp(−𝑧/𝑧0) при
𝑧 > 𝑧0. Считая, что 𝛿-центры распределены равномерно с объемной концентрацией 𝑛3𝐷imp,
вычислить при 𝐸 < 𝐸0 ≈ 𝐴𝑢/(2𝜋𝑙2𝐻𝑧0) плотность состояний на нижнем уровне Ландау.

2.1.2 Для нижнего уровня Ландау показать, что каждое новое состояние занимает площадь 2𝜋𝑙2𝐻 .

2.1.3 Найти энергии отщепленных состояний на нижнем уровне Ландау при наличии двух сла-
бых 𝛿-центров с силами 𝑢1 и 𝑢2, расположеных на расстоянии 𝑑 друг от друга, считая, что
𝑛𝐿𝑢1,2≪𝜔𝑐.

2.1.4 Найти энергии отщепленных состояний на нижнем уровне Ландау при наличии слабого маг-
нитного 𝛿-центра, считая, что его взаимодействие с электроном описывается гамильтонианом
следующего вида 𝑉eff(𝑟) = 𝐽𝛿(𝑟−𝑟0)𝑆 ·𝑠, где 𝑠 – это оператор спина электрона, а 𝑆 – оператор
спина 𝑆 = 1/2 магнитной примеси.

2.1.5 Найти энергии отщепленных состояний на нижнем уровне Ландау при наличии двух слабых
магнитных 𝛿-центров, расположенных на расстоянии 𝑑≪ 𝑙𝐻 . Считать, что их взаимодействие
с электроном описывается гамильтонианом 𝑉eff(𝑟) = 𝐽𝛿(𝑟 − 𝑟1)𝑆1 · 𝑠+ 𝐽𝛿(𝑟 − 𝑟2)𝑆2 · 𝑠, где 𝑠

– оператор спина электрона, а 𝑆1,2 – операторы спина 𝑆 = 1/2 магнитных примесей.
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2.2 Плавный случайный потенциал

Cлучайный потенциал общего вида можно представить в виде суммы

𝑉 (𝑟) = 𝑉𝑤(𝑟) + 𝑉scat(𝑟) + 𝑉𝑠(𝑟). (2.29)

Здесь 𝑉𝑤(𝑟) имеет большой корреляционный радиус, быстро меняется, но мал: max |𝑉𝑤| ≪
ℏ𝜔𝑐. Потенциал 𝑉scat(𝑟) есть сумма потенциалов рассеяния, т.е. потенциалов с малым ради-
усом взаимодействия. Потенциал 𝑉𝑠(𝑟) – это плавный потенциал, ограниченный условием
|∇𝑉𝑠| ≪ ℏ𝜔𝑐/𝑙𝐻 (рис. 2.1). В физической системе, в которой создан двумерный электрон-
ный газ, например, в гетероструктуре, 𝑉𝑤 создается слабыми примесями, расположенными
вдали от двумерного слоя, потенциал 𝑉scat возникает от заряженных примесей внутри ин-
версионного слоя, а также от поверхностных дефектов, и 𝑉𝑠 возникает из-за флуктуаций
концентрации примесей и из-за наличия крупномасштабных неоднородностей.

Случайный потенциал 𝑉𝑤 не приводит к интересным эффектам. Действительно, рассмот-
рим гамильтониан

ℋ0 + 𝜆𝑉𝑤(𝑟) =
1

2𝑚𝑒

(︁
𝑝− 𝑒

𝑐
𝐴
)︁2

+ 𝜆𝑉𝑤(𝑟), (2.30)

где 𝜆 – произвольный параметр. При 𝜆 = 0 спектр гамильтониана есть ℰ𝑛 = ℏ𝜔𝑐(𝑛 + 1/2),
𝑛 = 0, 1, . . . . При произвольном 𝜆 справедливо соотношение

𝑑ℰ𝑛(𝜆)
𝑑𝜆

= (𝑉𝑤)𝑛𝑛, (2.31)

где (𝑉𝑤)𝑛𝑛 – диагональный матричный элемент потенциала 𝑉𝑤. Отсюда

|ℰ𝑛(1)− ℰ𝑛(0)| =
⃒⃒⃒∫︁ 1

0

𝑑𝜆(𝑉𝑤)𝑛𝑛

⃒⃒⃒
⩽ max𝑉𝑤 ≪ ℏ𝜔𝑐. (2.32)

Полученная оценка гарантирует, что спектр гамильтониана ℋ + 𝑉𝑤(𝑟) мало отличается от
спектра ℏ𝜔𝑐(𝑛+ 1/2). В частности, в нем остается конечная щель порядка ℏ𝜔𝑐.

Рассмотрим теперь движение электрона в магнитном поле при наличии плавного потен-
циала 𝑉𝑠(𝑟) (см. [27, 28, 29]). Запишем еще раз гамильтониан

ℋ = ℋ0 + 𝑉𝑠(𝑥, 𝑦), ℋ0 =
1

2𝑚𝑒

(︁
𝑝− 𝑒

𝑐
𝐴
)︁2
. (2.33)

Сделаем следующее преобразование координат:

𝑥 = 𝑋 + 𝜂𝑥, 𝑦 = 𝑌 + 𝜂𝑦,

𝜂𝑥,𝑦 = ± 𝑙
2
𝐻

ℏ
(𝑝𝑦,𝑥 − 𝑒𝐴𝑦,𝑥). (2.34)

Координаты 𝑋 и 𝑌 имеют смысл координат центра классической орбиты и описывают ее
дрейф, а 𝜂𝑥,𝑦 отвечают координатам электрона в системе отсчета, в которой классическая
орбита покоится. Отметим, что в случае цилиндрической калибровки 𝐴 = [𝐵 × 𝑟]/2, выра-
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Рис. 2.1: Одномерное схематическое изображение потенциалов (2.29).

жения для координат 𝑋 и 𝑌 могут быть записаны явно:

𝑋 = − 𝑙
2
𝐻

ℏ
(𝑝𝑦 + 𝑒𝐴𝑦), 𝑌 =

𝑙2𝐻
ℏ
(𝑝𝑥 + 𝑒𝐴𝑥). (2.35)

Легко проверить, что выполняются следующие коммутационные соотношения:

[𝑋, 𝑌 ] = 𝑖𝑙2𝐻 , [𝜂𝑥, 𝜂𝑦] = −𝑖𝑙2𝐻 , [𝑋, 𝜂𝛼] = 0,

[𝑌, 𝜂𝛼] = 0, [𝑥, 𝜂𝑦] = −𝑖𝑙2𝐻 , [𝑦, 𝜂𝑥] = 𝑖𝑙2𝐻 . (2.36)

Тогда гамильтониан можно записать как

ℋ =
ℏ𝜔𝑐
2𝑙2𝐻

(𝜂2𝑥 + 𝜂2𝑦) + 𝑉𝑠(𝑋 + 𝜂𝑥, 𝑌 + 𝜂𝑦). (2.37)

Отметим, что наличие вырождения на уровне Ландау тесно связано с существованием опе-
раторов 𝑋 и 𝑌 , коммутирующих с гамильтонианом (в отсутствие 𝑉 ). Уравнения движения
для операторов 𝜂𝑥,𝑦 имеют вид

𝜂̇𝑥 =
𝑖

ℏ
[ℋ, 𝜂𝑥] ≈ −𝜔𝑐𝜂𝑦 −

𝑙2𝐻
ℏ
𝜕𝑉𝑠
𝜕𝑌

, (2.38)

𝜂̇𝑦 =
𝑖

ℏ
[ℋ, 𝜂𝑦] ≈ 𝜔𝑐𝜂𝑥 +

𝑙2𝐻
ℏ
𝜕𝑉𝑠
𝜕𝑋

. (2.39)

Пренебрегая последним членом в этих уравнениях в силу условия плавности потенциала
|∇𝑉𝑠| ≪ ℏ𝜔𝑐/𝑙𝐻 , найдем

𝜂̇𝑥 = −𝜔𝑐𝜂𝑦, 𝜂̇𝑦 = 𝜔𝑐𝜂𝑥. (2.40)

Уравнения движения для координат 𝑋 и 𝑌 будут следующие:

𝑋̇ =
𝑖

ℏ
[ℋ, 𝑋] = − 𝑖

ℏ
[𝑉𝑠(𝑥, 𝑦), 𝜂𝑥] =

=
𝑖𝑙2𝐻
ℏ2

[𝑝𝑦, 𝑉𝑠(𝑥, 𝑦)] ≈
𝑙2𝐻
ℏ
𝜕𝑉𝑠(𝑋, 𝑌 )

𝜕𝑌
, (2.41)

𝑌̇ =
𝑖

ℏ
[ℋ, 𝑌 ] = − 𝑖

ℏ
[𝑉𝑠(𝑥, 𝑦), 𝜂𝑦] =

= −𝑖𝑙
2
𝐻

ℏ
[𝑝𝑥, 𝑉𝑠(𝑥, 𝑦)] ≈ − 𝑙

2
𝐻

ℏ
𝜕𝑉𝑠(𝑋, 𝑌 )

𝜕𝑋
. (2.42)
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Рис. 2.2: Уровни плавного потенциала вблизи локального максимума.

Уравнения (2.41) и (2.42) полезно записать в виде

𝑋̇ =
1

𝑚𝑒𝜔𝑐

𝜕𝑉𝑠(𝑋, 𝑌 )

𝜕𝑌
, 𝑌̇ = − 1

𝑚𝑒𝜔𝑐

𝜕𝑉𝑠(𝑋, 𝑌 )

𝜕𝑋
. (2.43)

Подчеркнем, что в главном приближении по малому параметру 𝑙𝐻 |∇𝑉𝑠|/ℏ𝜔𝑐 ≪ 1 кванто-
вые операторы 𝑋 и 𝑌 подчиняются классическим уравнениям (2.43) (в них отсутствует ℏ).
Пренебрегая тем, что𝑋 и 𝑌 не коммутируют друг с другом, т.е. рассматривая их как класси-
ческие величины, найдем в адиабатическом приближении, что спектр гамильтониана(2.33)
определяется выражением

ℰ𝑛 = ℏ𝜔𝑐(𝑛+ 1/2) + 𝑉𝑠(𝑋, 𝑌 ), (2.44)

причем 𝑋 и 𝑌 являются решением уравнения

𝜖𝑛 = ℰ𝑛 − ℏ𝜔𝑐(𝑛+ 1/2) = 𝑉𝑠(𝑋, 𝑌 ), (2.45)

которое есть не что иное, как уравнение эквипотенциальной линии.

Таким образом, физическая картина движения частицы в магнитном поле в плавном
потенциале такова: частица с энергией ℰ совершает быстрое циклотронное вращение в маг-
нитном поле, приводящее к образованию уровней Ландау. При этом центр орбиты дрей-
фует по эквипотенциальной линии, задаваемой уравнением (2.45), со скоростью равной
𝑣𝑑 = |∇𝑉𝑠|/𝑚𝑒𝜔𝑐, как следует из (2.43). Из-за наличия магнитного поля скорость дрейфа
направлена всегда строго в одну сторону.

На данном уровне Ландау (при фиксированном 𝑛) имеется много состояний. Плавный
потенциал снимает их вырождение: каждому из них соответствует своя эквипотенциальная
линия. Рассмотрим две эквипотенциальные линии, которые соответствуют близким состоя-
ниям с энергиями ℰ и ℰ +∆𝜖 (рис. 2.2). Площадь, заключенная между этими эквипотенци-
альными линиями, может быть вычислена как

∆𝒮 =

∮︁
𝑑𝑢∆𝑙

√︀
𝑋2
𝑢 + 𝑌 2

𝑢 =

∮︁
𝑑𝑢

∆𝜖

|∇𝑉 |
√︀
𝑋2
𝑢 + 𝑌 2

𝑢 =

=
𝑙2𝐻
ℏ
∆𝜖

∮︁
𝑑𝑢

𝑢̇
= 𝑙2𝐻

𝑇∆𝜖

ℏ
. (2.46)

Здесь мы считали, что эквипотенциальная линия параметризуется как 𝑋 = 𝑋(𝑢) и 𝑌 =

𝑌 (𝑢). Используя квазиклассическое условие квантования для периода движения по эквипо-
тенциальной линии 𝑇

𝑇∆𝜖 = 2𝜋ℏ, (2.47)
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находим площадь между эквипотенциальными линиями

∆𝒮 = 2𝜋𝑙2𝐻 . (2.48)

Таким образом, несмотря на наличие плавного потенциала, в главном приближении по его
градиентам, каждое состояние на уровне Ландау занимает площадь 2𝜋𝑙2𝐻 . Этот ответ соот-
ветствует из выражения (2.36) для коммутатора операторов 𝑋 и 𝑌 .

Используя полученный выше результат, можно получить выражение для плотности со-
стояний на 𝑛-м уровне Ландау:

𝐷(𝐸) =

∫︁
𝑑𝑋𝑑𝑌

2𝜋𝑙2𝐻
𝛿
(︁
𝐸 − ℏ𝜔𝑐(𝑛+ 1/2)− 𝑉𝑠(𝑋, 𝑌 )

)︁
. (2.49)

Заметим, что плотность состояний правильно дает полное число состояний на 𝑛-м уровне
Ландау, ∫︁

𝑑𝐸 𝐷(𝐸) =
𝑆

2𝜋𝑙2𝐻
. (2.50)

Найдем явно волновую функцию, соответствующую состоянию на 𝑛-м уровне Ландау.
Рассмотрим эквипотенциальную линию 𝑉𝑠(𝑋, 𝑌 ) = ℰ𝑛 − ℏ𝜔𝑐(𝑛 + 1/2). Сделаем локальный
поворот системы координат от (𝑥, 𝑦) к (𝑥′, 𝑦′), так чтобы вблизи точки (𝑋, 𝑌 ) уравнение
эквипотенциальной линии стало 𝑌 ′ = 0. Тогда в калибровке 𝐴𝑥′ = −𝐵𝑦′, 𝐴𝑦′ = 𝐴𝑧′ = 0

уравнение Шредингера для гамильтониана (2.33) примет вид[︃
1

2𝑚𝑒

(︂
𝑖ℏ

𝜕

𝜕𝑥′
− 𝑒𝐵𝑦′

𝑐

)︂2

− ℏ2

2𝑚𝑒

𝜕2

𝜕𝑦′2
+ 𝑉𝑠(𝑦

′)− ℰ

]︃
𝜓𝑛(𝑥

′, 𝑦′) = 0. (2.51)

Считая, что 𝑥′ – медленная переменная, пренебрегая в уравнении производными по 𝑥′ и
производными от случайного потенциала, 𝑉𝑠(𝑦′) ≈ 𝑉𝑠(0), найдем

𝜓𝑛(𝑥
′, 𝑦′) = 𝐶(𝑥′)𝜑𝑛(𝑦

′), (2.52)

где функция 𝜑𝑛(𝑦) определена в (1.10). Тот факт, что одно состояние на уровне Ландау все
еще должно занимать площадь 2𝜋𝑙2𝐻 , но при этом волновая функция сосредоточена в области
ширины порядка 𝑙𝐻 от эквипотенциальной линии, позволяет найти неизвестную функцию
|𝐶(𝑥′)| из следующего условия нормировки. Потребуем, чтобы интеграл от модуля квадрата
волновой функции (2.52) вдоль эквипотенциальной линии равнялся единице:∫︁

𝑑𝑥′|𝐶(𝑥′)|2
√︁
𝑋2
𝑥′ + 𝑌 2

𝑥′ = 1. (2.53)

Тогда получим следующий ответ:

|𝐶(𝑥′)|2 = ℏ
𝑙2𝐻𝑇 |∇𝑉𝑠(𝑋, 𝑌 )|

. (2.54)

До сих пор мы рассматривали какой-то заданный плавный потенциал. Введем теперь в
задачу случайность. Пусть случайный плавный потенциал будет устроен следующим обра-
зом. Среднее значение потенциала равно нулю ⟨𝑉𝑠⟩ = 0. Вероятность того, что 𝑉𝑠(𝑋, 𝑌 ) = 𝜖

есть
Prob[𝑉𝑠(𝑋, 𝑌 ) = 𝜖] = 𝜌(𝜖). (2.55)
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Рис. 2.3: Случайный потенциал на пороге протекания. Области с 𝑉𝑠(𝑋, 𝑌 ) < 𝜖𝑐 закрашены.
Эквипотенциальные линии 𝑉𝑠(𝑋, 𝑌 ) = 𝜖𝑐 проходят по границам закрашенной области.

Коррелятор ⟨𝑉𝑠(0, 0)𝑉𝑠(𝑋, 𝑌 )⟩ быстро спадает с расстоянием. Здесь ⟨. . . ⟩ означает усредне-
ние по реализациям случайного потенциала. Тогда если мы закрасим области, где выпол-
няется условие 𝑉𝑠(𝑋, 𝑌 ) < 𝜖, то состояния с энергией 𝜖 будут сосредоточены у границ этих
областей, при этом 𝜌(𝜖) дает нормированную на единицу плотность этих состояний. Физи-
ческая плотность состояний будет равна 𝜌(𝜖)/(2𝜋𝑙2𝐻). Очевидно, вероятность того, что точка
с координатами (𝑋, 𝑌 ) закрашена, равна

𝑝(𝜖) = Prob[𝑉𝑠(𝑋, 𝑌 ) < 𝜖] =

∫︁ 𝜖

−∞
𝜌(𝜖)𝑑𝜖. (2.56)

Если при данной энергии все эквипотенциальные линии замкнуты, т.е. закрашенные области
не пересекаются, то состояния с данной энергией локализованы. Если же имеется эквипо-
тенциальная линия, которая не замкнута, т.е. по закрашенной области можно пересечь весь
образец, то состояние с соответствующей энергией делокализовано. Если потенциал 𝑉𝑠(𝑋, 𝑌 )

и граничные условия симметричны относительно взаимной замены 𝑋 на 𝑌 , то эквипотенци-
альная линия должна проходить от края до края образца, как вдоль направления оси 𝑋, так
и вдоль направления оси 𝑌 (рис. 2.3). Так как эквипотенциальные линии при разных энерги-
ях пересекаться не могут, то обе эквипотенциальные линии должны соответствовать одной
энергии 𝜖𝑐. Таким образом, если делокализованное состояние существует, то оно реализуется
только при одной энергии 𝜖𝑐.

Задача нахождения энергии 𝜖𝑐 делокализованного состояния в случайном плавном по-
тенциале сводится к задаче о перколяции [30]. Согласно (2.56) точка с координатами (𝑋, 𝑌 )

закрашивается с вероятностью 𝑝(𝜖). Протекание, т.е. появление закрашенной области, по
которой можно пройти от одной границы до другой, будет происходить при некотором кри-
тическом значении вероятности закрашивания 𝑝𝑐 = 𝑝(𝜖𝑐). При 𝜖→ 𝜖𝑐 в задаче возникает мас-
штаб, который принято называть корреляционной длиной 𝜉cl ∼ |𝜖− 𝜖𝑐|−𝜈cl , где критический
индекс 𝜈cl = 4/3 [31]. В частности, вероятность возникновения связанного закрашенного
кластера с размером 𝐿 большим, чем корреляционная длина, оказывается экспоненциально
мала, ∼ exp(−𝐿/𝜉cl). Отметим, что именно расходимость корреляционной длины при 𝜖 = 𝜖𝑐
сигнализирует о возможности протекания.

Предположим, что случайный потенциал ограничен по величине |𝑉𝑠(𝑋, 𝑌 )| < 𝑀 . По-
кажем тогда, что в конечном электрическом поле |𝑒𝐸| ≪ ℏ𝜔𝑐/𝑙𝐻 доля делокализованных
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состояний 𝑓∞ удовлетворяет неравенству

𝑓∞ >
|𝑒𝐸|𝑙𝐻
ℏ𝜔𝑐

. (2.57)

Рассмотрим двумерный электронный газ, который занимает полосу размера 𝐿 вдоль оси 𝑥

и бесконечную вдоль оси 𝑦. Будем считать, что электрическое поле направлено вдоль оси 𝑦.
Пусть функция 𝐺(𝑥) = 1 для 0 < 𝑥 < 𝐿, 𝐺(𝑥) = 0 при 𝑥 < −𝑑 и 𝑥 > 𝐿 + 𝑑, и наконец 𝐺(𝑥)

гладко переходит из 0 в 1 в промежутках. Тогда определим

𝑉𝑠(𝑋, 𝑌 ) = 𝑉𝑠(𝑋, 𝑌 )𝐺(𝑋)− 𝑒𝐸𝑌. (2.58)

Рассмотрим делокализованное состояние с энергией 𝜖 = −𝑒𝐸𝑌𝑑. В области 0 < 𝑥 < 𝐿

эквипотенциальная линия имеет координату 𝑌 , удовлетворяющую условию |𝑌 − 𝑌𝑑| =

|𝑉 (𝑋, 𝑌 )/𝑒𝐸| < 𝑀/|𝑒𝐸|. Рассмотрим теперь два делокализованных состояния с энергия-
ми 𝜖 = −𝑒𝐸𝑌𝑑 и 𝜖 +∆𝜖 = −𝑒𝐸(𝑌𝑑 +∆𝑌𝑑). Тогда при 0 < 𝑥 < 𝐿 эти две эквипотенциальные
линии находятся на расстоянии 𝛿𝑌 , которое можно оценить как

𝛿𝑌 = − 𝑒𝐸∆𝑌𝑑
𝜕𝑉𝑠/𝜕𝑌 − 𝑒𝐸

. (2.59)

Так как закрашенная площадь соответствует плотности состояний, то при |𝑒𝐸|𝑙𝐻 ≪ ℏ𝜔𝑐
доля делокализованных состояний будет

𝑓∞ >
|𝛿𝑌 |
|∆𝑌𝑑|

=
|𝑒𝐸|

|𝜕𝑉𝑠/𝜕𝑌 |
>

|𝑒𝐸𝑙𝐻 |
ℏ𝜔𝑐

. (2.60)

Заметим, что в приведенных выше рассуждениях мы нигде не использовали тот факт, что
потенциал случайный, т.е. точка с координатами (𝑋, 𝑌 ) закрашивается с вероятностью 𝑝(𝜖).
Для этой ситуации можно предположить, что

𝑓∞ ∼
(︂
|𝑒𝐸|𝑙𝐻
ℏ𝜔𝑐

)︂𝑞
, (2.61)

где показатель 𝑞 ⩽ 1. Точный расчет теории перколяции дает значение 𝑞 = 41/84 [28]. При
нулевой температуре 𝑓∞ определяет ширину зоны делокализованных состояний в присут-
ствии конечного электрического поля:

𝛿𝜖𝑐 ∝ Γ

(︂
|𝑒𝐸|𝑙𝐻
ℏ𝜔𝑐

)︂𝑞
, (2.62)

где Γ – ширина уровня Ландау (см. ниже).

Задачu:

2.2.1 Доказать, что среднее по времени значение оператора скорости дается выражением ⟨𝑣(𝑥, 𝑦)⟩ =
(𝑒𝐸 −∇𝑉𝑠)×𝐵/(𝑒𝐵2).

TO ADD PROBLEMS!
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2.3 Квантовое туннелирование между эквипотенциаль-
ными линиями и модель Чалкера–Коддингтона

Как мы видели в предыдущей лекции, центр орбиты частицы с энергией 𝜖𝑛 = ℰ − ℏ𝜔𝑐(𝑛 +

1/2) дрейфует по эквипотенциальным линиям потенциала, определяемым сотношением
𝑉𝑠(𝑋, 𝑌 ) = 𝜖𝑛. В таком, по существу, классическом рассмотрении, мы полностью пренебрег-
ли некоммутативностью координат: [𝑋, 𝑌 ] = −𝑖𝑙2𝐻 . Это законно, если эквипотенциальные
линии находятся друг от друга на расстояниях много больших, чем 𝑙𝐻 . Однако бывают
случаи, когда это нарушается. Например, две замкнутые эквипотенциальные линии, соот-
ветствующие одной и той же энергии 𝜖𝑛, подходят к друг другу на расстояние порядка 𝑙𝐻
(рис. 2.4). При классическом рассмотрении вероятность того, что частица перейдет с одной
эквипотенциальной линии на другую, равна нулю. Вероятность будет отлична от нуля, если
учесть возможность квантового туннелирования [32]. Для вопроса о существовании делока-
лизованного состояния возможность такого квантового туннелирования принципиальна.

Вернемся к гамильтониану (2.33), который действует на волновые функции 𝜓(𝑥, 𝑦). Пере-
ходя к координатам (𝑋, 𝑌 ), (𝜂𝑥, 𝜂𝑦) и пользуясь малостью градиентов плавного потенциала
𝑉𝑠, получаем с помощью (2.37) приближенное уравнение Шредингера[︂

ℏ𝜔𝑐
2𝑙2𝐻

(︂
−𝑙4𝐻

𝜕2

𝜕𝜂2𝑥
+ 𝜂2𝑥

)︂
+ 𝑉𝑠

(︂
𝑋,−𝑖𝑙2𝐻

𝜕

𝜕𝑋

)︂]︂
𝜓(𝑋, 𝜂𝑥) = ℰ𝜓(𝑋, 𝜂𝑥). (2.63)

Так как переменные 𝑋 и 𝜂𝑥 разделились, то ищем волновую функцию в виде

𝜓(𝑋, 𝜂𝑥) = 𝐶(𝑋)𝜑𝑛(𝜂𝑥), (2.64)

где 𝜑𝑛(𝜂𝑥) – собственные функции осциллятора. Тогда функция 𝐶(𝑋) удовлетворяет урав-
нению

𝑉𝑠
(︀
𝑋, 𝑖𝑙2𝐻𝜕𝑋

)︀
𝐶(𝑋) = 𝜖𝑛𝐶(𝑋). (2.65)

В квазиклассическом ВКБ приближении решение уравнения (2.65) будем искать в виде:

𝐶(𝑋) = exp
1

𝑖𝑙2𝐻

[︁
𝑆0(𝑋) + 𝑖𝑙2𝐻𝑆1(𝑋) + . . .

]︁
. (2.66)

Подставляя это представление в уравнение (2.65), получим

𝜖𝑛 = 𝑉𝑠(𝑋,𝑆
′
0(𝑋)) + 𝑖𝑙2𝐻𝑆

′
1(𝑋)

𝜕𝑉𝑠(𝑋, 𝑌 )

𝜕𝑌

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑌=𝑆′

0(𝑋)

+

+
𝑖𝑙2𝐻
2
𝑆 ′′
0 (𝑋)

𝜕2𝑉𝑠(𝑋, 𝑌 )

𝜕𝑌 2

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑌=𝑆′

0(𝑋)

+𝑂(𝑙4𝐻). (2.67)

Определим действительную функцию 𝑌 (𝑋) как одно из решений уравнения 𝑉𝑠(𝑋, 𝑌 ) = 𝜖𝑛.
Вообще говоря, таких решений может быть несколько: обозначим их как 𝑌𝑖(𝑋). Например,
если 𝑉𝑠(𝑋, 𝑌 ) = 𝑉0(𝑌

2 +𝑋2)/𝑎2, то 𝑌1,2(𝑋) = ±
√︀
𝑎2𝜖𝑛/𝑉0 −𝑋2 при |𝑋| < 𝑎

√︀
𝜖/𝑉0. Тогда из
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Рис. 2.4: Схематическое изображение области пространства около седловой точки, где по-
тенциал имеет вид 𝑉 (𝑋, 𝑌 ) = 𝑉0 + 𝑈𝑌 𝑌

2 − 𝑈𝑥𝑋
2. Сплошные линии показывают эквипотен-

циальные линии с энергией 𝜖 < 𝑉0. (Из работы [32])

уравнения (2.67) находим

𝐶𝑖(𝑋) = 𝑃𝑖(𝑋)−1/2 exp

(︂
−𝑖𝑙−2

𝐻

∫︁ 𝑋

𝑑𝑥 𝑌𝑖(𝑥)

)︂
, (2.68)

где функция 𝑃𝑖(𝑋) удовлетворяет уравнению

𝑃 ′
𝑖 (𝑋) = 𝑃𝑖(𝑋)𝑌 ′

𝑖 (𝑋)
𝜕

𝜕𝑌
ln
𝜕𝑉𝑠(𝑋, 𝑌 )

𝜕𝑌

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑌=𝑌𝑖(𝑋)

. (2.69)

Заметим, что если потенциал 𝑉𝑠(𝑋, 𝑌 ) = 𝐹 (𝑋) +𝐺(𝑌 ), то 𝑃𝑖(𝑋) = 𝑑𝐺(𝑌𝑖)/𝑑𝑌𝑖.
Рассмотрим окрестность седловой точки, вблизи которой существуют две эквипотенци-

альные линии, соответствующие одной и той же энергии, 𝑉𝑠(𝑋, 𝑌 ) = 𝜖𝑛 < 𝑉0 (рис. 2.4).
Разлагая потенциал 𝑉𝑠(𝑋, 𝑌 ) в ряд по степеням координат и ограничиваясь вторым поряд-
ком, можно представить его в виде

𝑉𝑠(𝑋, 𝑌 ) = 𝑉0 + 𝑈𝑌 𝑌
2 − 𝑈𝑋𝑋

2, 𝑈𝑌 , 𝑈𝑋 > 0. (2.70)

Обозначим решения уравнения 𝑉𝑠(𝑋, 𝑌 ) = 𝜖𝑛 следующим образом (рис. 2.4):

𝑌1,2(𝑋) = ± 1√
𝑈𝑌

√︀
𝑈𝑋𝑋2 + 𝜖𝑛 − 𝑉0, 𝑋 < 0,

𝑌3,4(𝑋) = ∓ 1√
𝑈𝑌

√︀
𝑈𝑋𝑋2 + 𝜖𝑛 − 𝑉0, 𝑋 > 0. (2.71)

Удобно ввести безразмерные переменные 𝜌 = (𝑈𝑋/𝑈𝑌 )
1/4𝑋/𝑙𝐻 и 𝛾 = (𝑉0−𝜖𝑛)/

√︀
𝑙4𝐻𝑈𝑋𝑈𝑌 > 0,

тогда уравнение (2.65) примет вид

−𝜕2𝜌𝐶(𝜌)− 𝜌2𝐶(𝜌) + 𝛾𝐶(𝜌) = 0. (2.72)

Будем считать, что ассимптотика функции 𝐶(𝑋) равна

𝐶(𝑋) =

{︃
𝑎1𝐶1(𝑋) + 𝑎2𝐶2(𝑋), 𝑋 → −∞,

𝑎3𝐶3(𝑋) + 𝑎4𝐶4(𝑋), 𝑋 → ∞.
(2.73)

Функции 𝐶𝑖(𝑋), определенные уравнением (2.68), будем считать нормированными. При дан-
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ном выборе знаков в уравнении (2.71) функции 𝐶2,4(𝑋) описывают частицу, налетающую на
область вблизи центра координат 𝑋 = 𝑌 = 0, а функции 𝐶1,3(𝑋) наоборот соответствуют
частице, выходящей из этой области. Задача состоит в том, чтобы связать коэффициенты
𝑎2,4 с коэффициентами 𝑎1,3. Эту связь удобно описывать трансфер-матрицей:(︂

𝑎1
𝑎2

)︂
= T

(︂
𝑎3
𝑎4

)︂
, T =

(︂
𝑡11 𝑡12
𝑡21 𝑡22

)︂
. (2.74)

Коэффициенты 𝑎𝑗 связаны между собой соотношением |𝑎1|2 + |𝑎3|2 = |𝑎2|2 + |𝑎4|2, которое
выражает собой сохранение полной вероятности: частицы не исчезают в области квантового
туннелирования. Заметим, что если 𝑎2 = 1, а 𝑎4 = 0, то тогда у нас возникает обычная задача
рассеяния для одномерного уравнения (2.72). Поэтому коэффициенты 𝑎3 = 𝑡 и 𝑎1 = 𝑟, где
𝑡 и 𝑟 – это амплитуды прохождения и отражения, соответствующие (2.72). Если выбрать
наоборот 𝑎2 = 0, а 𝑎4 = 1, то как известно из квантовой механики 𝑎1 = 𝑡, a 𝑎3 = −𝑟*𝑡/𝑡*.
Приведенные выше рассуждения позволяют выразить элементы трансфер-матрицы через
величины 𝑡 и 𝑟:

T =

(︂
𝑟/𝑡 1/𝑡*

1/𝑡 𝑟*/𝑡*

)︂
. (2.75)

Применяя уравнения (2.68) для рассматриваемого вида потенциала 𝑉𝑠(𝑋, 𝑌 ), найдем при
|𝜌| → ∞ следующую ассимптотику функции 𝐶(𝜌)

𝐶(𝜌) =

{︃
𝑡𝜌−𝑖𝛾/2−1/2𝑒𝑖𝜌

2/2, 𝜌→ +∞,

|𝜌|𝑖𝛾/2−1/2𝑒−𝑖𝜌
2/2 + 𝑟|𝜌|−𝑖𝛾/2−1/2𝑒𝑖𝜌

2/2, 𝜌→ −∞.
(2.76)

Заметим, что |𝑡| и |𝑟| могут быть найдены из ассимптотических выражений (2.76) с помощью
обхода точки 𝜌 = 0 в комплексной плоскости (см., [1]). Мы воспользуемся точным решением
уравнения (2.72). Как известно, существует два линейно независимых решения 𝐷𝜈(

√
2𝑒𝑖𝜋/4𝜌)

и 𝐷𝜈(−
√
2𝑒𝑖𝜋/4𝜌), где 𝜈 = 𝑖𝛾/2 − 1/2. Запишем волновую функцию в виде их линейной

комбинации
𝐶(𝜌) = 𝑐+𝐷𝜈(

√
2𝑒𝑖𝜋/4𝜌) + 𝑐−𝐷𝜈(−

√
2𝑒𝑖𝜋/4𝜌). (2.77)

Пользуясь следующими выражениями для ассимптотик функций параболического цилиндра
при 𝑧 → +∞:

𝐷𝜈(𝑧) = 𝑧𝜈𝑒−𝑧
2/4, (2.78)

𝐷𝜈(−𝑧) = 𝑒−𝑖𝜋𝜈𝑧𝜈𝑒−𝑧
2/4 +

√
2𝜋

Γ(−𝜈)
𝑧−𝜈−1𝑒𝑧

2/4, (2.79)

найдем, что если выбрать коэффициенты 𝑐±, равными

𝑐+ =
2𝜈/2𝑒−𝑖𝜋𝜈/4

𝑒−𝑖𝜋𝜈 − 𝑒𝑖𝜋𝜈
, 𝑐− = − 2𝜈/2𝑒𝑖3𝜋𝜈/4

𝑒−𝑖𝜋𝜈 − 𝑒𝑖𝜋𝜈
, (2.80)

то волновая функция (2.77) будет иметь нужную нам ассимптотику (2.76). Отсюда находим

𝑟 = −𝑖𝑒−𝑖𝜑(𝛾)[1 + 𝑒𝜋𝛾]−1/2, 𝑡 = 𝑒−𝑖𝜑(𝛾)𝑒𝜋𝛾/2[1 + 𝑒𝜋𝛾]−1/2, (2.81)

𝜑(𝛾) = argΓ(1/2− 𝑖𝛾/2)− 𝛾

2
ln 2.
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При выводе мы воспользовались соотношением для гамма-функции⃒⃒⃒⃒
Γ

(︂
1− 𝑖𝛾

2

)︂⃒⃒⃒⃒2
=

𝜋

ch(𝛾/2)
. (2.82)

Таким образом, для интересующей нас трансфер-матрицы мы находим следующее выраже-
ние

T =

(︂
−𝑖𝑒−𝜋𝛾/2, 𝑒−𝑖𝜑(𝛾)

√
1 + 𝑒−𝜋𝛾

𝑒𝑖𝜑(𝛾)
√
1 + 𝑒−𝜋𝛾 𝑖𝑒−𝜋𝛾/2

)︂
. (2.83)

Сохранение потока вероятности |𝑎1|2+|𝑎3|2 = |𝑎2|2+|𝑎4|2 определяет общий вид трансфер-
матрицы:

T =

(︂
𝑒𝑖𝜑1 0

0 𝑒𝑖𝜑2

)︂(︂
sh 𝜃 ch 𝜃

ch 𝜃 sh 𝜃

)︂(︂
𝑒𝑖𝜑3 0

0 𝑒𝑖𝜑4

)︂
. (2.84)

Для рассматриваемого нами случая

sh 𝜃 = 𝑒−𝜋𝛾/2, 𝜑1 = 𝜑3 = −𝜋
2
, 𝜑2 = −𝜑4 = 𝜑(𝛾). (2.85)

Отметим, что фазы 𝜑𝑖 можно исключить из рассмотрения, переопределив амплитуды 𝑎𝑗 →
𝑎𝑗𝑒

−𝑖𝜑𝑗 . Тогда трансфер-матрица станет действительной. Перепишем результат (2.75), как(︂
𝑎1
𝑎4

)︂
= T′

(︂
𝑎3
𝑎2

)︂
, T′ =

(︂
sh 𝜃′ ch 𝜃′

ch 𝜃′ sh 𝜃′

)︂
, (2.86)

где, как легко показать, параметры 𝜃 и 𝜃′ связаны соотношением

sh 𝜃′ sh 𝜃 = 1. (2.87)

Матрица T′ соответствует картине, повернутой на 𝜋/2. Однако для ситуации общего поло-
жения, когда есть симметрия задачи относительно 𝑋 и 𝑌 , протекание должно быть одно-
временно возможно, как в направлении оси 𝑋, так и в направлении оси 𝑌 . Это означает,
что частица может с равной вероятностью туннелировать, как вдоль оси 𝑋, так и вдоль оси
𝑌 . Значение параметра 𝜃, при котором такое возможно, определяет соотношением 𝜃′𝑐 = 𝜃𝑐,
т.е. sh 𝜃𝑐 = 1. Отсюда 𝜃𝑐 = ln(1 +

√
2) ≈ 0.88 и 𝜖𝑐𝑛 = 𝑉0.

Рассмотрим, как учет квантового туннелирования модифицирует результат классиче-
ской теории перколяции для показателя корреляционной длины [33]. Будем рассматривать
случайный потенциал с нулевым средним ⟨𝑉𝑠(𝑋, 𝑌 )⟩ = 0. Тогда протекание будет возмож-
но при 𝜖𝑐𝑛 = 0. Как упоминалось выше, теория классической перколяции дает следующую
зависимость размера кластера одного цвета от энергии 𝜉cl(𝜖𝑛) ∼ |𝜖𝑛|−𝜈cl , где показатель
𝜈cl = 4/3. Нас будет интересовать поведение усредненной по реализациям случайного по-
тенциала функции Грина 𝒢(𝑋,𝑋 ′; 𝜖𝑛) для уравнения (2.65) при |𝑋 −𝑋 ′| → ∞. Более точно,
нас будет интересовать величина

𝜉−1(𝜖𝑛) ∼ lim
|𝑋−𝑋′|→∞

⟨ln |𝒢(𝑋,𝑋 ′; 𝜖𝑛)|⟩
|𝑋 −𝑋 ′|

. (2.88)

Существование этого предела означает, что функция Грина экспоненциально затухает с
увеличением расстояния |𝑋 −𝑋 ′|.
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Рис. 2.5: Схематическое изображение эквипотенциальных линий для случайного потенциала
𝑉𝑠(𝑋, 𝑌 ). Стрелки указывают направление дрейфа центра орбиты, знаки + и − обознача-
ют максимумы и минимумы потенциала, и жирные линии обозначают эквипотенциальные
линии энергии 𝜖𝑛, 𝑉𝑠(𝑋, 𝑌 ) = 𝜖𝑛. Части эквипотенциальных линий между пунктирными
кривыми являются прототипами ребер, а области внутри пунктирных окружностей, где
возможно квантовое туннелирование, прототипами узлов в модели Чалкера–Коддингтона
(из работы [34]).

Функция Грина 𝒢(𝜌, 𝜌′) для уравнения (2.72) удовлетворяет уравнению[︀
𝜕2𝜌 + 𝜌2 − 𝛾

]︀
𝒢(𝜌, 𝜌′) = 𝛿(𝜌− 𝜌′) (2.89)

и в квазиклассическом приближении имеет вид

𝒢(𝜌, 𝜌′) = − 2𝑖√︀
𝑝(𝜌)𝑝(𝜌′)

exp

[︂
𝑖sign [𝜌− 𝜌′]

∫︁ 𝜌

𝜌′
𝑑𝑢 𝑝(𝑢)

]︂
, (2.90)

где 𝑝(𝜌) =
√︀
𝜌2 − 𝛾. Введем координаты 𝑅 = (𝜌 + 𝜌′)/2 и 𝑥 = 𝜌 − 𝜌′ и будем считать, что

координата центра масс 𝑅 меняется медленно по сравнению с координатой относительного
движения 𝑥. Тогда

𝒢(𝜌, 𝜌′) ≈ − 2𝑖

|𝑝(𝑅)|
exp [𝑖𝑝(𝑅)|𝑥|] . (2.91)

Возвращаясь к размерным переменным, из формулы (2.91) получаем, что

𝜉−1(𝜖𝑛) ∼ ⟨Im𝑌 (𝑋)⟩. (2.92)

Вместо усреднения по разным реализациям случайного потенциала будем проводить усред-
нение по положению седловых точек, в которых 𝑉𝑠(𝑋, 𝑌 ) = 0 и происходит квантовое тун-
нелирование с одной эквипотенциальной линии на другую. Так как в случайном плавном
потенциале типичное расстояние между седловыми точками равно корреляционной длине
𝜉cl теории классической перколяции, то среднее в уравнении (2.92) можно оценить как

𝜉−1(𝜖𝑛) ∼ 𝜉−1
cl (𝜖𝑛) Im

∫︁
𝑑𝑋 𝑌 (𝑋). (2.93)

Учитывая, что 𝑌 (𝑋) =
√︀

(𝑈𝑥𝑋2 + 𝜖𝑛)/𝑈𝑌 , находим

𝜉−1(𝜖𝑛) ∼ 𝜉−1
𝑐𝑙 (𝜖𝑛) |𝜖𝑛|. (2.94)
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Учитывая, что в теории классической перколяции 𝜉cl ∼ |𝜖𝑛|−4/3, окончательно получаем

𝜉(𝜖𝑛) ∼ |𝑉0 − 𝜖𝑛|−𝜈𝑞 , 𝜈𝑞 = 7/3. (2.95)

Как мы видели в предыдущей главе, случайный потенциал может приводить к уширению
уровня Ландау, а значит, к сильной зависимости плотности состояний на уровне Ландау
от энергии. В проведенном выше рассмотрении этот эффект во внимание не принимался,
так как рассматривались состояния с энергией |𝜖𝑛| ≪ [⟨𝑉 2

𝑠 ⟩]1/2, т.е. вблизи центра уровня
Ландау, где плотность состояний можно считать постоянной. Здесь [⟨𝑉 2

𝑠 ⟩]1/2 – это значение
среднеквадратичной флуктуации случайного потенциала. Кроме этого, мы предполагали,
что применимо квазиклассическое рассмотрение. Это означает, что все расстояния должны
быть велики по сравнению с магнитной длиной 𝑙𝐻 . При вычислении корреляционной длины
характерное значение 𝑋, которое возникает, равно

√︀
|𝜖𝑛|/𝑈𝑋 . Оценивая величину 𝑈𝑋 как

[⟨𝑉 2
𝑠 ⟩]1/2/𝑑, где 𝑑 – типичная длина, на которой меняется случайный потенциал, получаем

неравенство |𝜖𝑛|/[⟨𝑉 2
𝑠 ⟩]1/2 ≫ 𝑙2𝐻/𝑑

2, которое ограничивает применимость формулы (2.95).
Рассмотрим сеть эквипотенциальных линий случайного плавного потенциала при какой-

то энергии вблизи порога протекания. Как видно из рис. 2.5, сеть состоит из эквипотенци-
альных линий, окружающих случайно разбросанные холмы и впадины потенциала. Между
такими эквипотенциальными линиями находятся седловые точки, где возможно квантовое
туннелирование. Сделаем существенное упрощение: представим сеть эквипотенциальных ли-
ний в виде регулярной сетки так, как изображено на рис. 2.6. Рассмотрим на этой решетке
следующую модель, которая носит имя Чалкера-Коддингтона [34]. Пусть у сетки имеется
2𝑀 входов слева и, соответственно, 2𝑀 выходов справа. Зададим на входе в сетку набор
из 2𝑀 комплексных чисел 𝑍𝑖, 𝑖 = 1, . . . 2𝑀 , тогда на выходе мы получим, вообще говоря,
другой набор из 2𝑀 комплексных чисел 𝑍 ′

𝑖, который определяется соотношением

𝑍 ′
𝑖 = T𝑖𝑗𝑍𝑗. (2.96)

Трансфер-матрицу T размером 2𝑀×2𝑀 удобно определить как произведение элементарных
трансфер-матриц:

T =
𝑁∏︁
𝛼=1

A𝛼BC𝛼D, (2.97)

где 𝑁 число элементарных блоков сетки (см. рис. 2.6). Матрицы A𝛼, B, C𝛼, и D размера
2𝑀 × 2𝑀 устроены следующим образом:

[A𝛼]𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗𝑒
𝑖𝜑𝑗(𝛼), [C𝛼]𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗𝑒

𝑖𝜑′𝑗(𝛼). (2.98)

1

2

3

4

5

6

1’

2’
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5’

6’

Aα CαB D

Рис. 2.6: Сеточная модель для 2𝑀 = 6, 𝑁 = 4. (из работы [34])
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Здесь 𝜑𝑗(𝛼), 𝜑′
𝑗(𝛼) – независимые случайные величины, однородно распределенные по полу-

интервалу [0, 2𝜋). Матрицы B и D блок-диагональные, причем

B𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
ch 𝜃′ , 𝑖 = 𝑗, 𝑖 = 1, . . . 2𝑀

sh 𝜃′ , 𝑖 = 2𝑘, 𝑗 = 2𝑘 − 1, 𝑘 = 1, . . . ,𝑀

sh 𝜃′ , 𝑖 = 2𝑘 − 1, 𝑗 = 2𝑘, 𝑘 = 1, . . . ,𝑀

0 , иначе,

D𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
ch 𝜃 , 𝑖 = 𝑗, 𝑖 = 2, . . . , 2𝑀 − 1

sh 𝜃 , 𝑖 = 2𝑘, 𝑗 = 2𝑘 + 1, 𝑘 = 1, . . . ,𝑀 − 1

sh 𝜃 , 𝑖 = 2𝑘 + 1, 𝑗 = 2𝑘, 𝑘 = 1, . . . ,𝑀 − 1

0 , иначе,
(2.99)

где параметры 𝜃 и 𝜃′ связаны соотношением sh 𝜃′ = 1/ sh 𝜃. Граничные условия имеют вид
D11 = D2𝑀,2𝑀 = ch 𝜃, D1,2𝑀 = D2𝑀,1 = sh 𝜃 для геометрии цилиндра и D11 = D2𝑀,2𝑀 = 1 для
геометрии полоски.

Согласно теореме Оселедца [35], существует конечный предел 𝒯 = lim
𝑁→∞

(T†T)1/2𝑁 . Опре-
делим для данного значения 𝑀 следующую величину

𝜉−1
𝑀 = min

𝑖
⟨| ln 𝑡𝑖|⟩, (2.100)

где 𝑡𝑖 – собственные значения матрицы T†T, а усреднение ⟨. . . ⟩ производится по случайным
фазам 𝜑𝑗(𝛼) и 𝜑′

𝑗(𝛼). Величина 𝜉𝑀 , которую будем называть корреляционной длиной, опреде-
ляет как хорошо передается информация от входа сетки к выходу. В частности, соотношение
(2.100) означает, что при 𝑁 ≫ 𝜉𝑀 значения |𝑍 ′

𝑗| ⩽ exp(−𝑁/𝜉𝑀)max
𝑖

|𝑍𝑖|. Корреляционная
длина 𝜉∞ в бесконечной системе (при 𝑀 → ∞) находится из скейлингового соотношения
𝜉𝑀/𝑀 = ℱ(𝜉∞/𝑀), где ℱ(𝑥) – неизвестная регулярная функция. Численный расчет [34]
дает следующий результат для корреляционной длины 𝜉∞ ∼ |𝜃 − 𝜃𝑐|−𝜈 , где значение 𝜃𝑐 уди-
вительным образом хорошо согласуется с 𝜃𝑐 = 1. Численное значение критического индекса
корреляционной длины в настоящее время равно 𝜈 = 2.593± 0.005 [36].

Задачu:

2.3.1 Получить ассимптотики функции 𝐶(𝜌) (2.76) из выражения (2.68).

2.3.2 В квазиклассическом приближении найти функцию Грина 𝒢(𝑥1, 𝑥2) для гамильтониана ос-
циллятора

ℋ = − ℏ2

2𝑚

𝑑2

𝑑𝑥2
+
𝑚𝜔2𝑥2

2
. (2.101)

2.3.3 Пусть матрица

T =

(︃
𝛼𝑒−𝑖𝜑/2 𝛽𝑒𝑖𝜑/2

𝛽𝑒−𝑖𝜑/2 𝛼𝑒𝑖𝜑/2

)︃
, (2.102)

где 𝛼, 𝛽 и 𝜑 – действительные числа. Считая, что фаза 𝜑 – случайная гауссова величина с
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⟨𝜑⟩ = 0 и ⟨𝜑2⟩ = 𝜆, найти ⟨lnT†T⟩.

2.3.4 На примере волновых функций нижнего уровня Ландау в цилиндрической калибровке пока-
зать, что операторы (𝑋 + 𝑖𝑌 )/(𝑙𝐻

√
2) и (𝑋 − 𝑖𝑌 )/(𝑙𝐻

√
2) играют для них роль операторов

рождения и уничтожения соответственно. Вычислить чему равно среднее значение квадрата
радиуса 𝑋2 + 𝑌 2 в состоянии с заданным угловым моментом 𝑚.
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2.4 Самосогласованное борновское приближение. Плот-
ность состояний.

В этом разделе мы будем вычислять плотность состояний 𝐷(𝐸) в самосогласованном бор-
новском приближении для гауссового случайного потенциала. Подход самосогласовонного
борновского приближения был впервые развит в работах Ц. Андо (T. Ando) и Ю. Уэмура
(Y. Uemura) в середине семидесятых годов прошлого века [37, 9].

Напомним, что гамильтониан задачи имеет вид

ℋ =
1

2𝑚𝑒

(𝑝− 𝑒𝐴)2 + 𝑉 (𝑟), 𝑉 (𝑟) = 𝑢
𝒩∑︁
𝑗=1

𝛿(𝑟 − 𝑟𝑗), (2.103)

где 𝑟𝑗 – это координаты 𝛿-рассеивателей. Как было показано в разделе 4, каждый 𝛿-
рассеиватель отщепляет от уровня Ландау одно состояние. Будем считать, что 𝒩 ≫ 𝒮/2𝜋𝑙2𝐻 ,
тогда вырождение на уровне Ландау полностью снимается.

Считая 𝒩 ≫ 1, вычислим средние ⟨𝑉 (𝑟)⟩, ⟨𝑉 (𝑟1)𝑉 (𝑟2)⟩, ⟨𝑉 (𝑟1)𝑉 (𝑟2)𝑉 (𝑟3)⟩ и т.д., где
усреднение производится по положению 𝛿-центров. Переходя в импульсное представление и
пользуясь соотношением

𝒩∑︁
𝑗=1

⟨︀
𝑒−𝑖𝑞𝑟𝑗

⟩︀
= (2𝜋ℏ)2𝑛imp𝛿(𝑞), (2.104)

находим

⟨𝑉1⟩ = 𝑛imp𝑢, (2.105)

⟨𝑉1𝑉2⟩ = 𝑛2
imp𝑢

2 + 𝑛imp𝑢
2𝛿12,

⟨𝑉1𝑉2𝑉3⟩ = 𝑛3
imp𝑢

3 + 𝑛2
imp𝑢

3[𝛿12 + 𝛿23 + 𝛿31] + 𝑛imp𝑢
3𝛿12𝛿23,

. . .

где для краткости обозначено 𝑉𝑘 ≡ 𝑉 (𝑟𝑘), 𝛿𝑗𝑘 ≡ 𝛿(𝑟𝑗 − 𝑟𝑘). В дальнейшем будет удобно
отсчитывать энергию от значения ⟨𝑉 (𝑟)⟩ = 𝑛imp𝑢. Также мы пренебрежем всеми вкладами
в ⟨𝑉𝑘1 . . . 𝑉𝑘𝑛⟩, в которых из-за наличия 𝛿-функций должны совпадать больше двух координат
𝑟𝑘𝑗 , например, последним членом в выражении для ⟨𝑉1𝑉2𝑉3⟩. Такое приближение называется
борновским. Тогда выражения (2.105) примут вид

⟨𝑉1⟩ = 0,

⟨𝑉1𝑉2⟩ = 𝛾𝛿12,

⟨𝑉1𝑉2𝑉3⟩ = 0,

⟨𝑉1𝑉2𝑉3𝑉4⟩ = 𝛾2[𝛿12𝛿34 + 𝛿13𝛿24 + 𝛿14𝛿23],

. . . (2.106)

где 𝛾 = 𝑛imp𝑢
2. Случайный потенциал со средними вида (2.106) называется гауссовым 𝛿-

коррелированным случайным потенциалом.

Ниже будем рассмотривать модель более общую модель, в которой случайный потенци-
ал 𝑉 (𝑟) считается нормально-распределенной случайной величиной с нулевым средним и
следующей парной корреляционной функцией ⟨𝑉 (𝑟)𝑉 (𝑟′)⟩ = 𝑊 (|𝑟 − 𝑟′|). Как известно, из
квантовой механики рассеяние на потенциале определяется сечением рассеяния. Определим
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вместо сечения рассеяния следующие величины, имеющие размерность обратного времени,

1

𝜏𝑛
=
𝑚𝑒

2𝜋

2𝜋∫︁
0

𝑑𝜑 𝑊̃ (2𝑘𝐹 sin𝜑/2) cos(𝑛𝜑). (2.107)

Здесь 𝑊̃ (𝑞) – это фурье-образ корреляционной функции 𝑊 (𝑟). Заметим, что 1/𝜏0 пропор-
ционально полному среднему сечению рассеяния на потенциале 𝑉 (𝑟), а разность 1/𝜏tr,1 =

1/𝜏0 − 1/𝜏1 пропорциональна транспортному сечению рассеяния. Отметим, что для модели
𝛿-коррелированного случайного потенциала 𝑊̃ (𝑞) = 𝛾, так что 1/𝜏𝑛 = 𝛾𝑚𝑒𝛿𝑛,0. и 𝜏tr,1/𝜏0 = 1.

Другой характерный случай это плавный случайный потенциал, когда функция 𝑊 (𝑟)

убывает на длине 𝑑 ≫ 1/𝑘𝐹 . Фурье-образ такого потенциала отличен от нуля при 𝑞𝑑 ≲ 1,
что ограничивает углы в интеграле в ур. (2.107) значениями 𝜑 ≲ 1/(𝑘𝐹𝑑) ≪ 1. Тогда легко
получить, что в случае плавного потенциала 𝜏tr,1/𝜏0 ∼ (𝑘𝐹𝑑)

2 ≫ 1.

При наличие магнитного поля необходимо сравнивать 1/𝑘𝐹 и 𝑑 с характерными дли-
нами в магнитном поле, 𝑙𝐻 и 𝑅𝑐. Самосогласованное борновское приближение оказывается
справедливо при выполнении следующих условий [38, 39]

1/𝑘𝐹 , 𝑑≪ 𝑙𝐻 , 𝑑≪ 𝑣𝐹 𝜏0. (2.108)

Будем работать в базисе волновых функций (1.10), тогда точная запаздывающая и опе-
режающая функции Грина для гамильтониана (2.103) имеют вид1

𝒢𝑅,𝐴ℰ (𝑟1, 𝑟2) =
∑︁
𝑛𝑛′;𝑘𝑘′

[𝒢𝑅,𝐴(ℰ)]𝑘𝑘′𝑛𝑛′𝜓𝑛𝑘(𝑟1)𝜓
*
𝑛′𝑘′(𝑟2),

[[𝒢𝑅,𝐴(ℰ)]−1]𝑘𝑘
′

𝑛𝑛′ =

[︂
ℰ − 𝜔𝑐

(︂
𝑛+

1

2

)︂
± 𝑖0

]︂
𝛿𝑛𝑛′𝛿𝑘𝑘′ − 𝑉 𝑘𝑘′

𝑛𝑛′ . (2.109)

Матричный элемент случайного потенциала удобно представить как

𝑉 𝑘1𝑘2
𝑛1𝑛2

=

∫︁
𝑑𝑟 𝜓*

𝑛1𝑘1
(𝑟)𝑉 (𝑟)𝜓𝑛2𝑘2(𝑟) (2.110)

=

∫︁
𝑑2𝑞

(2𝜋)2
𝑉 (𝑞)𝛿𝑘1,𝑘2+𝑞𝑦𝑒

−𝑖𝑞𝑥(𝑘1+𝑘2)𝑙2𝐻/2F𝑛2𝑛1(𝑞),

где 𝑉 (𝑞) обозначает фурье-образ случайного потенциала 𝑉 (𝑟), и

F𝑛1𝑛2(𝑞) = 2𝜋𝑙2𝐻
∑︁
𝑘

𝜓*
𝑛1𝑘

(0)𝜓𝑛2𝑘(𝑞⊥𝑙
2
𝐻)𝑒

−𝑖𝑞𝑥𝑞𝑦𝑙2𝐻/2, (2.111)

где 𝑞⊥ = {𝑞𝑦,−𝑞𝑥}. Величина F𝑛1𝑛2(𝑞) может быть точно вычислена (см. задачи в конце
раздела):

F𝑛1𝑛2(𝑞) =

(︂
𝑛1!

𝑛2!

)︂1/2(︂
𝑞𝑦 − 𝑖𝑞𝑥

𝑙−1
𝐻

√
2

)︂𝑛2−𝑛1

𝑒−𝑞
2𝑙2𝐻/4𝐿𝑛2−𝑛1

𝑛1

(︂
𝑞2𝑙2𝐻
2

)︂
=

(︂
𝑛2!

𝑛1!

)︂1/2(︂−𝑞𝑦 − 𝑖𝑞𝑥

𝑙−1
𝐻

√
2

)︂𝑛1−𝑛2

𝑒−𝑞
2𝑙2𝐻/4𝐿𝑛1−𝑛2

𝑛2

(︂
𝑞2𝑙2𝐻
2

)︂
, (2.112)

1В этом и последующем разделах в промежуточных формулах принята система единиц, в которой ℏ =
𝑐 = 1.
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Рис. 2.7: Диаграмма для функции Грина в самосогласованном борновском приближе-
нии. Тонкая сплошная линия изображает затравочную функцию Грина 𝐺𝑅(ℰ). Жирная
сплошная линия изображает функцию ⟨𝒢𝑅,𝐴(ℰ)⟩. Пунктирная линия с крестом изображает
среднее ⟨𝑉1𝑉2⟩.

где 𝐿𝑚−𝑛
𝑛 (𝑥) обозначает обобщенный полином Лагерра (полином Сонина) [40]. Заметим, что

выполняется соотношение F*
𝑛1𝑛2

(𝑞) = F𝑛2𝑛1(−𝑞).

В дальнейшем нам понадобится выражение для примесной линии

𝐼𝑘1𝑘2;𝑘3𝑘4𝑛1𝑛2;𝑛3𝑛4
= ⟨𝑉 𝑘1𝑘2

𝑛1𝑛2
𝑉 𝑘3𝑘4
𝑛3𝑛4

⟩ =
∫︁

𝑑2𝑞

(2𝜋)2
𝑊̃ (𝑞)𝑒−𝑖𝑞𝑥(𝑘1−𝑘4)𝑙

2
𝐻

× 𝛿𝑘1,𝑘2+𝑞𝑦𝛿𝑘4,𝑘3+𝑞𝑦F𝑛2𝑛1(𝑞)F𝑛4𝑛3(−𝑞). (2.113)

Также определим затравочную функцию Грина

𝐺𝑅,𝐴
𝑛 (ℰ) = 1

ℰ − 𝜔𝑐(𝑛+ 1/2)± 𝑖0
. (2.114)

Вычислим функцию Грина ⟨𝒢(ℰ)𝑅,𝐴⟩, усредненную по случайному потенциалу с помо-
щью соотношений (2.106). В общем случае это сложная задача, поэтому рассмотрим так
называемое самосогласованное борновское приближение. Это приближение, в котором пре-
небрегается всеми вкладами в ⟨𝒢(ℰ)𝑅,𝐴⟩, которые содержат пересекающиеся примесные ли-
нии.

В этом приближении усредненная функция Грина удовлетворяет уравнению Дайсона
(рис. 2.7)

[⟨𝒢𝑅(ℰ)⟩]−1
𝑛𝑘;𝑛′𝑘′ = [𝐺𝑅

𝑛 (ℰ)]−1𝛿𝑛𝑛′𝛿𝑘𝑘′ − Σ𝑅
𝑛𝑘;𝑛′𝑘′(ℰ), (2.115)

где собственно-энергетическая часть имеет вид

Σ𝑅
𝑛1𝑘1;𝑛2𝑘2

(ℰ) =
∑︁
𝑛𝑛′;𝑘𝑘′

𝐼𝑘
′𝑘2;𝑘1𝑘

𝑛′𝑛2;𝑛1𝑛
⟨𝒢𝑅𝑛𝑘;𝑛′𝑘′(ℰ)⟩. (2.116)

Будем считать, что выполняется условие 𝜔𝑐 ≫ |Σ𝑅
𝑛1𝑘1;𝑛2𝑘2

(ℰ)|, и поэтому будем искать
собственно-энергетическую часть в виде Σ𝑅

𝑛𝑘;𝑛′𝑘′(ℰ) = Σ𝑅
𝑛 (ℰ)𝛿𝑛𝑛′𝛿𝑘𝑘′ . Тогда получим

⟨𝒢𝑅𝑛 (ℰ)⟩ = [ℰ − 𝜔𝑐(𝑛+ 1/2)− Σ𝑅
𝑛 (ℰ)]−1,

Σ𝑅
𝑛 (ℰ) =

∫︁
𝑑2𝑄

(2𝜋)2
𝑊̃ (𝑄)

∑︁
𝑛′

𝑛′!

𝑛!
⟨𝒢𝑅𝑛′(ℰ)⟩𝑒−𝑧𝑄𝑧𝑛−𝑛

′

𝑄 𝐿𝑛−𝑛
′

𝑛′ (𝑧𝑄)𝐿
𝑛−𝑛′

𝑛′ (𝑧𝑄) , (2.117)

где 𝑧𝑄 = 𝑄2𝑙2𝐵/2.

Рассмотрим случай плавного потенциала 𝑘𝐹𝑑 ≫ 1. Воспользуемся предположением
1/𝑘𝐹 ≪ 𝑙𝐻 , см. ур. (2.108), которое означает, что заполнено большое количество уровней
Ландау: ℰ ≫ 𝜔𝑐. Здесь мы отождествляем ℰ и химический потенциал 𝜇, т.к. считаем, что
нас интересуют энергии вблизи химического потенциала, а температура предполагается низ-
кой, 𝑇 ≪ 𝜇. Тогда можно использовать асимптотическое выражение для полиномов Лагерра
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(𝑛≫ 𝑎):

𝐿𝑎𝑛(𝑥) =

√︂
(𝑛+ 𝑎)!

𝑛!
𝑒𝑥/2𝑥−𝑎/2𝐽𝑎

(︀√︀
2𝑥(2𝑛+ 𝑎+ 1)

)︀
, (2.118)

где 𝐽𝑎(𝑥) обозначает функцию Бесселя. Подчеркнем, что мы считаем, что в сумму по 𝑛′ дают
вклад номера близкие к 𝑛. С помощью такого асимптотического выражения, уравнение на
собственноэнергетическую часть принимает вид

Σ𝑅
𝑛 (ℰ) =

∑︁
𝑛′

⟨𝒢𝑅𝑛′(ℰ)⟩
∫︁

𝑑2𝑄

(2𝜋)2
𝑊̃ (𝑄)𝐽2

𝑛−𝑛′

(︀
𝑄𝑙𝐻

√
𝑛+ 𝑛′ + 1

)︀
. (2.119)

За счет того, что функция 𝑊̃ (𝑄) спадает на характерном импульсе 𝑄 ∼ 1/𝑑, будем считать,
что интеграл в ур. (2.119) определяется этим же значением 𝑄. Тогда воспользуемся теперь
предположением 𝑑 ≪ 𝑙𝐻 , см. ур. (2.108), которое означает, что выполняется следующая
цепочка неравенств 𝑄 ∼ 1/𝑑 ≫ 1/𝑙𝐻 . Это означает, что аргумент функции Бесселя в ур.
(2.119) большой, и можно воспользоваться асиптотикой при 𝑥≫ 1

𝐽𝑛(𝑥) ≃
√︂

2

𝜋𝑥
cos

(︂
𝑥− (2𝑛+ 1)𝜋

4

)︂
. (2.120)

Тогда, как обычно, заменяя квадрат косинуса от большого аргумента на 1/2, находим

Σ𝑅
𝑛 (ℰ) ≃

∞∫︁
0

𝑑𝑄

2𝜋2𝑙𝐻
√
2𝑛+ 1

𝑊 (𝑄)
∑︁
𝑛′

⟨𝒢𝑛′(ℰ)⟩. (2.121)

Используя опять предположение о том, что ℰ близко к 𝜔𝑐(𝑛 + 1/2), и условие 𝑘𝐹𝑑 ≫ 1 (т.е.
малость угла 𝜑 в ур. (2.107)), сводим уравнение самосогласования к следующей простой
форме:

Σ𝑅
𝑛 (ℰ) =

𝜔𝑐
2𝜋𝜏0

∑︁
𝑛′

⟨𝒢𝑅𝑛′(ℰ)⟩ ≡ Σ𝑅
ℰ . (2.122)

Подчекнем, что в самосогласованном борновском приближении собственно энергетическая
часть не зависит от номера уровня Ландау. Отметим, что ровно такое же уравнение по-
лучается из ур. (2.117) для случая 𝛿-коррелированного случайного потенциала (см. задачу
2.4.3).

Вспоминая, что плотность состояний выражается через мнимую часть функции Грина,
находим следующее выражение для средней плотности состояний

𝐷(ℰ) = − 1

2𝜋2𝑙2𝐻
Im
∑︁
𝑛

⟨𝒢𝑅𝑛 (ℰ)⟩ = −𝑚𝑒𝜏0
𝜋

ImΣ𝑅
ℰ . (2.123)

Подчеркнем, что в самосогласованном борновском приближении мнимая часть собственно
энергетической части усредненной по беспорядку функции Грина определяется плотностью
состояний. Чтобы подчеркнуть этот факт удобно ввести времена рассеяния в магнитном
поле, по следующей формуле

1

𝜏𝑛(ℰ)
=

1

𝜏𝑛

2𝜋𝐷(ℰ)
𝑚𝑒

. (2.124)

Тогда получим, что

ImΣ𝑅
ℰ = − 1

2𝜏0(ℰ)
. (2.125)

Найдем теперь плотность состояний в двух предельных случаях слабого, 𝜔𝑐𝜏0 ≪ 1, и

54



сильного, 𝜔𝑐𝜏0 ≫ 1, магнитного поля. В случае слабого магнитного поля для суммирования
по уровням Ландау удобно использовать формулу Пуассона, используя которую получаем

Σ𝑅
ℰ =

𝜔𝑐
2𝜋𝜏0

∞∑︁
𝑘=−∞

∞∫︁
0

𝑑𝑥 𝑒𝑖2𝜋𝑘𝑥

ℰ − 𝜔𝑐(𝑥+ 1/2)− Σ𝑅
ℰ
. (2.126)

Выполняя интегрирование по 𝑥 и используя условие 𝜔𝑐𝜏0 ≪ 1, находим

Σ𝑅
ℰ = − 𝑖

2𝜏0

[︁
1 + 2

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘𝛿𝑘𝑒𝑖2𝜋𝑘ℰ/𝜔𝑐

]︁
, 𝛿 = 𝑒−𝜋/(𝜔𝑐𝜏0) ≪ 1. (2.127)

Для плотности состояний получаем следующий ответ:

𝐷(ℰ) = 𝑚𝑒

2𝜋

[︁
1 + 2

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘𝛿𝑘 cos
2𝜋𝑘ℰ
𝜔𝑐

]︁
. (2.128)

Таким образом, в слабом магнитном поле плотность состояний демонстрирует осцилляции
с магнитным полем (осцилляции Де Гааза – ван Альфена) вокруг значения в нулевом маг-
нитном полем. Амплитуда осцилляций контролируется фактором Дингла 𝛿.

В случае сильного магнитного поля, 𝜔𝑐𝜏0 ≫ 1, можно считать, что главный вклад в
сумму по 𝑛′ в ур. (2.122) даёт член с 𝑛′ = 𝑛. Тогда получаем квадратное уравнение для Σ𝑅

ℰ ,
решение которого даёт

Σ𝑅
ℰ =

𝜀𝑛
2

− 𝑖

2

√︀
Γ2 − 𝜀2𝑛, Γ =

√︂
2𝜔𝑐
𝜋𝜏0

≪ 𝜔𝑐,

⟨𝒢𝑅𝑛 (ℰ)⟩ =
2

𝜀𝑛 + 𝑖Γ(𝜀𝑛)
, Γ(𝜀𝑛) =

√︀
Γ2 − 𝜀2𝑛, (2.129)

где 𝜀𝑛 = ℰ−𝜔𝑐(𝑛+1/2). Знак перед корнем выбран из условия того, что мы ищем собственно-
энергетическую часть для запаздывающей функции Грина. Для средней плотности состоя-
ний получаем

𝐷(ℰ) =
∑︁
𝑛

Γ(𝜀𝑛)

𝜋2𝑙2𝐻Γ
2
. (2.130)

Таким образом, в самосогласованном борновском приближении усредненная плотность со-
стояний в сильном магнитно поле представляет собой сумму хорошо разделенных (Γ ≪ 𝜔𝑐)
уширенных уровней Ландау. Причем профиль плотности состояний для данного уровня
Ландау представляет собой полукруг. Тот факт, что плотность состояний при |𝜀𝑛| ⩾ Γ обра-
щается в нуль, является следствием самосогласованного борновского приближения. Однако
это приближение правильно учитывает полное число состояний на уровне Ландау:

Γ∫︁
−Γ

𝑑𝜀
Γ(𝜀)

𝜋2𝑙2𝐻Γ
2
=

1

2𝜋𝑙2𝐻
. (2.131)

Как будет обсуждаться ниже, более точное решение задачи показывает существование со-
стояний и при энергиях |𝜀𝑛| ⩾ Γ (рис. (2.8)).

Выражение (2.130) для плотности состояний в самосогласованном борновском прибли-
жении позволяет найти фактор заполнения при нуле температур как функцию химического
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Рис. 2.8: Плотность состояний на𝑁 -м уровне Ландау. Сплошная линия соответствует резуль-
тату самосогласованного борновского приближения. Пунктирная линия изображает хвосты
плотности состояний, которые возникают при выходе за самосогласованное борновское при-
ближение.

потенциала:

𝜈(𝜇) = 2𝜋𝑙2𝐻

∫︁ 𝜇

−∞
𝑑ℰ 𝐷(ℰ). (2.132)

Будем считать, что химический потенциал проходит через 𝑁 -й уровень Ландау, т.е. |𝜇 −
𝜔𝑐(𝑁 + 1/2)| ⩽ Γ. Тогда получим

𝜈(𝜇) = 𝑁 +
1

2
+

1

𝜋
𝑓

(︂
𝜇− 𝜔𝑐(𝑁 + 1/2)

Γ

)︂
, (2.133)

𝑓(𝑥) = arcsin 𝑥+ 𝑥
√
1− 𝑥2.

Рассмотрим теперь вопрос применимости самосогласованного борновского приближения
для случая 𝛿-коррелированного случайного потенциала, 𝑑 = 0. Напомним, что для полно-
го снятия вырождения уровня Ландау число примесей 𝒩 должно быть больше, чем чис-
ло состояний на уровне Ландау, 𝒩 > 𝒮/2𝜋𝑙2𝐻 . Это условие означает, что ширина уров-
ня Ландау в самосогласованном борновском приближении должна удовлетворять условию
Γ > 𝑢/(𝜋3/2𝑙2𝐻). Проанализируем ряды теории возмущений для собственно-энергетической
части. Простейшая диаграмма, неучтенная в самосогласованном борновском приближении
представлена на рис. 2.9a. Ее вклад в Σ𝑅

ℰ можно оценить по порядку величины как

𝜂𝑁
𝑛2
imp𝑢

4

Γ3𝑙4𝐻
∼ 𝜂𝑁

𝑛
1/2
imp𝑢

𝑙𝐻
, (2.134)

где 𝜂𝑁 – постоянный множитель, связанный с интегрированием по координатам. Как видно,
при фиксированном значении параметра 𝑛

1/2
imp𝑙𝐻 ∼ 1 эта диаграмма мала по сравнению с

диаграммой самосогласованного борновского приближения, если 𝜂𝑁 ≪ 1. Как оказывается
это происходит при 𝑁 = ℰ/𝜔𝑐 ≫ 1.

Другое приближение, которое было сделано, это пренебрежение многократным рассея-
нием на одной и той же примеси (переход от уравнений (2.105) к (2.106)). Рассмотрим теперь
диаграмму, представленную на рис. 2.9b и учитывающую рассеяние за рамками борновского
приближения. Она может быть оценена как

𝜂𝑁
𝑛2
imp𝑢

5

Γ4𝑙6𝐻
∼ 𝜂𝑁

𝑛
1/2
imp𝑢

𝑙𝐻

1

𝑛
1/2
imp𝑙𝐻

. (2.135)
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a) b) c) s

Рис. 2.9: Диаграммы теории возмущений за рамками самосогласованного борновского при-
ближения: a) диаграмма с пересечением, b), c) - многократное рассеяние.

Эта диаграмма мала по сравнению с диаграммой, представленной на рис. 2.9а, если

𝜂𝑁
𝜂𝑁

1

𝑛
1/2
imp𝑙𝐻

≪ 1. (2.136)

Можно было бы думать, что если 𝜂𝑁/𝜂𝑁 ≪ 1 при 𝑁 ≫ 1, то все не борновские диаграммы
будут малы при фиксированном значении параметра 𝑛1/2

imp𝑙𝐻 ∼ 1. Однако это не так. Если
рассмотреть диаграмму, представленную на рис. 2.9c, которая оценивается как

𝜂′𝑁
𝑛2
imp𝑢

𝑠+2

Γ𝑠+1𝑙2𝑠𝐻
∼ 𝜂′𝑁

𝑛
1/2
imp𝑢

𝑙𝐻

(︃
1

𝑛
1/2
imp𝑙𝐻

)︃𝑠−2

, (2.137)

то получается, что эта диаграмма мала по сравнению с диаграммой, показанной на рис. 2.9а,
если

𝑛imp

𝑛𝐿
≫
[︂
𝜂′𝑁
𝜂𝑁

]︂2/(𝑠−2)

, 𝑛𝐿 =
1

2𝜋𝑙2𝐻
. (2.138)

Устремляя теперь 𝑠 → ∞, найдем условие малости диаграмм с многократным рассеянием
на одной примеси, типа представленных на рис. 2.9c:

𝑛imp

𝑛𝐿
≫ 1. (2.139)

Это приводит к условию Γ ≫ 2𝑛𝐿𝑢/
√
𝜋.

Подводя итог, можно сказать, что многократное рассеяние на примесях можно не рас-
сматривать, если 2𝜋𝑛imp𝑙

2
𝐻 ≫ 1, а диаграммы с пересечениями примесных линий малы в

силу условия 𝑁 ≫ 1.

Задачu:

2.4.1 Определим обобщение траспортного времени следующим образом, 1/𝜏tr,n = 1/𝜏0 − 1/𝜏𝑛. Для
случая плавного потенциала 𝑘𝐹𝑑≫ 1 найти зависимость отношения 𝜏0/𝜏tr,n от 𝑛.
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2.4.2 Пользуясь определением обобщенного полинома Лагерра (полинома Сонина) в виде ряда

𝐿𝑎𝑛(𝑧) =

𝑛∑︁
𝑚=0

(−1)𝑚𝐶𝑛−𝑚𝑛+𝑎

𝑧𝑚

𝑚!
,

где 𝐶𝑘𝑛 = 𝑛!/[𝑘!(𝑛− 𝑘)!] – биномиальный коэффициент, доказать равенство

(−1)𝑛𝑛!𝑧−𝑛𝐿𝑚−𝑛
𝑛 (𝑧) = (−1)𝑚𝑚!𝑧−𝑚𝐿𝑛−𝑚𝑚 (𝑧).

2.4.3 Вывести соотношение (2.112).

2.4.4 Показать, что в случае 𝛿-коррелированного потенциала ур. (2.117) сводится к ур. (2.122).

2.4.5 Пользуясь соотношением Крамерса–Кронинга, вычислить запаздывающую функцию Грина
в ур. (2.129) при 𝜀𝑛 > Γ.

2.4.6 Вычислить диаграмму, представленную на рис. 2.9a. Показать, что 𝜂𝑁 ≪ 1 при 𝑁 ≫ 1.

2.4.7 Вычислить диаграмму, представленную на рис. 2.9a для случая плавного потенциала. Пока-
зать, что условие ее малости требует условия 𝑑≪ 𝑙𝐻 .
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2.5 Самосогласованное борновское приближение. Прово-
димость.

Вычислим теперь статический тензор проводимости 𝜎𝑎𝑏 в самосогласованном борновском
приближении. Проводимость определяется с помощью поляризационного оператора Π𝑅

𝑎𝑏(𝜔)

как
𝜎𝑎𝑏 = lim

𝜔→0

1

𝜔
Im
(︀
Π𝑅
𝑎𝑏(0)− Π𝑅

𝑎𝑏(𝜔)
)︀
. (2.140)

Вычисление поляризационного оператора Π𝑅
𝑎𝑏(𝜔) удобно проводить в технике температурных

функций Грина. Мацубаровский поляризационный оператор, усредненный по случайному
потенциалу 𝑉 (𝑟), равен

Π𝑎𝑏(𝑖𝜔𝑛) = −𝑒2
⟨
𝑇
∑︁
𝜀𝑘

Tr 𝑣𝑎𝒢(𝑖𝜀𝑘)𝑣𝑏𝒢(𝑖𝜀𝑘 + 𝑖𝜔𝑛)

⟩
, (2.141)

где 𝑣 = (𝑝− 𝑒𝐴)/𝑚𝑒 – это оператор скорости. Для того чтобы найти Π𝑅
𝑎𝑏(𝜔), сделаем анали-

тическое продолжение мацубаровского поляризационного оператора. До вычисления сразу
заметим, что сохранение числа частиц приводит к соотношению Π𝑅

𝑎𝑏(0) = −𝛿𝑎𝑏𝑒2𝑛𝑒/𝑚𝑒. Вос-
пользуемся точными соотношениями

𝒢(𝑖𝜀𝑛; 𝑟1, 𝑟2) =
∫︁
𝑑ℰ
𝜋

Im𝒢𝑅(ℰ ; 𝑟1, 𝑟2)
ℰ − 𝑖𝜀𝑛

, (2.142)

𝑇
∑︁
𝜀𝑘

1

ℰ − 𝑖𝜀𝑘 − 𝑖𝜔𝑛

1

ℰ ′ − 𝑖𝜀𝑘
=
𝑛𝐹 (ℰ ′)− 𝑛𝐹 (ℰ)
ℰ ′ − ℰ + 𝑖𝜔𝑛

, (2.143)

где 𝑛𝐹 (ℰ) – распределение Ферми. Далее получим

Π𝑅
𝑎𝑏(𝜔) =

𝑒2

4𝜋2

∫︁
𝑑ℰ𝑑ℰ ′ 𝑛𝐹 (ℰ)− 𝑛𝐹 (ℰ ′)

ℰ ′ − ℰ + 𝜔 + 𝑖0

⟨︀
Tr 𝑣𝑎[𝒢𝑅(ℰ ′)− 𝒢𝐴(ℰ ′)]𝑣𝑏[𝒢𝑅(ℰ)− 𝒢𝐴(ℰ)]

⟩︀
. (2.144)

Найдем матричные элементы оператора скорости, которые нам понадобятся в дальней-
шем:

⟨𝑛𝑘|𝑣𝑎|𝑛′𝑘′⟩ =
∫︁
𝑑2𝑟𝜓*

𝑛′𝑘′(𝑟)𝑣𝑎𝜓𝑛𝑘(𝑟) =
1

𝑚𝑙𝐻
√
2
𝛿𝑘,𝑘′ [𝛽𝑎

√
𝑛 𝛿𝑛′,𝑛−1 + 𝛾𝑎

√
𝑛′ 𝛿𝑛′,𝑛+1], (2.145)

где
𝛽𝑥 = −𝑖, 𝛽𝑦 = −1, 𝛾𝑥 = 𝑖, 𝛾𝑦 = −1. (2.146)

Для дальнейших вычислений нам будет удобно пользоваться выражениями для операторов
скорости в квазиклассическом приближении,

𝑣𝑥 =
𝑖𝑣ℰ
2

(︁
𝑉1 − 𝑉−1

)︁
, 𝑣𝑦 = −𝑣ℰ

2

(︁
𝑉1 + 𝑉−1

)︁
, (2.147)

где 𝑣ℰ =
√︀
2ℰ/𝑚𝑒, а оператор 𝑉𝑚 связывает состояния через 𝑚 уровней Ландау,

⟨𝑛𝑘|𝑉𝑚|𝑛′𝑘′⟩ = 𝛿𝑘𝑘′𝛿𝑛′,𝑛+𝑚. (2.148)

Начнем с вычисления продольной проводимости 𝜎𝑥𝑥(ℰ). В этом случае легко показать,
что величина, стоящая под знаком среднего в выражении (2.144) действительная, а зна-
чит при взятии мнимой части от Π𝑅

𝑥𝑥(𝜔) возникнет 𝛿-функция. Тогда для диссипативной
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проводимости находим

𝜎𝑥𝑥 =

∫︁
𝑑ℰ
(︂
−𝜕𝑛𝐹 (ℰ)

𝜕ℰ

)︂
𝜎𝑥𝑥(ℰ), (2.149)

𝜎𝑥𝑥(ℰ) = − 𝑒2

4𝜋𝒮
⟨︀
Tr 𝑣𝑥[𝒢𝑅(ℰ)− 𝒢𝐴(ℰ)]𝑣𝑥[𝒢𝑅(ℰ)− 𝒢𝐴(ℰ)]

⟩︀
. (2.150)

Заметим, что величина 𝜎𝑎𝑏(ℰ = 𝜇) представляет собой тензор проводимости при нуле темпе-
ратур 𝑇 = 0. Также отметим, что появление производной от функции распределения Ферми
означает, что вклад в диссипативную проводимость дают электроны вблизи уровня Ферми.
С помощью квазиклассических выражений (2.147) для оператора скорости, формулу (2.150)
для проводимости можно переписать в виде:

𝜎𝑥𝑥(ℰ) = −𝑒
2𝑣2ℰ
8𝜋𝒮

⟨
Tr𝑉1[𝒢𝑅(ℰ)− 𝒢𝐴(ℰ)]𝑉−1[𝒢𝑅(ℰ)− 𝒢𝐴(ℰ)]

⟩
. (2.151)

Основная трудность при вычислении 𝜎𝑥𝑥 – это то, что согласно уравнению (2.151) необ-
ходимо произвести усреднение произведения двух точных функций Грина по случайному
потенциалу. Простейшая диаграмма состоит из “пузыря” с двумя усредненных по беспо-
рядку функций Грина. Однако, в случае плавного потенциала необходимо учесть и более
сложные диаграммы, в которых обе функции Грина соединены непересекающимися при-
местными линиями (так называемая лестница). Соответствующие диаграммы изображены
на рис. 2.10. Вклад от диаграммы записывается следующим образом:

𝜎𝑥𝑥(ℰ) = −𝑒
2𝑣2ℰ
8𝜋

1

2𝜋𝑙2𝐻

∑︁
𝑠,𝑠′=±1

𝑠𝑠′
∞∑︁
𝑛=0

Γ
(𝑠𝑠′)
1 ⟨𝐺(𝑠)

𝑛+1(ℰ)⟩⟨𝐺(𝑠′)
𝑛 (ℰ)⟩. (2.152)

Здесь Γ
(𝑠𝑠′)
1 матричный элемент перенормированного оператора 𝑉1 в лестничном приближе-

нии
⟨𝑛𝑘|𝑉𝑚|𝑛′𝑘′⟩ → ⟨𝑛𝑘|Γ̂(𝑠𝑠′)

𝑚 |𝑛′𝑘′⟩ = 𝛿𝑘𝑘′𝛿𝑛′,𝑛+𝑚Γ
(𝑠𝑠′)
𝑚 , (2.153)

удовлетворяющий следующему уравнению (см. рис. 2.10(b):

Γ(𝑠𝑠′)
𝑚 = 1 + Γ(𝑠𝑠′)

𝑚

∑︁
𝑛1

[︂
(𝑛+𝑚)!𝑛!

(𝑛1 +𝑚)!𝑛1!

]︂1/2
⟨𝒢(𝑠)

𝑛1+𝑚(𝜀+ 𝜔)⟩⟨𝒢(𝑠′)
𝑛1

(𝜀)⟩

×
∫︁

𝑑2𝑄

(2𝜋)2
𝑊 (𝑄)𝑒−𝑧𝑄𝑧𝑛1−𝑛

𝑄 𝐿𝑛1−𝑛
𝑛 (𝑧𝑄)𝐿

𝑛1−𝑛
𝑛+𝑚 (𝑧𝑄) . (2.154)

Используя асимптотическое выражение для полиномов Лагерра (2.118), находим

Γ(𝑠𝑠′)
𝑚 = 1 + Γ(𝑠𝑠′)

𝑚

∑︁
𝑛1

⟨𝒢𝑠𝑛1+𝑚
(𝜀+ 𝜔)⟩⟨𝒢𝑠′𝑛1

(𝜀)⟩
∫︁

𝑑2𝑄

(2𝜋)2
𝑊 (𝑄)𝐽𝑛1−𝑛(𝑄𝑙𝐻

√
𝑛+ 𝑛1 + 1)

×𝐽𝑛1−𝑛(𝑄𝑙𝐻
√
𝑛+ 𝑛1 + 1 + 2𝑚). (2.155)

Рассмотрим интеграл по 𝑄, который формально зависит не только от 𝑚, но и от 𝑛 и 𝑛1.
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Считая, что главный вклад приходит от 𝑛1 ∼ 𝑛 ≃ ℰ/𝜔𝑐, находим

2𝜋

𝜔𝑐

∫︁
𝑑2𝑄

(2𝜋)2
𝑊 (𝑄)𝐽𝑛1−𝑛(𝑄𝑙𝐵

√
𝑛+ 𝑛1 + 1)𝐽𝑛1−𝑛(𝑄𝑙𝐻

√
𝑛+ 𝑛1 + 1 + 2𝑚)

≃ 1

𝜋𝜔𝑐𝑅𝑐

∞∫︁
0

𝑑𝑄𝑊 (𝑄) cos
[︁
𝑄
√︁
𝑅2
𝑐 + 2𝑚𝑙2𝐻 −𝑄𝑅𝑐

]︁

≃ 1

𝜏0
− 𝑚2

2𝜋𝑣𝜀

∞∫︁
0

𝑑𝑄
𝑄2

𝑚2
𝑒𝑣

2
ℰ
𝑊 (𝑄) ≡ 1

𝜏𝑚
. (2.156)

Здесь мы использовали асимптотику (2.120) для функции Бесселя. В итоге, мы получаем
следующее выражение для перенормированной вершины в лестничном приближении

Γ(𝑠𝑠′)
𝑚 =

1

1− Π
(𝑠𝑠′)
𝑚 (𝜔)/𝜏𝑚

,

Π(𝑠𝑠′)
𝑚 (𝜔) =

𝜔𝑐
2𝜋

∑︁
𝑛1

⟨𝒢(𝑠)
𝑛1+𝑚(ℰ + 𝜔)⟩⟨𝒢(𝑠′)

𝑛1
(ℰ)⟩ ≡

𝜏0(Σ
(𝑠)
ℰ+𝜔 − Σ

(𝑠′)
ℰ )

𝑚𝜔𝑐 + Σ
(𝑠)
ℰ+𝜔 − Σ

(𝑠′)
ℰ

. (2.157)

Подставляя полученное выше выражение (2.157) в формулу (2.152), находим для прово-
димости

𝜎𝑥𝑥(ℰ) =
𝑒2ℰ
2𝜋

Re
Π𝑅𝐴

1 (0)

1− Π𝑅𝐴
1 (0)/𝜏1

=
𝑒2

𝑚𝑒

𝐷(ℰ)ℰ𝜏tr,1(ℰ)
1 + 𝜔2

𝑐𝜏
2
tr,1(ℰ)

, (2.158)

где 1/𝜏tr,1(ℰ) = 𝐷(ℰ)/𝜏tr,1. Таким образом, в самосогласованном борновском приближении
получилось, что диссипативная проводимость дается формально выражением, похожим на
классическое, но с перенормированным транспортным временем рассеяния и плотностью
состояний. При этом, перенормировка времени рассеяния также определяется плотностью
состояний. Посмотрим, что дает общее выражение (2.158) в пределе слабых, 𝜔𝑐𝜏0 ≪ 1, и
сильных, 𝜔𝑐𝜏1 ≫ 1, магнитных полей.

В случае слабого магнитного поля, используя ур. (2.128), находим (см. задачу 2.5.1)

𝜎𝑥𝑥 =
𝑒2

2𝜋

𝑚𝑒𝜇𝜏tr,1
1 + 𝜔2

𝑐𝜏
2
tr,1

(︁
1−

4𝜔2
𝑐𝜏

2
tr,1

1 + 𝜔2
𝑐𝜏

2
tr,1

2𝜋2𝑇/𝜔𝑐
sinh[2𝜋2𝑇/𝜔𝑐]

𝑒−𝜋/(𝜔𝑐𝜏0) cos
2𝜋𝜇

𝜔𝑐

)︁
. (2.159)

Это выражение описывает осцилляции проводимости с магнитным полем, которые называ-
ются осцилляциями Шубникова – де Гааза. Отметим, что эти осцилляции обязаны своим
происхождением осцилляциям в плотности состояний.

(a) (b)

= +
 n+m               n+m                 n+m

n                      n                      n

Рис. 2.10: (а) Диаграмма для проводимости 𝜎𝑥𝑥 в самосогласованном борновском приближе-
нии. (b) Перенормированная вершина в лестничном приближении.
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В пределе сильного магнитного поля, получаем

𝜎𝑥𝑥(ℰ) =
𝑒2

𝜋2ℏ

(︂
𝑛+

1

2

)︂
Γ2(𝜀𝑛)

Γ2

𝜏0
𝜏tr,1

. (2.160)

Для случая 𝛿-коррелированного случайного потенциала, когда 𝜏tr,1 = 𝜏0, ур. (2.160) мо-
жет быть физически интерпретировано следующим образом. Коэффициент диффузии для
электрона с энергией 𝜖 можно оценить как 𝒟(ℰ) ∼ 𝑛𝑙2𝐻Γ(𝜀𝑛). Выражая проводимость че-
рез коэффициент диффузии и плотность состояний с помощью соотношения Эйнштейна,
получим следующую оценку 𝜎𝑥𝑥 = 𝑒2𝐷(ℰ)𝒟(ℰ) ∼ 𝑒2𝑛Γ2(𝜀𝑛)/Γ

2.

Рассмотрим теперь вычисление холловской проводимости 𝜎𝑥𝑦(ℰ) в самосогласованном
борновском приближении. Для этого удобно провести следующее разделение, впервые пред-
ложенное Смрчка и Стредой [41],

𝜎𝑥𝑦 = 𝜎(𝐼)
𝑥𝑦 + 𝜎(𝐼𝐼)

𝑥𝑦 , (2.161)

где

𝜎(𝐼)
𝑥𝑦 = lim

𝜔→0
Im

𝑒2

4𝜋2

∫︁
𝑑Ω

Ω− 𝜔 − 𝑖0

∫︁
𝑑ℰ
𝒮

𝑛𝐹 (ℰ)− 𝑛𝐹 (ℰ + Ω)

𝜔

⟨
Tr
[︁
𝑣𝑥𝒢𝑅(ℰ + Ω)𝑣𝑦𝒢𝐴(ℰ)

−𝑣𝑥𝒢𝐴(ℰ + Ω)𝑣𝑦𝒢𝑅(ℰ)
]︁⟩

(2.162)

и

𝜎(𝐼𝐼)
𝑥𝑦 = lim

𝜔→0
Re

𝑒2

2𝜋2

∫︁
𝑑Ω

Ω− 𝜔 − 𝑖0

∫︁
𝑑ℰ
𝒮

𝑛𝐹 (ℰ)− 𝑛𝐹 (ℰ + Ω)

𝜔

⟨
Tr
[︁
𝑣𝑥𝒢𝐴(ℰ + Ω)𝑣𝑦 Im𝒢𝑅(ℰ)

−𝑣𝑥 Im𝒢𝑅(ℰ + Ω)𝑣𝑦𝒢𝑅(ℰ)
]︁⟩
. (2.163)

Оказывается, что величины 𝜎
(𝐼)
𝑥𝑦 и 𝜎(𝐼𝐼)

𝑥𝑦 имеют разный физический смысл и, как следствие,
вычисляются по-разному. Начнем с вычисления 𝜎

(𝐼)
𝑥𝑦 , записав эту величину через точные

состояния гамильтониана со случайным потенциалом:

𝜎(𝐼)
𝑥𝑦 = lim

𝜔→0
Im

𝑒2

4𝜋2

∫︁
𝑑Ω

Ω− 𝜔 − 𝑖0

∫︁
𝑑ℰ 𝑛𝐹 (ℰ)− 𝑛𝐹 (ℰ + Ω)

𝜔

⟨∑︁
𝑎,𝑏

[︁ ⟨𝑎|𝑣𝑥|𝑏⟩⟨𝑏|𝑣𝑦|𝑎⟩
(ℰ + Ω− 𝐸𝑏 + 𝑖0)(ℰ − 𝐸𝑎 − 𝑖0)

− ⟨𝑎|𝑣𝑥|𝑏⟩⟨𝑏|𝑣𝑦|𝑎⟩
(ℰ + Ω− 𝐸𝑏 − 𝑖0)(ℰ − 𝐸𝑎 + 𝑖0)

]︁⟩
. (2.164)

Можно показать, что здесь величина внутри усреднения по случайному потенциалу чисто
действительная. Так что после взятия мнимой части интеграл по Ω содержит 𝛿-функцию.
В итоге получаем

𝜎(𝐼)
𝑥𝑦 =

∫︁
𝑑ℰ
(︂
−𝜕𝑛𝐹 (ℰ)

𝜕ℰ

)︂
𝜎(𝐼)
𝑥𝑦 (ℰ), 𝜎(𝐼)

𝑥𝑦 (ℰ) =
𝑒2

2𝜋𝒮
Re⟨Tr 𝑣𝑥𝒢𝑅(ℰ)𝑣𝑦𝒢𝐴(ℰ)⟩. (2.165)

Таким образом, 𝜎(𝐼)
𝑥𝑦 является частью холловской проводимости вклад, в которую дают со-

стояния около химического потенциала. Величина 𝜎(𝐼)
𝑥𝑦 (ℰ) может быть вычислена так же как

выше вычислялась 𝜎𝑥𝑥(ℰ). В результате получаем

𝜎(𝐼)
𝑥𝑦 (ℰ) =

𝑒2ℰ
2𝜋

Im
Π𝑅𝐴

1 (0)

1− Π𝑅𝐴
1 (0)/𝜏1

= − 𝑒2

𝑚𝑒

𝐷(ℰ)ℰ𝜔𝑐𝜏 2tr,1(ℰ)
1 + 𝜔2

𝑐𝜏
2
tr,1(ℰ)

, (2.166)
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Отметим, что выражение 𝜎(𝐼)
𝑥𝑦 (ℰ) имеет вид классической формулы Друде с перенормиро-

ванными временем рассеяния и плотностью состояний.

Перейдем теперь к вычислению второго вклада в холловскую проводимость. Главная
трудность состоит в том, что в эту величину дают вклад все заполненные состояния. Это
затрудняет интегрирование по Ω и ℰ , а также мешает воспользоваться квазиклассически-
ми выражениями для операторов скорости. Запишем выражение для 𝜎(𝐼𝐼)

𝑥𝑦 в базисе точных
состояний гамильтонинана со случайным потенциалом:

𝜎(𝐼𝐼)
𝑥𝑦 = lim

𝜔→0
Re

𝑒2

2𝜋𝜔

∫︁
𝑑Ω

Ω− 𝜔 − 𝑖0

∫︁
𝑑ℰ𝑛𝐹 (ℰ)

⟨∑︁
𝑎𝑏

⟨𝑎|𝑣𝑥|𝑏⟩⟨𝑏|𝑣𝑦|𝑎⟩
[︁ 𝛿(ℰ − 𝐸𝑎)

ℰ + Ω− 𝐸𝑏 − 𝑖0

−𝛿(ℰ − Ω− 𝐸𝑎)

ℰ − 𝐸𝑏 − 𝑖0
− 𝛿(ℰ + Ω− 𝐸𝑏)

ℰ − 𝐸𝑎 + 𝑖0
+

𝛿(ℰ − 𝐸𝑏)

ℰ − Ω− 𝐸𝑎 + 𝑖0

]︁⟩
. (2.167)

Интегрируя полученное выражение по Ω, получаем

𝜎(𝐼𝐼)
𝑥𝑦 = lim

𝜔→0
Re

𝑒2

2𝜋𝜔

∫︁
𝑑ℰ𝑛𝐹 (ℰ)

⟨∑︁
𝑎𝑏

⟨𝑎|𝑣𝑥|𝑏⟩⟨𝑏|𝑣𝑦|𝑎⟩
𝐸𝑏 − 𝐸𝑎 − 𝜔

[︁ 1

ℰ − 𝐸𝑏 − 𝑖0
− 1

ℰ + 𝜔 − 𝐸𝑏 + 𝑖0

− 1

ℰ − 𝜔 − 𝐸𝑎 − 𝑖0
+

1

ℰ − 𝐸𝑎 + 𝑖0

]︁⟩
. (2.168)

Раскладывая по 𝜔 и беря предел 𝜔 → 0, находим

𝜎(𝐼𝐼)
𝑥𝑦 = − lim

𝜔→0
Im

𝑒2

𝜔

∫︁
𝑑ℰ𝑛𝐹 (ℰ)

⟨∑︁
𝑎𝑏

⟨𝑎|𝑣𝑥|𝑏⟩⟨𝑏|𝑣𝑦|𝑎⟩
𝐸𝑏 − 𝐸𝑎

[︁
𝛿(ℰ − 𝐸𝑏)− 𝛿(ℰ − 𝐸𝑎)

]︁⟩
+Re

𝑒2

2𝜋

∫︁
𝑑ℰ𝑛𝐹 (ℰ)

⟨∑︁
𝑎𝑏

⟨𝑎|𝑣𝑥|𝑏⟩⟨𝑏|𝑣𝑦|𝑎⟩
𝐸𝑏 − 𝐸𝑎

{︁ 2𝜋𝑖

𝐸𝑏 − 𝐸𝑎

[︁
𝛿(ℰ − 𝐸𝑏)− 𝛿(ℰ − 𝐸𝑎)

]︁
− 1

(ℰ − 𝐸𝑎 − 𝑖0)2
+

1

(ℰ − 𝐸𝑏 + 𝑖0)2

}︁⟩
. (2.169)

Можно показать (см. задачу 2.5.2), что член пропорциональный 1/𝜔 тождественно равен
нулю. Кроме операторов скорости удобно ввести операторы координат, которые связаны
с операторами скорости стандартными соотношениями, 𝑣𝑥 = 𝑖[ℋ, 𝑥] и 𝑣𝑦 = 𝑖[ℋ, 𝑦]. Тогда
выражение (2.169) можно переписать в следующей форме:

𝜎(𝐼𝐼)
𝑥𝑦 = −𝑒2 Im

∫︁
𝑑ℰ𝑛𝐹 (ℰ)

⟨∑︁
𝑎

⟨𝑎|[𝑥, 𝑦]|𝑎⟩𝛿(ℰ − 𝐸𝑎)−
𝑒2

2𝜋
Im

∫︁
𝑑ℰ𝑛𝐹 (ℰ)

⟨∑︁
𝑎

[︁ ⟨𝑎|𝑥𝑣𝑦|𝑎⟩
(ℰ − 𝐸𝑎 + 𝑖0)2

− ⟨𝑎|𝑣𝑦𝑥|𝑎⟩
(ℰ − 𝐸𝑎 − 𝑖0)2

]︁⟩
. (2.170)

В стандартном координатном представлении [𝑥, 𝑦] = 0, так что находим

𝜎(𝐼𝐼)
𝑥𝑦 = −𝑒

2

𝜋
Im

∫︁
𝑑ℰ𝑛𝐹 (ℰ)

⟨∑︁
𝑎

⟨𝑎|𝑥𝑣𝑦|𝑎⟩
(ℰ − 𝐸𝑎 + 𝑖0)2

⟩
. (2.171)

Используем теперь соотношение 𝑒𝑥𝑣𝑦/𝑐 = −𝜕ℋ/𝜕𝐵. Тогда получаем

𝜎(𝐼𝐼)
𝑥𝑦 =

𝑒𝑐

𝜋𝒮
Im

∫︁
𝑑ℰ𝑛𝐹 (ℰ)

⟨
Tr

𝜕ℋ/𝜕𝐵
(ℰ −ℋ + 𝑖0)2

⟩
=

𝑒𝑐

𝜋𝒮
Im

∫︁
𝑑ℰ𝑛𝐹 (ℰ)

𝜕

𝜕𝐵

⟨
Tr

1

ℰ −ℋ + 𝑖0

⟩
= −𝑒𝑐 𝜕

𝜕𝐵

∫︁
𝑑ℰ𝑛𝐹 (ℰ)𝐷(ℰ) ≡ −𝑒𝑐𝜕𝑛𝑒

𝜕𝐵
. (2.172)
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Заметим, что при выводе формулы (2.172) мы вынесли производную по магнитному полю
за знак суммы по собственным состояниям. Может показаться, что так делать нельзя, т.к.
число состояний на уровне Ландау пропорционально магнитному полю. Однако, чтобы не
обсуждать эту специальную ситуацию, можно рассмотреть задачу в полоске, конечной ши-
рины 𝑊 , где энергия на уровне Ландау зависит от волнового числа 𝑘 (в калибровке Ландау),
а число уровней формально совпадает с числом допустимых значений 𝑘, которое в данном
случае бесконечно. После перестановки знаков производной и суммы можно взять предел
𝑊 → ∞ и вернуться к задаче на плоскости.

Другая тонкость, на которую стоит обратить внимание, состоит в том, что решение урав-
нения 𝑣𝑥 = 𝑖[ℋ, 𝑥] определяет 𝑥 с точностью до оператора, который коммутирует с гамильто-
нианом ℋ. Например, в случае отсутствия случайного потенциала и бесконечной плоскости,
вместо 𝑥 можно выбрать оператор 𝜂𝑥, см. ур. (2.34). Аналогично, вместо оператора 𝑦 можно
выбрать 𝜂𝑦. Тогда первый член в правой части равенства (2.171) будет давать ненулевое
выражение. Используя коммутационное соотношение [𝜂𝑥, 𝜂𝑦] = 𝑖𝑙2𝐻 , можно показать, что он
в точности компенсирует тот факт, что сумма по всем состояниям ∝𝐵 и выносить знак
производной по 𝐵 за знак суммы в этом случае нельзя (см. задачу 2.5.8).

Подчеркнем, что формула (2.172) является общей; при ее выводе не было сделано никаких
приближений. Интересно, что 𝜎(𝐼𝐼)

𝑥𝑦 выражается только через термодинамические величины
и явно не содержит времени рассеяния на примесях. Это связано с тем, что холловская
проводимость является не дисспативным откликом и поэтому, содержит вклад, который
явно не зависит от примесного рассеяния. Полученную формулу 𝜎

(𝐼𝐼)
𝑥𝑦 можно переписать

через намагниченность системы 𝑀 :

𝜎(𝐼𝐼)
𝑥𝑦 = −𝑒𝑐𝜕𝑀

𝜕𝜇
. (2.173)

Так как в образце конечного размера намагниченность связана с краевым током, то формула
(2.173) является фактически отражением соотношения (1.31).

Заметим, что в самосогласованном борновском приближении плотность состояний удо-
влетворяет следующему соотношению

𝐵
𝜕𝐷(ℰ)
𝜕𝐵

= −ℰ 𝜕𝐷(ℰ)
𝜕ℰ

. (2.174)

Используя это соотношение, мы можем переписать 𝜎(𝐼𝐼)
𝑥𝑦 в следующем виде

𝜎(𝐼𝐼)
𝑥𝑦 ≃ −𝑒𝑐𝑛𝑒

𝐵
+
𝑒𝑐

𝐵

∫︁
𝑑ℰ
(︂
−𝜕𝑛𝐹 (ℰ)

𝜕ℰ

)︂
ℰ𝐷(ℰ). (2.175)

Вместе с выражением (2.166) в итоге получаем ответ для холловской проводимости в само-
согласованном борновском приближении

𝜎𝑥𝑦 = −𝑒𝑐𝑛𝑒
𝐵

+

∫︁
𝑑ℰ
(︂
−𝜕𝑛𝐹 (ℰ)

𝜕ℰ

)︂
∆𝜎𝑥𝑦(ℰ), ∆𝜎𝑥𝑦(ℰ) =

𝑒𝑐

𝐵

ℰ𝐷(ℰ)
1 + 𝜔2

𝑐𝜏
2
tr,1(ℰ)

≡ 𝜎𝑥𝑥(ℰ)
𝜔𝑐𝜏tr,1(ℰ)

. (2.176)

Полученная формула имеет прозрачный физический смысл. При приложении внешнего
электрического поля 𝐸 вдоль оси 𝑦 центр электронной орбиты дрейфует со скоростью
𝑣𝑥 = −𝑐𝐸𝑦/𝐵. Это приводит к вкладу в проводимость 𝜎𝑥𝑦, равному −𝑒𝑐𝑛𝑒/𝐵. Кроме вклада
от дрейфа электронов есть еще вклад от силы трения, 𝐹𝑥 ≃ 𝑚𝑒𝑣𝑥/𝜏tr,1(ℰ), возникающей из-за
смещения центра орбиты при рассеянии электрона на примесях. Эта дополнительная сила,
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действующая на электрон, приводит к дополнительному току ∆𝑗𝑥 = 𝜎𝑥𝑥(ℰ)𝐹𝑥/𝑒, который
соответствует следующему вкладу в холловскую проводимость ∆𝜎𝑥𝑦(ℰ) = 𝜎𝑥𝑥(ℰ)/[𝜔𝑐𝜏tr,1(ℰ)].

В пределе слабых магнитных полей, 𝜔𝑐𝜏0 ≪ 1, получим

𝜎𝑥𝑦 =
𝑒2𝑛𝑒
𝑚𝑒

𝜔𝑐𝜏
2
tr,1

1 + 𝜔2
𝑐𝜏

2
tr,1

(︁
1 +

2

𝜔2
𝑐𝜏

2
tr,1

1 + 3𝜔2
𝑐𝜏

2
tr,1

1 + 𝜔2
𝑐𝜏

2
tr,1

2𝜋2𝑇/𝜔𝑐
sinh[2𝜋2𝑇/𝜔𝑐]

𝑒−𝜋/(𝜔𝑐𝜏0) cos
2𝜋𝜇

𝜔𝑐

)︁
. (2.177)

Эта формула описывает осцилляции Шубникова – де Гааза для холловской проводимости.
В пределе сильных магнитных полей, 𝜔𝑐𝜏tr,1 ≫ 1, и низких температур, находим

∆𝜎𝑥𝑦 =
𝑒2

𝜋2ℏ

(︂
𝑛+

1

2

)︂
Γ3(𝜀𝑛)

𝜔𝑐Γ2

𝜏 20
𝜏 2tr,1

. (2.178)

В сильных магнитных полях классический эффект Холла сохраняется с точностью до чле-
нов порядка 𝒪(Γ/𝜔𝑐). Таким образом, самосогласованного борновского приближения совер-
шенно недостаточно для объяснения целочисленного квантового эффекта Холла.

Задачu:

2.5.1 Вывести выражение для осцилляций Шубникова – де Гааза для диссипативной проводимости,
ур. (2.159).

2.5.2 Показать, что член пропорциональный 1/𝜔 в ур. (2.169) тождественно равен нулю.

2.5.3 Вывести выражение для осцилляций Шубникова – де Гааза для холловской проводимости,
ур. (2.177).

2.5.4 Вывести следующую формулу для проводимости системы невзаимодействующих электронов

𝜎𝑎𝑏(𝜔) =
𝑒2

2𝜋𝒮

∫︁
𝑑ℰ 𝑛𝐹 (ℰ) Tr

{︁
𝑣𝑎

[︁
𝒢𝑅(ℰ)− 𝒢𝐴(ℰ)

]︁
𝑣𝑏𝒢𝑅(ℰ + 𝜔)𝒢𝑅(ℰ)

− 𝑣𝑎𝒢𝐴(ℰ − 𝜔)𝒢𝐴(ℰ)𝑣𝑏
[︁
𝒢𝑅(ℰ)− 𝒢𝐴(ℰ)

]︁}︁
.

2.5.5 Вывести следующую формулу для проводимости системы невзаимодействующих электронов
в магнитном поле

𝜎𝑎𝑏(𝜔) =
𝑒2𝜔

2𝜋𝒮

∫︁
𝑑𝑟𝑑𝑟′ 𝑥′𝑎(𝑥

′
𝑏 − 𝑥𝑏)

∫︁
𝑑ℰ

{︃[︁
𝑛𝐹 (ℰ)− 𝑛𝐹 (ℰ − 𝜔)

]︁
𝒢𝑅(ℰ ; 𝑟, 𝑟′)𝒢𝐴(ℰ − 𝜔; 𝑟′, 𝑟)

+ 𝑛𝐹 (ℰ)
[︁
𝒢𝑅(ℰ + 𝜔; 𝑟, 𝑟′)𝒢𝑅(ℰ ; 𝑟′, 𝑟)− 𝒢𝐴(ℰ ; 𝑟, 𝑟′)𝒢𝐴(ℰ − 𝜔; 𝑟′, 𝑟)

]︁}︃
.

2.5.6 Сдвиговая вязкость определяется формулой Кубо, аналогичной формуле (2.150), в которой
оператор скорости 𝑣𝑥 надо заменить на оператор 2𝑖𝑇𝑥𝑦, где 𝑇𝑗𝑘 = 𝑚𝑒(𝑣𝑗𝑣𝑘 + 𝑣𝑘𝑣𝑗)/2 опера-
тор тензора напряжений. Вычислить сдвиговую вязкость в самосогласованном борновском
приближении.

2.5.7 Холловская вязкость определяется формулой Кубо, аналогичной формулам (2.162) и (2.163),
в которых оператор скорости 𝑣𝑥 надо заменить на оператор 2𝑖𝑇𝑥𝑦, а 𝑣𝑦 на 𝑖(𝑇𝑦𝑦 − 𝑇𝑥𝑥)/4.
Вычислить холловскую вязкость в самосогласованном борновском приближении.
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2.5.8 Для случая бесконечной плоскости и в остутствие случайного потенциала, выбирая операторы
𝑥 и 𝑦 равными 𝜂𝑥 и 𝜂𝑦, соответственно, получить из выражения (2.170) выражение (2.172) для
𝜎
(𝐼𝐼)
𝑥𝑦 .
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2.6 Коллективные возбуждения в магнитном поле (кван-
товое рассмотрение)

Задачu:

2.6.1
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Глава 3

Плотность состояний на уровнях Ландау
за рамками самосогласованного
борновского приближения

Введение
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3.1 Хвосты плотности состояний и динамическая прово-
димость на нижнем уровне Ландау

В предыдущем разделе мы отметили, что на 𝑁 -м уровне Ландау существуют состояния,
которые лежат там, где вычисления в самосогласованном борновском приближении дают
нулевой результат. Проследим, как они возникают на примере нижнего уровня Ландау. Бу-
дем следовать работам Л. Иоффе, А. Ларкина [43] и И. Аффлека (I. Affleck) [44].

Для иллюстрации рассмотрим сначала следующий, как говорят, нульмерный пример.
Рассмотрим интеграл

𝐷0(ℰ) =
1√
2𝜋𝛾

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑉 𝑒−𝑉

2/2𝛾𝛿(ℰ − 𝑉 ) =
1√
2𝜋𝛾

𝑒−ℰ2/2𝛾. (3.1)

При выполнении условий ℰ2 ≫ 𝛾 ≫ 1 получим этот очевидный результат другим способом.
Функцию 𝐷0(ℰ) можно представить в виде

𝐷0(ℰ) = − 1

𝜋
Im𝐺𝑅(ℰ), (3.2)

𝐺𝑅(ℰ) = 1√
2𝜋𝛾

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑉 𝑒−𝑉

2/2𝛾 1

ℰ − 𝑉 + 𝑖0
. (3.3)

Воспользуемся представлением

1

ℰ − 𝑉 + 𝑖0
= − 𝑖

𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜑1𝑑𝜑2 𝑒

𝑖𝜑*(ℰ−𝑉+𝑖0)𝜑, (3.4)

где 𝜑 = 𝜑1 + 𝑖𝜑2, а 𝜑1,2 – это две действительные переменные. Производя гауссово интегри-
рование по переменной 𝑉 , получим

𝐺𝑅(ℰ) = − 𝑖

𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜑1𝑑𝜑2 𝑒

𝑖(ℰ+𝑖0)|𝜑|2−𝛾|𝜑|4/2. (3.5)

Перейдем к интегрированию по переменной 𝑟 = |𝜑|2, тогда

𝐺𝑅(ℰ) = −𝑖
∫︁ ∞

0

𝑑𝑟 𝑒𝑖𝑟(ℰ+𝑖0)−𝛾𝑟
2/2. (3.6)

Будем для определенности считать, что ℰ > 0, и вычислим интеграл в выражении (3.6)
приближенно c помощью метода перевала. Выражение в экспоненте имеет максимум при
𝑟* = 𝑖ℰ/𝛾. Деформируем контур интегрирования так, чтобы он проходил через точку 𝑟*
(рис. 3.1). Представим 𝑟 в виде 𝑟 = 𝑟* + 𝑥, где величину 𝑥 будем считать малой. Тогда
получим

𝐺𝑅(ℰ) = −𝑖𝑒−ℰ2/(2𝛾)

∫︁
𝑑𝑥 𝑒−𝛾𝑥

2/2. (3.7)

Здесь интегрирование идет по контуру 𝐶 вблизи точки 𝑟*. Легко проверить, что интеграл по
вертикальной части контура не дает вклад в Im𝐺𝑅(ℰ). Пользуясь условием 𝛾 ≫ 1, интеграл
по горизонтальной части контура можно распространить до бесконечности:

Im𝐺𝑅(ℰ) = −𝑒−ℰ2/(2𝛾)

∫︁ ∞

0

𝑑𝑥 𝑒−𝛾𝑥
2/2 = − 𝜋√

2𝜋𝛾
𝑒−ℰ2/(2𝛾). (3.8)

Отсюда получаем выражение (3.1). Таким образом, выражение для 𝐷0(ℰ) при больших зна-
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r*

Рис. 3.1: Контур интегрирования.

чениях ℰ можно получить методом перевала.

Применим идею, изложенную выше, для вычисления хвостов плотности состояний на
нижнем уровне Ландау. Представим запаздывающую функцию Грина с помощью функци-
онального интеграла по бозонным (𝜑(𝑟), 𝜑*(𝑟)) и фермионным (𝜓(𝑟), 𝜓(𝑟)) переменным:

𝒢𝑅ℰ (𝑟, 𝑟′) = ⟨𝑟| 1

𝐸 −ℋ + 𝑖0
|𝑟′⟩ = −𝑖

∫︁
𝐷𝜑1𝐷𝜑2𝐷𝜓𝐷𝜓 𝜓(𝑟)𝜓(𝑟

′)

× exp
[︁
𝑖

∫︁
𝑑𝑟Φ̄(𝑟)(ℰ −ℋ + 𝑖0)Φ(𝑟)

]︁
, (3.9)

где ℋ определен, например, выражением (2.103), а Φ̄ = (𝜑*, 𝜓) и Φ = (𝜑, 𝜓), причем 𝜑 = 𝜑1+

𝑖𝜑2 и 𝜑1,2 – это две действительные функциональные переменные. Пользуясь соотношением⟨
exp

(︂∫︁
𝑑𝑟 𝑓(𝑟)𝑉 (𝑟)

)︂⟩
= exp

(︂
𝛾

2

∫︁
𝑑𝑟 𝑓 2(𝑟)

)︂
, (3.10)

которое следует из (2.106), находим усредненную функцию Грина

⟨𝒢𝑅ℰ (𝑟, 𝑟′)⟩ = −𝑖
∫︁
𝐷𝜑1𝐷𝜑2𝐷𝜓𝐷𝜓 𝜓(𝑟)𝜓(𝑟

′) exp

∫︁
𝑑𝑟×

×
[︁
𝑖Φ̄(𝑟)(ℰ −ℋ0 + 𝑖0)Φ(𝑟)− 𝛾

2
(Φ̄(𝑟)Φ(𝑟))2

]︁
. (3.11)

Будем считать, что 𝜖 = ℰ −𝜔𝑐/2 < 0 и удовлетворяет условию 𝜔𝑐 ≫ |𝜖| ≫ Γ =
√︀

2𝛾/𝜋𝑙2𝐻 . При
этих условиях интеграл по бозонным переменным 𝜑1,2(𝑟) может быть вычислен методом
перевала. Так как |𝜖| больше 𝛾, то удобно сделать поворот контура интегрирования на угол,
равный −𝜋/4:

Φ̄ → 𝑒−𝑖𝜋/4Φ̄, Φ → 𝑒−𝑖𝜋/4Φ. (3.12)

Тогда получим

⟨𝒢𝑅ℰ (𝑟, 𝑟′)⟩ =
∫︁
𝐷𝜑1𝐷𝜑2𝐷𝜓𝐷𝜓 𝜓(𝑟)𝜓(𝑟

′) exp(−𝑆), (3.13)

𝑆 = −
∫︁
𝑑𝑟
[︁
Φ̄(𝑟)(ℰ −ℋ0 + 𝑖0)Φ(𝑟) +

𝛾

2
(Φ̄(𝑟)Φ(𝑟))2

]︁
. (3.14)

Классическое уравнение движения для бозонной части действия 𝑆 имеет вид

𝛿𝑆

𝛿𝜑*(𝑟)
= (ℰ −ℋ0)𝜑(𝑟) + 𝛾|𝜑(𝑟)|2𝜑(𝑟) = 0. (3.15)

Обозначим решение уравнения (3.15) как 𝜑𝑐𝑙(𝑟) и положим 𝜑(𝑟) = 𝜑𝑐𝑙(𝑟) + 𝛿𝜑(𝑟). Затем
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разложим действие 𝑆 до второго порядка по 𝛿𝜑(𝑟) и фермионным переменным 𝜓, 𝜓. Тогда

⟨𝒢𝑅ℰ (𝑟, 𝑟′)⟩ = 𝑒−𝑆𝑐𝑙

∫︁
𝐷𝜓𝐷𝜓 𝜓(𝑟)𝜓(𝑟′) 𝑒−𝛿𝑆𝑓 ×

×
∫︁
𝐷𝛿𝜑1𝐷𝛿𝜑2 𝑒

−𝛿𝑆𝑏 , (3.16)

где

𝑆𝑐𝑙 = −
∫︁
𝑑𝑟
[︁
𝜑*
𝑐𝑙(𝑟)(ℰ −ℋ0)𝜑𝑐𝑙(𝑟) +

𝛾

2
|𝜑𝑐𝑙(𝑟)|4

]︁
, (3.17)

𝛿𝑆𝑓 = −
∫︁
𝑑𝑟𝜓(𝑟)(ℰ −ℋ0 + 𝛾|𝜑𝑐𝑙(𝑟)|2)𝜓(𝑟), (3.18)

𝛿𝑆𝑏 = −
∫︁
𝑑𝑟
[︁
𝛿𝜑*(𝑟)(ℰ −ℋ0 + 2𝛾|𝜑𝑐𝑙(𝑟)|2)𝛿𝜑(𝑟) +

+
𝛾

2
|𝜑𝑐𝑙(𝑟)|2[(𝛿𝜑*(𝑟))2 + (𝛿𝜑(𝑟))2]. (3.19)

Прежде чем вычислять дальше, найдем нулевые моды, т.е. такие 𝜓(𝑟) и 𝛿𝜑(𝑟), при которых
𝛿𝑆𝑓 и 𝛿𝑆𝑏 обращаются в нуль. Очевидно, что если мы выберем 𝜓(𝑟) = 𝜂0𝜑𝑐𝑙(𝑟) и, соответ-
ственно, 𝜓(𝑟) = 𝜂0𝜑

*
𝑐𝑙(𝑟), где 𝜂0 и 𝜂0 – грассмановы переменные, то 𝛿𝑆𝑓 = 0. Можно показать,

что больше фермионных нулевых мод нет. Будем считать, что 𝜑𝑐𝑙(𝑟) – это действительная
функция, и тогда выберем 𝛿𝜑(𝑟) = 𝑖𝛿𝜃𝜑𝑐𝑙(𝑟), где 𝛿𝜃 – действительное число. В результате
имеем 𝛿𝑆𝑏 = 0. Эта нулевая бозонная мода описывает инвариантность бозонного действия
относительно глобального поворота 𝜑: 𝜑(𝑟) → 𝜑(𝑟)𝑒𝑖𝜃. Выберем теперь

𝛿𝜑 = (𝜕𝜇 + 𝑖𝐴𝜇)𝜑𝑐𝑙(𝑟)𝑥
0
𝜇, (3.20)

где 𝑥0𝜇 = (𝑥0, 𝑦0) – это два действительных числа. Тогда можно показать, что 𝛿𝑆𝑏 = 0.
Эти две бозонные моды связаны с инвариантностью действия относительно преобразования
𝜑(𝑟) → exp[𝑖𝑒𝐵𝜖𝜈𝜇𝑥𝜈𝑥

0
𝜇/2]𝜑(𝑟 + 𝑟0).

Прежде чем решать уравнение (3.15), найдем спектр флуктуаций 𝛿𝜑(𝑟) и 𝜓(𝑟). Разложим
𝛿𝜑, 𝜓, 𝜓 по волновым функциям нижнего уровня Ландау (2.13):

𝜓(𝑟) =
∑︁
𝑚⩾0

𝜂𝑚𝜓0,𝑚(𝜌, 𝜃), 𝜓(𝑟) =
∑︁
𝑚⩾0

𝜂𝑚𝜓
*
0,𝑚(𝜌, 𝜃), (3.21)

𝛿𝜑(𝑟) =
∑︁
𝑚⩾0

𝑎𝑚𝜓0,𝑚(𝜌, 𝜃).

Здесь 𝑎𝑚 = 𝑢𝑚+ 𝑖𝑣𝑚 – это набор комплексных переменных, а 𝜂𝑚 и 𝜂𝑚 – независимые наборы
грассманновых переменных. Тогда получим

𝛿𝑆𝑏 =
∑︁
𝑚⩾0

(|𝜖| − 2𝛾𝐽𝑚)|𝑎𝑚|2 −
𝛾

2
𝐽0[𝑎

2
0 + (𝑎*0)

2], (3.22)

𝛿𝑆𝑓 =
∑︁
𝑚⩾0

𝜂𝑚(|𝜖| − 𝛾𝐽𝑚)𝜂𝑚, (3.23)

где

𝐽𝑚 =

∫︁
𝑑𝑟|𝜑𝑐𝑙(𝑟)|2|𝜓0,𝑚(𝜌, 𝜃)|2. (3.24)

Нахождение точного решения уравнения (3.15) представляет собой сложную задачу. За-
метим, что функция 𝜑𝑐𝑙 не может принадлежать только нижнему уровню Ландау. Будем
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пренебрегать связанными с этим поправками порядка |𝜖|/𝜔𝑐. Для дальнейшего вычисления
применим вариационный метод. Выберем пробную функцию для 𝜑𝑐𝑙(𝑟) в виде 𝐴𝑚𝜓0,𝑚(𝜌, 𝜃).
Тогда значение классического действия равно

𝑆𝑐𝑙[𝐴𝑚𝜓0,𝑚(𝜌, 𝜃)] = |𝜖||𝐴𝑚|2 −
Γ2

16

(2𝑚)!

4𝑚(𝑚!)2
|𝐴𝑚|4. (3.25)

Как видно, 𝑆𝑐𝑙 как функция |𝐴𝑚|2 имеет минимум при |𝐴𝑚|2 = 0 и максимум, равный

𝑆𝑐𝑙 =
4𝜖2

Γ2

4𝑚(𝑚!)2

(2𝑚)!
при |𝐴𝑚|2 =

8|𝜖|
Γ2

4𝑚(𝑚!)2

(2𝑚)!
. (3.26)

Минимальное значение среди этих максимумов достигается при 𝑚 = 0. Поэтому будем
считать, что 𝜑𝑐𝑙(𝑟) = 𝐴0𝜓0,0(𝜌, 𝜃). Заметим, что подмешивание к этому решению функций
𝜓0,𝑚(𝜌, 𝜃) с 𝑚 ⩾ 1 приводит только к увеличению значения 𝑆𝑐𝑙. Выбранное нами решение
𝜑𝑐𝑙(𝑟) соответствует максимуму действия, что как мы увидим, приведет к бозонной моде с
отрицательным собственным значением.

Используя результат 𝐽𝑚 = 2−𝑚(|𝜖|/𝛾), находим

𝛿𝒮𝑏 = −2|𝜖|𝑢20 + 0𝑣20 + 0[𝑢21 + 𝑣21] +

+
∑︁
𝑚⩾2

|𝜖|(1− 2−𝑚+1)[𝑢2𝑚 + 𝑣2𝑚], (3.27)

𝛿𝒮𝑓 = 0𝜂0𝜂0 +
∑︁
𝑚⩾1

𝜂𝑚|𝜖|(1− 2−𝑚)𝜂𝑚. (3.28)

В согласии с приведенным выше обсуждением нулевых мод, получились три нулевые бозон-
ные моды (𝑣0, 𝑢1, 𝑣1), и одна нулевая фермионная (𝜂0, 𝜂0). Обратим внимание, что возникла
бозонная мода (𝑢0) с отрицательным собственным значением.

Вычислим величину ∫︁
𝐷𝛿𝜑1𝐷𝛿𝜑2 𝑒

−𝛿𝑆𝑏 . (3.29)

Перейдем от интегрирования по функциональному пространству 𝜑1,2(𝑟) к интегрированию
по нулевым модам и по массивным модам 𝑢𝑚, 𝑣𝑚. При этом интегралы по нулевым модам
необходимо вычислять точно. Для этого вместо переменных 𝑣0, 𝑢1, 𝑣1 будем использовать
коллективные координаты 𝛿𝜃, 𝑥0, 𝑦0 (см., [45]). Тогда∫︁

𝐷𝛿𝜑1𝐷𝛿𝜑2 𝑒
−𝛿𝑆𝑏 =

∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝛿𝜃√
𝜋
𝒥0

∫︁ ∞

−∞

𝑑𝑥0𝑑𝑦0
𝜋

𝒥 2
1

∫︁
𝑑𝑢0√
𝜋
𝒥0 𝑒

2|𝜖|𝑢20×

×
∏︁
𝑚⩾2

(︂∫︁ ∞

−∞

𝑑𝑢𝑚𝑑𝑣𝑚
𝜋

𝒥 2
𝑚 𝑒

−|𝜖|(1−2−𝑚+1)[𝑢2𝑚+𝑣2𝑚]

)︂
. (3.30)

Величины 𝒥𝑚 и 𝒥0 представляют собой якобианы соответствующего преобразования. Най-
дем их с помощью вычисления нормы в функциональном пространстве:∫︁

𝑑2𝑟|𝛿𝜑(𝑟)|2 =
∫︁
𝑑2𝑟
⃒⃒⃒
𝑢0𝜓0,0 + 𝑖𝜑𝑐𝑙𝛿𝜃 + (𝜕𝜇 + 𝑖𝑒𝐴𝜇)𝜑𝑐𝑙𝛿𝑥

0
𝜇+

+
∑︁
𝑚⩾2

𝑎𝑚𝜓0,𝑚

⃒⃒⃒2
= 𝑢20𝒥 2

0 + |𝛿𝜃|2𝒥 2
0 + [(𝛿𝑥0)2 + (𝛿𝑦0)2]𝒥 2

1 +
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+
∑︁
𝑚⩾2

[𝑢2𝑚 + 𝑣2𝑚]𝒥 2
𝑚, (3.31)

где

𝒥 2
0 =

∫︁
𝑑2𝑟|𝜓0,0|2 = 1, (3.32)

𝒥 2
0 =

∫︁
𝑑2𝑟|𝜑𝑐𝑙|2 =

8|𝜖|
Γ2

,

𝒥 2
1 =

1

2

∫︁
𝑑2𝑟|(𝜕𝜇 + 𝑖𝑒𝐴𝜇)𝜑𝑐𝑙|2 =

2𝜋|𝜖|
𝛾

,

𝒥 2
𝑚 =

∫︁
𝑑2𝑟|𝜓0,𝑚|2 = 1, 𝑚 ⩾ 2.

Для вычисления интеграла по переменной 𝑢0 используем результаты нульмерного примера,
разобранного в начале раздела. Повернем контур интегрирования на угол −𝜋/2: 𝑢0 → −𝑖𝑢0.
Тогда ∫︁

𝑑𝑢0𝑒
2|𝜖|𝑢20 = −𝑖

∫︁ ∞

0

𝑑𝑢0𝑒
−2|𝜖|𝑢20 = −𝑖

√︂
𝜋

8|𝜖|
. (3.33)

В итоге находим∫︁
𝐷𝛿𝜑1𝐷𝛿𝜑2 𝑒

−𝛿𝑆𝑏 = −𝑖16
√
𝜋

𝒮
2𝜋𝑙2𝐻

|𝜖|
Γ3

∏︁
𝑚⩾2

[︀
|𝜖|(1− 2−𝑚+1

]︀−1
. (3.34)

Аналогично вычисляем фермионный интеграл:∫︁
𝐷𝜓𝐷𝜓 𝜓(𝑟)𝜓(𝑟′) 𝑒−𝛿𝑆𝑓 =

∫︁
𝑑𝜂0𝑑𝜂0 𝒥0 𝜂0𝜂0𝜓0,0(𝜌, 𝜃)𝜓

*
0,0(𝜌

′, 𝜃′)

×
∏︁
𝑚⩾1

∫︁
𝑑𝜂𝑚𝑑𝜂𝑚 𝒥𝑚 𝑒−𝜂𝑚|𝜖|(1−2−𝑚)𝜂𝑚 =

= 𝜓0,0(𝜌, 𝜃)𝜓
*
0,0(𝜌

′, 𝜃′)
∏︁
𝑚⩾1

[|𝜖|(1− 2−𝑚)]. (3.35)

Собирая полученные выше результаты, находим

⟨𝒢𝑅ℰ (𝑟, 𝑟′)⟩ = −𝑖𝜓0,0(𝜌, 𝜃)𝜓
*
0,0(𝜌

′, 𝜃′)16
√
𝜋

𝒮
2𝜋𝑙2𝐻

|𝜖|
Γ3
𝑒−4𝜖2/Γ2 ×

×
∏︁
𝑚⩾2

[︀
|𝜖|(1− 2−𝑚+1

]︀−1
∏︁
𝑚⩾1

[|𝜖|(1− 2−𝑚)] =

= −𝑖𝜓0,0(𝜌, 𝜃)𝜓
*
0,0(𝜌

′, 𝜃′)
8𝒮

2
√
𝜋𝑙2𝐻

𝜖2

Γ3
𝑒−4𝜖2/Γ2

. (3.36)

Окончательно получаем следующее выражение для плотности состояний

𝐷(ℰ) = − 1

𝜋

∫︁
𝑑2𝑟

𝒮
Im⟨𝒢𝑅ℰ (𝑟, 𝑟)⟩ =

8

𝜋3/2

𝜖2

𝑙2𝐻Γ
3
exp

(︂
−4𝜖2

Γ2

)︂
. (3.37)

Этот ответ справедлив, когда величина в показателе экспоненты большая, т.е. при |𝜖| ≫ Γ/2.
Получающаяся плотность состояний изображена на рис. 2.8. Оценим, сколько состояний
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находится в найденном нами хвосте:

2𝜋𝑙2𝐻

∫︁ ∞

Γ

𝑑𝜖𝐷(𝜖) =
2√
𝜋

∫︁ ∞

2

𝑑𝑥 𝑥2𝑒−𝑥
2 ≃ 0.02, (3.38)

т.е. около двух процентов.

Согласно результатам вычислений в cамосогласованом борновском приближении (см.
(2.160) и (2.176)), величина 𝜎𝑥𝑥 = 0, а 𝜎𝑥𝑦 = −𝑒𝑐𝑛𝑒/𝐵 при энергиях |𝜖| > Γ. Однако, как
было показано выше, при 𝜖 < −Γ на нижнем уровне Ландау электронная концентрация
экспоненциально мала, 𝑛𝑒 ∝ exp(−4𝜖2/Γ2). Поэтому естественно было бы ожидать, что ста-
тические проводимости экспоненциально малы, 𝜎𝑎𝑏 ∝ exp(−4𝜖2/Γ2). Как мы увидим ниже,
это не так: в одноинстантонном приближении статические проводимости все же обращаются
в нуль. В такой ситуации необходимо изучить поведение проводимости на конечной частоте
𝜔, как это было сделано в работе [48].

Воспользуемся результатом (2.5.5) задачи из предыдущего раздела и запишем проводи-
мость в виде

𝜎𝑎𝑏(𝜔) = 𝜎
(−)
𝑎𝑏 (𝜔) + 𝜎

(+)
𝑎𝑏 (𝜔), (3.39)

где

𝜎
(±)
𝑎𝑏 (𝜔) =

𝑒2𝜔

4𝜋𝒮

∫︁
𝑑𝑟𝑑𝑟′ 𝑥′𝑎(𝑥

′
𝑏 − 𝑥𝑏)

∫︁
𝑑ℰ
[︁
𝑛𝐹 (ℰ+)± 𝑛𝐹 (ℰ−)

]︁
×

×⟨𝐾(±)(𝑟, 𝑟′; ℰ , 𝜔)⟩, (3.40)

причем ℰ± = ℰ ± 𝜔/2 и

𝐾(−)(𝑟, 𝑟′; ℰ , 𝜔) =
∑︁
𝑝,𝑝′=±

𝑝− 𝑝′ − 2𝑝𝑝′

2
𝒢𝑝(ℰ+; 𝑟, 𝑟′)𝒢𝑝′(ℰ−; 𝑟′, 𝑟),

𝐾(+)(𝑟, 𝑟′; ℰ , 𝜔) =
∑︁
𝑝=±

𝑝𝒢𝑝(ℰ+; 𝑟, 𝑟′)𝒢𝑝(ℰ−; 𝑟′, 𝑟). (3.41)

Заметим, что член 𝜎
(−)
𝑎𝑏 (𝜔) представляет вклад в проводимость от состояний вблизи хими-

ческого потенциала, а 𝜎(+)
𝑎𝑏 (𝜔) вклад в проводимость от всех состояний под уровнем химиче-

ского потенциала.

Начнем с вычисления величины 𝜎
(+)
𝑎𝑏 (𝜔). Так как эта величина содержит произведения

только запаздывающих или опережающих функций Грина, ее вычисление не сильно отли-
чается от вычисления плотности состояний. При малых значениях 𝜔

𝐾(+)(𝑟, 𝑟′; ℰ , 𝜔) ≈ 2𝑖 Im𝒢𝑅(ℰ ; 𝑟, 𝑟′)𝒢𝑅(ℰ ; 𝑟′, 𝑟)+ (3.42)

+𝜔ℜ
∫︁
𝑑𝑅
[︁
𝒢𝑅(ℰ ; 𝑟, 𝑟′)𝒢𝑅(ℰ ; 𝑟′,𝑅)𝒢𝑅(ℰ ;𝑅, 𝑟)− (𝑟 ↔ 𝑟′)

]︁
.

Тогда при 𝜔 → 0 находим

𝜎(+)
𝑥𝑥 (𝜔) =

𝑖𝑒2𝜔

𝜋𝒮

∫︁
𝑑ℰ𝑛𝐹 (ℰ)

∫︁
𝑑𝑟𝑑𝑟′𝑥′(𝑥′ − 𝑥)×

× Im⟨𝒢𝑅(ℰ ; 𝑟, 𝑟′)𝒢𝑅(ℰ ; 𝑟′, 𝑟)⟩ (3.43)

75



и

𝜎(+)
𝑥𝑦 (𝜔) =

𝑒2𝜔2

2𝜋𝒮

∫︁
𝑑ℰ𝑛𝐹 (ℰ)

∫︁
𝑑𝑟𝑑𝑟′𝑑𝑅

[︁
𝑥′(𝑦′ − 𝑦)− 𝑥(𝑦 − 𝑦′)

]︁
×

×ℜ⟨𝒢𝑅(ℰ ; 𝑟, 𝑟′)𝒢𝑅(ℰ ; 𝑟′,𝑅)𝒢𝑅(ℰ ;𝑅, 𝑟)⟩. (3.44)

Аналогично тому, как это было сделано выше для ⟨𝒢𝑅(ℰ ; 𝑟, 𝑟′)⟩, представим
⟨𝒢𝑅(ℰ ; 𝑟, 𝑟′)𝒢𝑅(ℰ ; 𝑟′, 𝑟)⟩ в виде функционального интеграла:

⟨𝒢𝑅(ℰ ; 𝑟, 𝑟′)𝒢𝑅(ℰ ; 𝑟′, 𝑟)⟩ =

=

∫︁
𝐷𝜑1𝐷𝜑2𝐷𝜓𝐷𝜓 𝜑(𝑟)𝜑

*(𝑟′)𝜓(𝑟′)𝜓(𝑟)𝑒−𝑆, (3.45)

где действие 𝑆 определяется согласно (3.14). В главном приближении в предэкспоненте до-
статочно считать, что 𝜑(𝑟) = 𝜑𝑐𝑙(𝑟), 𝜓(𝑟) = 𝜂0𝜓0,0(𝑟) и 𝜓(𝑟) = 𝜂0𝜓

*
0,0(𝑟). Тогда получаем

⟨𝒢𝑅(ℰ ; 𝑟, 𝑟′)𝒢𝑅(ℰ ; 𝑟′, 𝑟)⟩ = −8𝑖𝜋|𝜖|
Γ2

𝐷(ℰ)𝒮|𝜓0,0(𝑟)|2|𝜓0,0(𝑟
′)|2, (3.46)

где 𝐷(ℰ) - это плотность состояний (см. (3.37)). Производя интегрирование в (3.43) по ко-
ординатам, окончательно находим

𝜎(+)
𝑥𝑥 (𝜔) = −𝑖𝑒2𝜔𝑙2𝐻

∫︁
𝑑ℰ𝑛𝐹 (ℰ)

8|𝜖|
Γ2

𝐷(ℰ). (3.47)

При нуле температур и с учетом условия |𝜖| ≪ Γ это выражение сводится к следующему:

𝜎(+)
𝑥𝑥 (𝜔) = −𝑖𝑒2𝜔𝑙2𝐻𝐷(ℰ𝐹 ). (3.48)

Для вычисления 𝜎(+)
𝑥𝑦 (𝜔) представим произведение трех функций Грина в виде функци-

онального интеграла:

⟨𝒢𝑅(ℰ ; 𝑟, 𝑟′)𝒢𝑅(ℰ ; 𝑟′,𝑅)𝒢𝑅(ℰ ;𝑅, 𝑟)⟩ = (3.49)

= −
∫︁
𝐷𝜑1𝐷𝜑2𝐷𝜓𝐷𝜓 𝜓(𝑟)𝜓(𝑟

′)𝜑(𝑟′)𝜑*(𝑅)𝜓(𝑅)𝜓(𝑟)𝑒−𝑆.

В главном приближении в предэкспоненте достаточно считать, что 𝜑(𝑟) = 𝜑𝑐𝑙(𝑟). С ферми-
онными перемеными дело обстоит сложнее. Если выбрать их всех равными нулевым модам
𝜓(𝑟) = 𝜂0𝜓0,0(𝑟) и 𝜓(𝑟) = 𝜂0𝜓

*
0,0(𝑟), то интеграл обратится в нуль. Поэтому в одной па-

ре фермионных переменных в предэкспоненте необходимо учесть и массивные флуктуации.
Тогда

⟨𝒢𝑅(ℰ ; 𝑟, 𝑟′)𝒢𝑅(ℰ ; 𝑟′,𝑅)𝒢𝑅(ℰ ;𝑅, 𝑟)⟩ = 8𝑖𝜋|𝜖|
Γ2

𝐷(ℰ)𝒮|𝜓0,0(𝑅)|2×

×𝜓0,0(𝑟
′)𝜓*

0,0(𝑟)
∑︁
𝑚⩾1

𝜓0,𝑚(𝑟)𝜓
*
0,𝑚(𝑟

′)

|𝜖|(1− 2−𝑚)
(3.50)

Интегрирование в (3.44) по координатам оставляет в сумме только член с 𝑚 = 1, и мы
находим

𝜎(+)
𝑥𝑦 (𝜔) =

8𝑒2𝜔2𝑙2𝐻
Γ2

∫︁
𝑑ℰ𝑛𝐹 (ℰ)𝐷(ℰ). (3.51)
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Используя условие |𝜖| ≪ Γ, это выражение при нуле температур можно переписать в виде

𝜎(+)
𝑥𝑦 (𝜔) =

𝑒2𝜔2𝑙2𝐻
|𝜖𝐹 |

𝐷(ℰ𝐹 ), (3.52)

где 𝜖𝐹 = ℰ𝐹 − 𝜔𝑐/2.
Вычисление величин 𝜎

(−)
𝑎𝑏 (𝜔) представляет собой более сложную задачу, так как необ-

ходимо ввести два набора функциональных переменных Φ. Оказывается [48], что при нуле
температур в одноинстантонном приближении 𝜎

(−)
𝑎𝑏 (𝜔) = 𝜎

(+)
𝑎𝑏 (𝜔). Таким образом, оконча-

тельно находим

𝜎𝑥𝑥(𝜔) = −2𝑖𝑒2𝜔𝑙2𝐻𝐷(ℰ𝐹 ), 𝜎𝑥𝑦(𝜔) =
2𝑒2𝜔2𝑙2𝐻
|𝜖𝐹 |

𝐷(ℰ𝐹 ). (3.53)

Выражение для продольной проводимости можно физически проинтерпретировать сле-
дующим образом. Для не очень малых частот (|𝜔| ≫ (𝜖2/Γ) exp(−4𝜖2/Γ2)) коэффициент диф-
фузии, который описывает движение центров электронной орбиты из-за рассеяния электро-
нов на примесях, можно оценить как 𝒟 ∼ 𝑖𝜔𝑙2𝐻 . Тогда с помощью соотношения Эйнштейна
получаем 𝜎𝑥𝑥(𝜔) ∼ 𝑖𝜔𝑒2𝑙2𝐻𝐷(ℰ𝐹 ). Подчеркнем, что это выражение имеет вид, типичный для
диэлектрика.

В рассматриваемом режиме продольное и холловское статические сопротивления можно
определить как

𝜌𝑥𝑥 = lim
𝜔→0

𝜎𝑥𝑥(𝜔)

𝜎2
𝑥𝑥(𝜔) + 𝜎2

𝑥𝑦(𝜔)
, 𝜌𝑥𝑦 = lim

𝜔→0

𝜎𝑦𝑥(𝜔)

𝜎2
𝑥𝑥(𝜔) + 𝜎2

𝑥𝑦(𝜔)
. (3.54)

Используя результаты (3.53), находим

𝜌𝑥𝑥 = ∞, 𝜌𝑥𝑦 = − 𝐵

𝑒𝑐𝑛𝑒

(︂
Γ

4|𝜖𝐹 |

)︂2

. (3.55)

Как видно, продольное сопротивление обращается в бесконечность, а холловское сопротив-
ление остается конечным, но экспоненциально большим. Состояние электронной системы
с таким необычным поведением тензора сопротивления было названо холловским изолято-
ром. Еще раз подчеркнем, в чем состоит необычность холловского изолятора. Обращение
в нуль диссипативной и холловской проводимостей показывает, что электронные состояния
с энергией вдали от центра уровня Ландау локализованы, а значит, электронная система
при нуле температур представляет собой диэлектрик. Однако в таком диэлектрическом со-
стоянии имеется конечное значение постоянной Холла 𝑅 (𝜌𝑥𝑦 = −𝑅𝐵), равной 𝑅 = 1/𝑒𝑐𝑛eff ,
где величину 𝑛eff = 𝑛𝑒(4|𝜖𝐹 |/Γ)2 можно было бы интерпретировать как эффективное число
носителей в случае металлического поведения. Экспериментальное наблюдение холловского
изолятора затруднено наличием конечной температуры.

Задачu:

3.1.1 Оценить c экспоненциальной точностью плотность состояний в хвосте нижнего уровня Ландау
для длинно-коррелированного случайного потенциала: ⟨𝑉 (𝑞)𝑉 (−𝑞)⟩ = 𝛾 exp(−𝑞2𝑑2/2).
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3.1.2 Показать, что отличное от нуля значение 𝑆𝑐𝑙 для 𝜑𝑐𝑙(𝑟) = 𝐴0𝜓0,0(𝜌, 𝜃) + 𝐴1𝜓0,1(𝜌, 𝜃) будет
минимально при 𝐴1 = 0.

3.1.3 В одноинстантонном приближении найти 𝜎(−)
𝑎𝑏 (𝜔) при 𝜔 → 0.
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3.2 Точное решение для плотности состояний на нижнем
уровне Ландау

В этой лекции будем изучать привычный гамильтониан двумерной частицы в перпендику-
лярном магнитном поле в случайном потенциале

ℋ =
1

2𝑚𝑒

(𝑝− 𝑒𝐴)2 + 𝑉 (𝑟). (3.56)

Нашей целью будет вычислить среднюю плотность состояний на нижнем уровне Ландау.
Как мы увидим, это можно сделать точно в пренебрежении подмешиванием других уровней
Ландау.

Случайный потенциал будем характеризовать производящей функцией 𝑔(𝛼), определен-
ной в силу следующего равенства:⟨

exp
(︁
−𝑖
∫︁
𝑑2𝑟𝛼(𝑟)𝑉 (𝑟)

)︁⟩
= exp

(︁∫︁
𝑑2𝑟𝑔[𝛼(𝑟)]

)︁
. (3.57)

В случае 𝛿-коррелированного случайного потенциала 𝑔(𝛼) = −𝛾𝛼2/2.

Другой характерной производящей функцией, которую часто рассматривают являет-
ся 𝑔(𝛼) = 𝜌[𝑒−𝑖𝜆𝛼 − 1]. Она соответствует случаю пуассоновских примесей, когда случай-
ный потенциал равен 𝑉 (𝑟) = 𝜆

∑︀𝒩
𝑗=1 𝛿(𝑟 − 𝑟𝑗), а вероятность иметь 𝒩 примесей равна

exp(−𝜌𝑆)𝜌𝒩/𝒩 !.

Для вычисления усредненной по беспорядку одночастичной функции Грина будем ис-
пользовать представление в виде функционального интеграла

𝒢𝑅ℰ (𝑟, 𝑟′) = − 𝑖

𝑍

∫︁
𝐷𝜑𝐷𝜑*𝜑(𝑟)𝜑(𝑟′) exp

[︁
𝑖

∫︁
𝑑𝑟1𝜑

*(𝑟1)(ℰ −ℋ + 𝑖0)𝜑(𝑟1)
]︁
,

𝑍−1 =

∫︁
𝐷𝜓𝐷𝜓 exp

[︁
𝑖

∫︁
𝑑𝑟1𝜓(𝑟1)(ℰ −ℋ + 𝑖0)𝜓(𝑟1)

]︁
. (3.58)

Здесь 𝜑 – комплексное бозонное поле, а 𝜓 и 𝜓 – грассмановы (фермионные) поля.

Прежде чем проводить усреднение по случайному потенциалу, спроектируем все вы-
ражения на нижний уровень Ландау. Для этого выберем цилиндрическую калибровку
𝐴 = (−𝐵𝑦,𝐵𝑥, 0)/2 и представим бозонные и фермионные поля в виде разложения по базису
волновых функций нижнего уровня Ландау в цилиндрической калибровке, см. ур. (2.13):

𝜑(𝑟) = 𝑢(𝑧)𝑒−|𝑧|2/(4𝑙2𝐻), 𝜑*(𝑟) = 𝑢*(𝑧*)𝑒−|𝑧|2/(4𝑙2𝐻),

𝜓(𝑟) = 𝑣(𝑧)𝑒−|𝑧|2/(4𝑙2𝐻), 𝜓(𝑟) = 𝑣(𝑧*)𝑒−|𝑧|2/(4𝑙2𝐻). (3.59)

Здесь 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 – комплексная координата, а 𝑢(𝑧) – произвольная голоморфная функция.
Аналогично, 𝑣(𝑧) и 𝑣(𝑧) – голоморфные грассмановы функции. Переходя к интегрированию
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по голоморфным функциям, получаем

𝒢𝑅ℰ (𝑟, 𝑟′) ≃ −𝑖
∫︁
𝐷𝑢𝐷𝑢*𝐷𝑣𝐷𝑣 𝑢*(𝑧*)𝑢(𝑧′)𝑒−(|𝑧|2+|𝑧′|2)/4 exp

[︁
𝑖𝜀

∫︁
𝑑𝑧1𝑑𝑧

*
1𝑒

−|𝑧1|2/2

× (𝑢*(𝑧*1)𝑢(𝑧1) + 𝑣(𝑧*1)𝑣(𝑧1))− 𝑖

∫︁
𝑑𝑧1𝑑𝑧

*
1𝑉 (𝑟1)(𝑢

*(𝑧*1)𝑢(𝑧1) + 𝑣(𝑧*1)𝑣(𝑧1))𝑒
−|𝑧1|2/2

]︁
.

(3.60)

Здесь 𝜀 = ℰ − 𝜔𝑐/2 + 𝑖0. Также здесь и далее для удобства мы считаем 𝑙𝐻 = 1. Размерные
единицы будут восстановлены в конечном ответе.

Теперь усредним функцию Грина по случайному потенциалу,

⟨︀
𝒢𝑅ℰ (𝑟, 𝑟′)

⟩︀
= −𝑖

∫︁
𝐷𝑢𝐷𝑢*𝐷𝑣𝐷𝑣 𝑢*(𝑧*)𝑢(𝑧′)𝑒−(|𝑧|2+|𝑧′|2)/4𝑒𝑆,

𝑆 =

∫︁
𝑑𝑧1𝑑𝑧

*
1

{︁
𝑖𝜀𝑒−|𝑧1|2/2(𝑢*𝑢+ 𝑣𝑣) + 𝑔

[︁
(𝑢*𝑢+ 𝑣𝑣)𝑒−|𝑧1|2/2

]︁}︁
. (3.61)

Введем пару грассмановых координат 𝜃 и 𝜃 с обычными условиями нормировки:

∫︁
𝑑𝜃𝑑𝜃

⎛⎝1

𝜃

𝜃

⎞⎠ = 0,

∫︁
𝑑𝜃𝑑𝜃 𝜃𝜃 =

1

𝜋
. (3.62)

Тогда из бозонных и фермионных полей построим комбинированные поля

Φ(𝑧, 𝜃) = 𝑢(𝑧) +
𝜃√
2
𝑣(𝑧), Φ̄(𝑧*, 𝜃) = 𝑢*(𝑧*) + 𝑣(𝑧*)

𝜃√
2
. (3.63)

С помощью полей Φ и Φ̄ можно записать следующее равенство:

𝑢*(𝑧*)𝑢(𝑧) + 𝑣(𝑧*)𝑣(𝑧) = 2𝜋

∫︁
𝑑𝜃𝑑𝜃𝑒−𝜃𝜃/2Φ̄(𝑧*, 𝜃)Φ(𝑧, 𝜃). (3.64)

Для полей Φ и Φ̄ существует еще одно важное соотношение:[︁
2𝜋

∫︁
𝑑𝜃𝑑𝜃𝑒−𝜃𝜃/2Φ̄(𝑧*, 𝜃)Φ(𝑧, 𝜃)

]︁𝑛
=

2𝜋

𝑛

∫︁
𝑑𝜃𝑑𝜃

[︁
𝑒−𝜃𝜃/2Φ̄(𝑧*, 𝜃)Φ(𝑧, 𝜃)

]︁𝑛
. (3.65)

Введем функцию

ℎ(𝑎) =

𝑎∫︁
0

𝑑𝛼

𝛼
𝑔(𝛼), (3.66)

тогда действие можно записать в следующем виде

𝑆 = 2𝜋

∫︁
𝑑𝑧𝑑𝑧*𝑑𝜃𝑑𝜃

[︁
𝑖𝜀𝑒−(|𝑧|2+𝜃𝜃)/2Φ̄Φ + ℎ

(︁
𝑒−(|𝑧|2+𝜃𝜃)/2Φ̄Φ

)︁]︁
. (3.67)

Полученное действие обладает симметрией относительно поворотов в суперсимметричном
пространстве ({𝑧, 𝑧*, 𝜃, 𝜃}):

𝑧 → 𝑧 + 𝜔̄𝜃, 𝑧* → 𝑧* + 𝜃𝜔,

𝜃 → 𝜃 + 𝜔𝑧, 𝜃 → 𝜃 + 𝜔̄𝑧, (3.68)
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где 𝜔 и 𝜔̄ бесконечно малые параметры преобразования. Действительно при таком преобра-
зовании

|𝑧|2 + 𝜃𝜃 → |𝑧|2 + 𝜃𝜃 +𝑂(𝜔𝜔̄). (3.69)

Другая важная симметрия действия – это трансляционная инвариантность:

𝑧 → 𝑧 − 𝑎, 𝑧* → 𝑧* − 𝑎*, 𝜃 → 𝜃 − 𝜔, 𝜃 → 𝜃 − 𝜔̄. (3.70)

При таком преобразовании действие остается инвариантным, если поля Φ и Φ̄ преобразуются
следующим образом

Φ(𝑧 − 𝑎, 𝜃 − 𝜔) = Φ(𝑧, 𝜃) exp
[︁1
2

(︁1
2
|𝑎|2 + 1

2
𝜔𝜔̄ − 𝑧𝑎* − 𝜃𝜔̄

)︁]︁
,

Φ̄(𝑧* − 𝑎*, 𝜃 − 𝜔̄) = Φ̄(𝑧*, 𝜃) exp
[︁1
2

(︁1
2
|𝑎|2 + 1

2
𝜔𝜔̄ − 𝑧*𝑎− 𝜔𝜃

)︁]︁
. (3.71)

Такое правило преобразования полей накладывает ограничение на их парную корреляцион-
ную функцию:

⟨Φ̄(𝑧*1 − 𝑎*, 𝜃1 − 𝜔̄)Φ(𝑧 − 𝑎, 𝜃 − 𝜔)⟩ = ⟨Φ̄(𝑧*, 𝜃)Φ(𝑧, 𝜃)⟩𝑒((𝑧−𝑎)(𝑧*1−𝑎*)+(𝜃−𝜔)(𝜃1−𝜔̄)/2𝑒−(𝑧𝑧*1+𝜃𝜃1)/2.

(3.72)

Как видно, трансляционная симмметрия однозначно фиксирует форму парной корреляци-
онной функции

⟨Φ̄(𝑧*1 , 𝜃1)Φ(𝑧, 𝜃)⟩ = 𝐶𝑒(𝑧𝑧
*
1+𝜃𝜃1)/2, (3.73)

где 𝐶 – неизвестная константа, которую надо найти. Подчеркнем, что на этом этапе задача
свелась к вычислению константы.

Для того, чтобы вычислить константу 𝐶 посмотрим на ряд теории возмущений, где воз-
мущение это функция ℎ в действии. Начнем с затравочной функции Грина, которая опре-
деляется действием 𝑆 при ℎ = 0. Естественно искать затравочную функцию Грина в форме
(3.73). Она должна быть обратным оператором к оператору 2𝜋𝜀𝑖 exp[(|𝑧|2+𝜃𝜃)/2]. Покажем,
что для произвольной функции 𝑓(𝑧, 𝜃) выполняется тождество∫︁

𝑑𝑧1𝑑𝑧
*
1𝑑𝜃1𝑑𝜃1𝑒

(𝑧𝑧*1+𝜃𝜃1)/2𝑒−(|𝑧1|2+𝜃1𝜃1)/2𝑓(𝑧1, 𝜃1) = 𝑓(𝑧, 𝜃), (3.74)

которое означает, что 𝑒(𝑧𝑧*1+𝜃𝜃1)/2 обратный оператор к 𝑒−(|𝑧1|2+𝜃1𝜃1)/2. Если представить функ-
цию 𝑓(𝑧, 𝜃) в виде 𝑓(𝑧, 𝜃) = 𝑓0(𝑧) + 𝜃𝑓1(𝑧), то соотношение (3.74) сведется к выражению

1

2𝜋

∫︁
𝑑𝑧1𝑑𝑧

*
1𝑒
𝑧𝑧*1/2−|𝑧1|2/2𝑓0,1(𝑧1) = 𝑓0,1(𝑧). (3.75)

Имея в виду, что мы работаем с полиномиальными функциями 𝑓(𝑧) =
∑︀∞

𝑛=0 𝑐𝑛𝑧
𝑛 равенство

(3.75) легко проверяется. Равенство (3.74) возначает, что затравочная функция Грина имеет
вид (3.73) с константой 𝐶0 = 1/(2𝜋𝜀𝑖). Заметим, что такое же значение 𝐶0 можно получить
из равенства

𝐶0 =

∫︀
𝑑𝜑𝑑𝜑*𝜑𝜑* exp[2𝜋𝑖𝜀𝜑𝜑*]∫︀
𝑑𝜑𝑑𝜑* exp[2𝜋𝑖𝜀𝜑𝜑*]

. (3.76)

Рассмотрим теперь поправку первого порядка по ℎ в 𝐶. Для простоты рассуждений
будем рассматривать случай 𝛿-коррелированного потенциала, ℎ(𝛼) = −𝛾𝛼2/4. Эта поправка
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дается диаграммой, изображенной на Рис. ??, и имеет вид

−𝜋𝛾𝐶
3
0

2

∫︁
𝑑𝑧2𝑑𝑧

*
2𝑑𝜃2𝑑𝜃2𝑒

(𝑧𝑧*2+𝜃𝜃2)/2𝑒−(|𝑧2|2+𝜃2𝜃2)𝑒(|𝑧2|
2+𝜃2𝜃2)/2𝑒(𝑧2𝑧

*
1+𝜃2𝜃1)/2

= −𝛾𝐶
3
0

4
𝑒𝜃𝜃1/2

∫︁
𝑑𝑧2𝑑𝑧

*
2𝑒

−(𝑧2−𝑧)(𝑧*2−𝑧*1 )/2+𝑧𝑧*1/2 = − 𝛾

(4𝜋)2𝑖𝜀3
𝑒(𝑧𝑧

*
1+𝜃𝜃1)/2. (3.77)

Во-первых, мы действительно видим, что в теории возмущений форма (3.73) для функции
Грина сохраняется. Во-вторых, полученный ответ для поправки к C первого порядка по 𝛾
можно получить из разложения по 𝛾 следующего выражения

𝐶 =

∫︀
𝑑𝜑𝑑𝜑*𝜑𝜑* exp[2𝜋𝑖𝜀𝜑𝜑* − 𝜋𝛾(𝜑𝜑*)2/2]∫︀
𝑑𝜑𝑑𝜑* exp[2𝜋𝑖𝜀𝜑𝜑* − 𝜋𝛾(𝜑𝜑*)2/2]

. (3.78)

Можно показать, что выражение (3.78) дает точное выражение для 𝐶 для случая 𝛿-
коррелированного случайного потенциала [46]. Дело в том, что из-за суперсимметрии дей-
ствия вершины в точности сокращают функции Грина и единственно, что остается, это
комбинаторные факторы для вкладов соответствующего порядка по 𝛾. Интегралы в ур.
(3.78) воспроизводят правильные комбинатроные факторы.

Обобщение на случай произвольной функции 𝑔(𝛼) делается прямолинейно. В этом случае
величина 𝐶 равна [47]

𝐶 =
1

2𝜋𝑖

𝜕

𝜕𝜀
ln

∞∫︁
0

𝑑𝑡 𝑒2𝜋𝑖𝜀𝑡+2𝜋ℎ(𝑡). (3.79)

Соответственно для плотности состояний на нижнем уровне Ландау получаем

𝐷(ℰ) = 1

2𝜋2𝑙2𝐻
Im

𝜕

𝜕𝜀
ln

∞∫︁
0

𝑑𝑡 𝑒2𝜋𝑖𝜀𝑡+2𝜋ℎ(𝑡). (3.80)

Если cлучайного потенциала нет, то ℎ = 0 и из выражения (3.80) получается тривиальный
ответ 𝐷(ℰ) = 𝛿(ℰ − 𝜔𝑐/2)/(2𝜋𝑙

2
𝐻).

Для случая 𝛿-коррелированного случайного потенциала находим

𝐷(ℰ) = 1

2𝜋𝑙2𝐻

4

𝜋3/2Γ

𝑒(2𝜀/Γ)
2

1 + erfi2(2𝜀/Γ)
, erfi(𝑥) =

2√
𝜋

𝑥∫︁
0

𝑑𝑡 𝑒𝑡
2

. (3.81)

Отметим, что в центре уровня Ландау, 𝜀 = 0, самосогласованное борновское приближение,
см. ур. (2.130), дает параметрически правильный ответ для нижнего уровня Ландау. Однако
точный ответ в 2/

√
𝜋 раз больше ответа из самосогласованного борновского приближения.

Точное решение (3.81) при |𝜖| ≫ Γ воспроизводит асимптотику (3.37).

Задачu:

3.2.1 Найти связанную 𝑘-точечную корреляционную функцию случайного потенциала для случая
пуассоновских примесей.
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3.2.2 Доказать соотношение (3.65).

3.2.3 Вычислить значение 𝑑ReΣ𝑅ℰ /𝑑ℰ в центре нижнего уровня Ландау для случай 𝛿-
коррелированного случайного потенциала. Сравнить с предсказанием самосогласованного
борновского приближения.

3.2.4 Вычислить значение полной энергии электроно для заполненного наполовину нижнего уровня
Ландау для случай 𝛿-коррелированного случайного потенциала. Сравнить с предсказанием
самосогласованного борновского приближения.
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3.3 Хвосты плотности состояний на высоких уровнях
Ландау

В этом разделе мы начнем выводить нелинейную 𝜎-модель с топологическим членом
для двумерного электронного газа с 𝛿-коррелированным случайным потенциалом. При этом
будем считать, что примесей достаточно много (𝑛imp ≫ 𝑛𝐿) для полного снятия вырождения
на уровне Ландау.

Представим как и в предыдущих лекциях функцию Грина для гамильтониана ℋ в виде
следующего функционального интеграла:

𝒢𝑅,𝐴ℰ (𝑟, 𝑟′) =
𝑖
∫︀
𝒟𝜓𝒟𝜓𝜓(𝑟)𝜓(𝑟′)𝑒−𝑖

∫︀
𝑑𝑟 𝜓(𝑟)(ℰ−ℋ±𝑖0)𝜓(𝑟)∫︀

𝒟𝜓𝒟𝜓 𝑒−𝑖
∫︀
𝑑𝑟 𝜓(𝑟)(ℰ−ℋ±𝑖0)𝜓(𝑟) , (3.82)

где 𝜓(𝑟) и 𝜓(𝑟) грассмановы (фермионные) поля. Тогда усредненную по беспорядку плот-
ность состояний можно записать в виде:

𝐷(ℰ) = − 1

2𝜋𝒮
lim
𝜂→0

𝜕𝜂

⟨
ln

∫︁
𝒟𝜓𝒟𝜓 𝑒

−𝑖
∫︀
𝑑𝑟

∑︀
𝑝=±

𝜓𝑝(𝑟)(ℰ−ℋ+𝑖𝑝𝜂)𝜓𝑝(𝑟)
⟩
. (3.83)

Здесь мы ввели два набора грассманновых полей, 𝜓+(𝑟), 𝜓+(𝑟) и 𝜓−(𝑟), 𝜓−(𝑟), для того,
чтобы одновременно работать с запаздывающей и опережающей функциями Грина.

Для усреднения по случайному потенциалу 𝑉 (𝑟), который мы предполагаем 𝛿-
коррелированным и нормально распределенным, будем использовать метод реплик. Вос-
пользуемся соотношением

ln𝑍 = lim
𝑛→0

𝑍𝑛 − 1

𝑛
. (3.84)

Тогда, зная среднее от величины 𝑍𝑛 для всех натуральных значений 𝑛 и продолжив ре-
зультат аналитически на все неотрицательные значения 𝑛, в пределе 𝑛 → 0 мы получим
среднее от ln𝑍. Для вычисления величины 𝑍𝑛 нам понадобится 2𝑛 грассманновых полей
𝜓𝑝𝛼 = (𝜓+

1 , . . . , 𝜓
+
𝑛 , 𝜓

−
1 , . . . , 𝜓

−
𝑛 ). Усредненная по реализациям случайного потенциала плот-

ность состояний может быть записана как

𝐷(ℰ) = − 1

2𝜋𝑛𝒮
lim
𝜂→0

𝜕𝜂⟨𝑍𝑛[𝜂]⟩, (3.85)

где

⟨𝑍𝑛[𝜂]⟩ =
∫︁

𝒟[𝑉 ]𝑒−
1
2𝛾

∫︀
𝑑𝑟𝑉 2(𝑟)

∫︁
𝒟𝜓𝒟𝜓 𝑒

−𝑖
∫︀
𝑑𝑟

∑︀
𝛼,𝑝

𝜓𝑝
𝛼(𝑟)(ℰ−ℋ0−𝑉 (𝑟)+𝑖𝑝𝜂)𝜓𝑝

𝛼(𝑟)

×
(︁
𝒟[𝑉 ]𝑒−

1
2𝛾

∫︀
𝑑𝑟𝑉 2(𝑟)

)︁−1

. (3.86)

Интегрируя по полю 𝑉 (𝑟) находим (с точностью до несущественных постоянных множите-
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лей):

⟨𝑍𝑛[𝜂]⟩ =
∫︁

𝒟𝜓𝒟𝜓 exp
{︁
−𝑖
∫︁
𝑑𝑟
∑︁
𝛼,𝑝

𝜓𝑝𝛼(𝑟)[ℰ −ℋ0 + 𝑖𝑝𝜂]𝜓𝑝𝛼(𝑟)

− 𝛾

2

∫︁
𝑑𝑟
[︁∑︁
𝛼,𝑝

𝜓𝑝𝛼(𝑟)𝜓
𝑝
𝛼(𝑟)

]︁2}︁
. (3.87)

Рассмотрим более подробно четверной (по грассманновым полям) член, записанный во вто-
рой строке ур. (3.87). Перейдем в импульсное представление, тогда получим

∫︁
𝑑𝑟

[︃∑︁
𝛼,𝑝

𝜓𝑝𝛼(𝑟)𝜓
𝑝
𝛼(𝑟)

]︃2
=
∑︁
𝛼𝛽,𝑝𝑝′

∫︁ (︃ 4∏︁
𝑗=1

𝑑𝑞𝑗
(2𝜋)2

)︃
(2𝜋)2𝛿

(︃
4∑︁
𝑗=1

𝑞𝑗

)︃
×𝜓𝑝𝛼(−𝑞1)𝜓

𝑝
𝛼(𝑞2)𝜓

𝑝′

𝛽 (−𝑞3)𝜓
𝑝′

𝛽 (𝑞4). (3.88)

Для дальнейшего удобно явно выделить явно один из трех независимых импульсов в ур.
(3.88) и считать его малым по-сравнению с остальными. Так как существует всего три воз-
можности, то получим (малый импульс обозначаем 𝑞):

ур. (3.88) ≃
∑︁
𝛼𝛽,𝑝𝑝′

∫︁
𝑑𝑞1𝑑𝑞2𝑑𝑞

(2𝜋)6

{︁
𝜓𝑝𝛼(𝑞1)𝜓

𝑝
𝛼(𝑞2)𝜓

𝑝′

𝛽 (𝑞2 + 𝑞)𝜓𝑝
′

𝛽 (𝑞1 + 𝑞)

+ 𝜓𝑝𝛼(𝑞1)𝜓
𝑝
𝛼(𝑞1 − 𝑞)𝜓

𝑝′2
𝛽 (𝑞2)𝜓

𝑝′

𝛽 (𝑞2 + 𝑞)

+ 𝜓𝑝𝛼(𝑞1)𝜓
𝑝
𝛼(𝑞2)𝜓

𝑝′

𝛽 (−𝑞1 − 𝑞)𝜓𝑝
′

𝛽 (−𝑞2 − 𝑞)
}︁
. (3.89)

Рассмотрим первый член в формуле (3.89). Вклад от него можно записать в следующем
виде −2

∫︀
𝑑2𝑟

∑︀
𝑗>𝑘 𝐴𝑗𝑘(𝑟) ·𝐵𝑘𝑗(𝑟), где 𝑗 = (𝑝, 𝛼) – комбинированный индекс, символ “·” озна-

чает, что при фурье-преобразовании соответствующий импульс мал, а кососимметричные
матрицы определены как

𝐴𝑗𝑘 =

{︃
𝜓𝑗𝜓𝑘, 𝑗 > 𝑘,

0, 𝑗 ⩽ 𝑘,
, 𝐵𝑗𝑘 =

{︃
𝜓𝑗𝜓𝑘, 𝑗 < 𝑘,

0, 𝑗 ⩾ 𝑘.
(3.90)

Подчеркнем, что так 𝜓𝑗 и 𝜓𝑗 совершенно независимые грассмановые переменные, то матри-
цы 𝐴 и 𝐵 никак не связаны друг с другом. Напомним теперь следующие выражения для
преобразования Хаббарда-Стратоновича с матрицами:

𝑒𝛾 tr𝑋
2/2 ∼

∫︁
𝐷[𝑃 ]𝑒− tr𝑃 2/(2𝛾)+tr𝑋𝑃𝑇

, 𝑒−𝛾 tr𝑋
2/2 ∼

∫︁
𝐷[𝑅]𝑒− tr𝑅2/(2𝛾)+𝑖 tr𝑋𝑅𝑇

. (3.91)

Здесь знак ∼ означает, что опущен нормировочный множитель. Также 𝐷[𝑃 ] обозначает
интегрирование по всем независимым матричным элементам матрицы 𝑃 . Для сходимости
интегралов удобно считать матрицы 𝑃 и 𝑅 эрмитовыми, т.к. тогда их собственные значения
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действительные. Используя эти формулы запишем

exp

[︃
−𝛾
2

∑︁
𝛼𝛽,𝑝𝑝′

∫︁
𝑑𝑞1𝑑𝑞2𝑑𝑞

(2𝜋)6
𝜓𝑝𝛼(𝑞1)𝜓

𝑝
𝛼(𝑞2)𝜓

𝑝′

𝛽 (𝑞2 + 𝑞)𝜓𝑝
′

𝛽 (𝑞1 − 𝑞)

]︃
= exp

[︂
𝛾

∫︁
𝑑𝑟 tr𝐴(𝑟) ·𝐵(𝑟)

]︂
= exp

[︂
𝛾

2

∫︁
𝑑2𝑟 tr(𝐴+𝐵)2 − 𝛾

2

∫︁
𝑑𝑟 tr(𝐴−𝐵)2

]︂
=

∫︁
𝒟[𝑃 ]𝒟[𝑅] exp

[︁
− 1

2𝛾

∫︁
𝑑𝑟 tr(𝑃 2 +𝑅2)

+

∫︁
𝑑𝑟
∑︁
𝑗>𝑘

𝜓𝑗(𝑃 + 𝑖𝑅)𝑗𝑘𝜓𝑘 +

∫︁
𝑑𝑟
∑︁
𝑗<𝑘

𝜓𝑗(𝑃 − 𝑖𝑅)𝑗𝑘𝜓𝑘

]︁
. (3.92)

Введем теперь матрицу 𝑄(𝑟) с элементами

𝑄𝑗𝑘 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑃𝑗𝑘 + 𝑖𝑅𝑗𝑘, 𝑗 > 𝑘

𝑆𝑗, 𝑗 = 𝑘

𝑃𝑗𝑘 − 𝑖𝑅𝑗𝑘, 𝑗 < 𝑘,

(3.93)

где 𝑆𝑗–набор произвольных действительных функций. Построенная таким образом медлен-
ная матрица 𝑄(𝑟) является эрмитовой, 𝑄 = 𝑄†. С помощью нее преобразование Хаббарда–
Стратоновича записывается следующим образом

exp

[︃
−𝛾
2

∑︁
𝛼𝛽,𝑝𝑝′

∫︁
𝑑𝑞1𝑑𝑞2𝑑𝑞

(2𝜋)6
𝜓𝑝𝛼(𝑞1)𝜓

𝑝
𝛼(𝑞2)𝜓

𝑝′

𝛽 (𝑞2 + 𝑞)𝜓𝑝
′

𝛽 (𝑞1 − 𝑞)

]︃

→
∫︁

𝒟[𝑄] exp
[︁∫︁

𝑑𝑟𝜓(𝑟)𝑄(𝑟)𝜓(𝑟)− 1

2𝛾

∫︁
𝑑𝑟Tr𝑄2(𝑟)

]︁
. (3.94)

Здесь опять опущены несущественные нормировочные множители.

Аналогичным образом можно было бы ввести медленные переменные для членов чет-
вертого порядка по грассманновым переменным в предпоследней и последней строчках
ур. (3.89). Однако, в первом случае медленное поле описывало бы медленные флуктуации
химического потенциала, которые не приводят к существенным эффектам, так как остав-
ляют реплики невзаимодействующими. Во втором случае, медленное поле описывало бы
корреляции в канале частица-частица (корреляции приводящие к сверхпроводимости в при-
сутствие притяжения), которые подавляются перпендикулярным магнитным полем на мас-
штабах больших магнитной длины. Таким образом, опуская эти два вклада, можно записать
приближенное равенство

exp
[︁
−𝛾
2

∫︁
𝑑𝑟

[︃
𝑝∑︁
𝛼

𝜓𝑝𝛼(𝑟)𝜓
𝑝
𝛼(𝑟)

]︃2]︁
≃
∫︁

𝒟𝑄 exp
[︁∫︁

𝑑𝑟𝜓(𝑟)𝑄(𝑟)𝜓(𝑟)− 1

2𝛾

∫︁
𝑑𝑟 tr𝑄2(𝑟)

]︁
.

(3.95)
Если проварьировать правую часть ур. (3.95) по 𝑄, то классические уравнения движения
будут иметь вид 𝑄𝑝𝑝′

𝛼𝛽 (𝑟) ∼ ⟨𝜓𝑝𝛼(𝑟)𝜓
𝑝′

𝛽 (𝑟)⟩. Таким образом, матричное поле 𝑄(𝑟) имеет смысл
квазиклассической функции Грина – объекта хорошо известного в теории сверхпроводимо-
сти.

После введения матричного поля 𝑄(𝑟) согласно ур. (3.94), действие в ур. (3.87) стано-
вится квадратичным по грассманновым полям 𝜓𝑝𝛼 и 𝜓𝑝𝛼 так, что по ним легко провести
интегрирование. Сдвигая матрицу 𝑄(𝑟): 𝑄→ 𝑄− Λ, где матрица Λ определена как

Λ𝑝𝑝
′

𝛼𝛽 = 𝑝𝛿𝑝𝑝
′
𝛿𝛼𝛽. (3.96)
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Тогда находим

⟨𝑍𝑛[𝜂]⟩ =
∫︁

𝒟𝑄 exp
(︁
−𝑆[𝑄] + 𝜂

𝛾
TrΛ𝑄

)︁
, (3.97)

где
𝑆[𝑄] =

1

2𝛾
Tr𝑄2 − Tr ln

(︀
ℰ −ℋ0 + 𝑖𝑄

)︀
. (3.98)

Здесь Tr обозначает интегрирование по двумерной плоскости и взятие следа по индексам
матрицы 𝑄. С помощью действия 𝑆[𝑄] усредненную плотность состояний можно вычислить
как

⟨𝒟(ℰ)⟩ = lim
𝑛→0

1

2𝜋𝑛𝒮𝛾
⟨TrΛ𝑄⟩𝑆, (3.99)

где среднее ⟨· · · ⟩𝑆 в правой части равенства вычисляется с действием 𝑆[𝑄].

Рассмотрим классическое уравнение движения для действия 𝑆[𝑄], т.е. уравнение
𝛿𝑆[𝑄]/𝛿𝑄 = 0. Оно имеет вид

1

𝛾
𝑄(𝑟) = 𝑖⟨𝑟| 1

ℰ −ℋ0 + 𝑖𝑄
|𝑟⟩. (3.100)

Будем искать решение этого уравнения в диагональном виде (𝑄sp)
𝑝𝑝′

𝛼𝛽 = 𝑞𝑝𝛿𝑝𝑝
′
𝛿𝛼𝛽. Будем

рассматривать предел хорошо разделенных уровней Ландау: 𝜔𝑐 ≫ Γ = 2
√
𝛾𝑛𝐿. Тогда решая

ур. (3.100) в для энергии ℰ , расположенной вблизи центра 𝑁 -ого уровня Ландау, находим

𝑞𝑝 =
𝑖𝜀

2
+
𝑝

2
Γ(𝜀), Γ(𝜀) =

√
Γ2 − 𝜀2, (3.101)

где 𝜀 = ℰ − 𝜔𝑐(𝑁 + 1/2). Заметим, что на седловом решении 𝑞𝑝 не является действительной
величиной, т.е. матрица не является эрмитовой. Это означает, что экстремальная точка
лежит вне первоночального контура интегрирования (𝑄 = 𝑄†) в функциональном интеграле
по 𝑄. Подставляя седловое решение в ур. (3.99), находим усредненную плотность состояний

𝒟(𝜀) = 2𝑛𝐿Γ(𝜀)/𝜋Γ
2. (3.102)

Как видно, тривиальное решение классических уравнений движения для действия 𝑆[𝑄] при-
водит к ответу для плотности состояний, который соответствует самосогласованному бор-
новскому приближению, см. ур. (2.130).

Далее с помощью действия 𝑆[𝑄] мы вычислим плотность состояний на высоких уровнях
Ландау, 𝑁 ≫ 1, для энергий вдали от середины уровня Ландау, 𝜀 > Γ. Аналогичная задача
для нижнего уровня Ландау рассматривалась в предыдущей лекции. В изложении будем
следовать работе [49].

Как известно, хвосты плотности состояний связаны с редкими, оптимальными, флук-
туациями случайного потенциала [50]. В подходе эффективного действия 𝑆[𝑄] оптималь-
ной флуктуации случайного потенциала соответствует неоднородное решение классических
уравнений движения (3.100). Будем искать такое решение в виде малой поправки к однород-
ному решению: 𝑄(𝑟) = 𝑄sp + ∆(𝑟). Будем предполагать, что ∆(𝑟) меняется на масштабах
порядка циклотронного радиуса 𝑅𝑐 = 𝑙𝐻

√
2𝑁 + 1. В дальнейшем будем также считать, что

выполняются условия 0 < 𝜀− Γ ≪ Γ. Удобно расскладывать по ∆(𝑟) не классические урав-
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нения движения (3.100), а действие 𝑆[𝑄]:

𝑆[𝑄] = 𝑆[𝑄sp] +
1

2𝛾
Tr
(︁
∆+ 2𝑄sp

)︁
∆− Tr ln(1 + 𝑖∆𝐺sp) = 𝑆[𝑄sp]

+
1

2𝛾
Tr∆2 − 1

2
Tr∆𝐺sp∆𝐺sp +

𝑖

3
Tr∆𝐺sp∆𝐺sp∆𝐺sp + · · · (3.103)

Заметим, что в разложении по ∆ нет линейных членов, т.к. 𝑄sp является решением классиче-
ского уравнения движения. Мы ввели функцию Грина, отвечающую однородному решению,
спроектированную на 𝑁 -ый уровень Ландау, которая для 𝜀 > Γ имеет вид (см. ур. (2.129) и
задачу 2.4.5):

𝐺sp(𝑟, 𝑟
′) = ⟨𝑟|𝑃𝑁

1

ℰ −ℋ0 + 𝑖𝑄sp

𝑃𝑁 |𝑟′⟩ = 2

𝜀+ |Γ(𝜀)|
𝑃𝑁(𝑟, 𝑟

′). (3.104)

Напомним, что проекционный оператор на 𝑁 -ый уровень Ландау имеет вид, см. ур. (2.112),

𝑃𝑁(𝑟, 𝑟
′) = 𝑛𝐿𝑒

𝑖(𝑦−𝑦′)(𝑥+𝑥′)/2𝑙2𝐻𝑒−|𝑟−𝑟′|2/4𝑙2𝐻𝐿𝑁

(︂
|𝑟 − 𝑟′|2

2𝑙2𝐻

)︂
. (3.105)

Подставляя ур. (3.104) в разложение (3.103) и ограничиваясь членами не старше третьей
степени по ∆(𝑟), найдем

𝑆[𝑄] = 𝑆[𝑄sp] +
1

2𝛾

∫︁
𝑑𝑟 tr∆2(𝑟)− 2

Γ4

∫︁
𝑑𝑟1𝑑𝑟2𝑃𝑁(𝑟1, 𝑟2)𝑃𝑁(𝑟2, 𝑟1) tr∆(𝑟1)[𝜀− |Γ(𝜀)|]

×∆(𝑟2)[𝜀− |Γ(𝜀)|] + 8𝑖

3Γ6

∫︁
𝑑𝑟1𝑑𝑟2𝑑𝑟3𝑃𝑁(𝑟1, 𝑟2)𝑃𝑁(𝑟2, 𝑟3)𝑃𝑁(𝑟3, 𝑟1)

× tr∆(𝑟1)[𝜀− |Γ(𝜀)|]∆(𝑟2)[𝜀− |Γ(𝜀)|]∆(𝑟3)[𝜀− |Γ(𝜀)|]. (3.106)

Считая, что выполняется условие |Γ(𝜀)| ≪ Γ, и используя ассимптотическое поведение по-
линомов Лагерра при больших значениях индекса, ур. (2.118) (т.е. используя тот факт, что
проекционный оператор меняется на масштабах порядка циклотронного радиуса 𝑅𝑐), нахо-
дим

𝑆[𝑄] ≈ 𝑆[𝑄sp] +
2𝑛𝐿
Γ2

∫︁
𝑑𝑟 tr∆2(𝑟)− 2𝑛2

𝐿

Γ4
(𝜀− |Γ(𝜀)|)2

∫︁
𝑑2𝑞

(2𝜋)2
𝑓(𝑞) tr∆(𝑞)∆(−𝑞)

+
8𝑖𝑛𝐿
3Γ3

∫︁
𝑑𝑟 tr∆3(𝑟). (3.107)

При выводе мы использовали следующее простое свойство проекционного оператора:∫︁
𝑑𝑟2𝑃𝑁(𝑟1, 𝑟2)𝑃𝑁(𝑟2, 𝑟3) = 𝑃𝑁(𝑟1, 𝑟3). (3.108)

Функция 𝑓(𝑞) определена как

𝑓(𝑞) =

∫︁
𝑑𝑟𝑒𝑖𝑞𝑟𝑒−𝑟

2/2𝑙2𝐻𝐿2
𝑁

(︂
𝑟2

2𝑙2𝐻

)︂
= 𝑛−1

𝐿 𝑒−𝑞
2𝑙2𝐻/2𝐿2

𝑁

(︂
𝑞2𝑙2𝐻
2

)︂
≃ 𝑛−1

𝐿 𝐽2
0 (𝑞𝑅𝑐). (3.109)

В последнем приближенном равенстве мы использовали асимптотику полиномов Лагерра
при больших значениях индекса, ур. (2.118). Таким образом, функция 𝑓(𝑞) имеет следующее
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разложение при 𝑞𝑅𝑐 ≪ 1:
𝑓(𝑞) = 𝑛−1

𝐿

(︁
1− 𝑞2𝑅2

𝑐/2
)︁
. (3.110)

Ограничиваясь в итоге членами низшего порядка по |Γ(𝜀)|/Γ ≪ 1, мы приходим к следую-
щему выражению

𝑆[𝑄] = 𝑆[𝑄sp] +
𝑛𝐿𝑅

2
𝑐

Γ2
Tr(∇∆(𝑟))2 +

4𝑛𝐿|Γ(𝜀)|
Γ3

Tr∆2(𝑟) +
8𝑖𝑛𝐿
3Γ3

Tr∆3(𝑟). (3.111)

Варьируя действие 𝑆[𝑄] по ∆(𝑟), находим классическое уравнение движения:

𝑅2
𝑐∇2∆sp(𝑟)−

4|Γ(𝜀)|
Γ

∆sp(𝑟)−
4𝑖∆2

sp(𝑟)

Γ
= 0 (3.112)

Значение действия на решении классического уравнения движения равно

𝑆[𝑄sp +∆sp] = 𝑆[𝑄sp]−
4𝑖𝑛𝐿
3Γ3

Tr∆3
sp(𝑟). (3.113)

Заметим, что величина 𝑆[𝑄sp] пропорциональна числу реплик 𝑛, а значит не дает вклада в
репличном пределе 𝑛→ 0. Так как, мы хотим найти конечный вклад в действие от решения
∆sp, будем искать его в виде:

(∆sp)
𝑝𝑝′

𝛼𝛽 (𝑟) = 𝑖|Γ(𝜀)|𝑔(𝑟/𝑟0)𝛿𝑝𝑝
′
𝛿𝛼𝛽[1− 𝛿𝛼𝛼0 ], (3.114)

где 𝛼0 – обозначает какую-то одну выделенную реплику, величина 𝑟0 = (𝑅𝑐/2)
√︀

Γ/|Γ(𝜀)| ≫
𝑅𝑐, а функция 𝑔(𝑥) удовлетворяет следующему уравнению, не содержащему размерных па-
раметров:

1

𝑥

𝑑

𝑑𝑥

(︂
𝑥
𝑑𝑔

𝑑𝑥

)︂
− 𝑔 + 𝑔2 = 0. (3.115)

Уравнение (3.115) должно решаться при граничных условиях lim
𝑥→0

𝑥𝑔(𝑥) = 0 и 𝑔(∞) = 0. Для
действия на решении 𝑄sp +∆sp находим

𝑆[𝑄sp +∆sp] = 𝑆[𝑄sp]−
2𝜋𝑛𝐿𝑅

2
𝑐 |Γ(𝜀)|2

3Γ2
(𝑛− 1)𝐽, 𝐽 =

∫︁ ∞

0

𝑑𝑥 𝑥𝑔3(𝑥). (3.116)

Поведение функции 𝑔(𝑥) на больших и малых значениях аргумента может быть найдено
аналитически:

𝑔(𝑥) =

{︃
𝑎+ (𝑎2 − 𝑎)𝑥2/4 , 𝑥→ 0

𝑏 𝑥−1/2𝑒−𝑥 , 𝑥→ ∞
(3.117)

Константа 𝑎 фиксируется поведением на бесконечности. С помощью численного решения
уравнения (3.115), находим, что параметр 𝑎 ≃ 2.39, а величина 𝐽 ≃ 4.80. Поведение решения
показано на Рис. 3.2.

Таким образом, мы нашли ненулевой в репличном пределе вклад в действие 𝑆[𝑄sp]. Это
означает, что при |Γ(𝜀)| ≪ Γ плотность состояний будет вести себя как

𝐷(ℰ) ∝ exp

[︂
−2(2𝑁 + 1)𝐽

3

(︂
|𝜀|
Γ

− 1

)︂]︂
. (3.118)

Описанный выше подход справедлив, когда выполняется условие (|𝜀| − Γ)/Γ ≪ 1. Кроме
этого необходимо условие (|𝜀| − Γ)/Γ ≫ 1/𝑁 , гарантирующее большое значение величины
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Рис. 3.2: Поведение функции 𝑔(𝑥), являющейся решением ур. (3.115).

действия в экспоненте.
Для того, чтобы найти предэкспоненту необходимо учесть гауссовы флуктуации вокруг

решения ∆sp. Заметим, что решение ∆sp является решением, соответствующим максиму-
му действия. Поэтому среди собственных значений флуктуационных мод есть одна с отри-
цательным собственным значением. Этот факт обеспечит действительность инстантонного
вклада в плотность состояний. Аккуратный учет гауссовых флуктуаций приводит к ответу
(см. работу [49])

𝐷(ℰ) = const𝑛𝐿
(︂
|𝜀| − Γ

Γ

)︂
exp

[︂
−2(2𝑁 + 1)𝐽

3

(︂
|𝜀|
Γ

− 1

)︂]︂
(3.119)

В итоге, выход за рамки самосогласованного борновского приближения приводит у появ-
лению хвоста плотности состояний при энергиях |𝜀| > Γ, в согласии с тем, что изображено
на Рис. 2.8.

Задачu:

3.3.1 Численно исследовать уравнение (3.115) и проверить, что 𝑎 ≃ 2.39.

3.3.2 Показать, что у линейного оператора, соответствующего нелинейному уравнению (3.115),

ℒ = −1

𝑥

𝑑

𝑑𝑥

(︂
𝑥
𝑑

𝑑𝑥

)︂
+ (1− 2𝑔(𝑥)),

где 𝑔(𝑥) – решение ур. (3.115), есть одно отрицательное собственное значение. Найти численно
его величину и собственную функцию.
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Глава 4

Вывод нелинейной сигма-модели

Введение
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4.1 Вывод нелинейной сигма-модели: разделение массив-
ных и безмассовых мод

В этом разделе мы продолжим вывод нелинейной 𝜎-модели с топологическим членом
для двумерного электронного газа с 𝛿-коррелированным случайным потенциалом. В этой
лекции мы будем следовать работе [51].

Начнем с разделения массивных и безмассовых мод. Последние определяют поведение
физических наблюдаемых на больших расстояниях (в гидродинамическом пределе). Их на-
личие связано с тем, что действие 𝑆[𝑄] в ур. (3.98) имеет очевидную симметрию относитель-
но глобальных унитарных поворотов матрицы: 𝑄(𝑟) → 𝑇−1𝑄(𝑟)𝑇 , где 𝑇−1 = 𝑇 †.

Представим матрицу 𝑄 в следующем виде:

𝑄(𝑟) = 𝑇−1(𝑟)𝑃 (𝑟)𝑇 (𝑟), (4.1)

где матрица 𝑃 коммутирует с матрицей Λ: [𝑃,Λ] = 0, а матрица 𝑇 - нет: [𝑇,Λ] ̸= 0. Это
означает, что матрица 𝑃 имеет следующий, блок-диагональный вид: 𝑃 𝑝𝑝′

𝛼𝛽 = 𝑃 𝑝
𝛼𝛽𝛿

𝑝𝑝′ . Заметим,
что для удовлетворения условия 𝑄 = 𝑄† необходимо, чтобы выполнялись соотношения:
𝑇−1 = 𝑇 † и 𝑃 = 𝑃 †. После такого разделения ур. (3.97) принимает следующий вид

⟨𝑍𝑛[𝜂]⟩ =
∫︁

𝒟[𝑇 ]

∫︁
𝒟[𝑃 ] 𝑒−𝒮0[𝑃 ]−𝒮int[𝑃,𝑇 ], (4.2)

где

𝒮0[𝑃 ] = − ln 𝐼[𝑃 ] +
1

2𝛾
Tr𝑃 2 − Tr ln(ℰ −ℋ0 + 𝑖𝑃 ) (4.3)

𝒮int[𝑃, 𝑇 ] = −𝜂
𝛾
Tr𝑇Λ𝑇−1𝑃 − Tr ln(1 +𝐵[𝑇 ]𝐺).

В действие 𝒮0[𝑃 ], которое определяет динамику массивных мод 𝑃 , вносит вклад якобиан
преобразования (4.1). Он имеет вид детерминанта Вандермонта:

𝐼[𝑃 ] =
∏︁
𝛼,𝛽

(𝑝+𝛼 − 𝑝−𝛽 )
2, (4.4)

где 𝑝±𝛼 – собственные значения матрицы 𝑃±
𝛼𝛽. Также мы ввели функцию Грина в присутствие

поля 𝑃 , и изменение гамильтониана из-за калибровочного поворота на матрицу 𝑇 :

𝐺−1 = ℰ −ℋ0 + 𝑖𝑃, 𝐵[𝑇 ] = ℋ0 − 𝑇ℋ0𝑇
−1. (4.5)

Определим эффективное действие для безмассовых мод 𝑇 следующим образом:

𝒮eff[𝑇 ] = − ln

∫︁
𝒟[𝑃 ] 𝑒−𝒮0[𝑃 ]−𝒮int[𝑃,𝑇 ]. (4.6)

Будем считать, что поле 𝑇 меняется на масштабах 𝐿≫ 𝑅𝑐, т.е. медленно, тогда эффективное
действие может быть найдено с помощью градиентного разложения (аналогично тому, как
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делалось в предыдущем разделе):

𝒮eff[𝑇 ] ≈ ⟨𝒮int[𝑃, 𝑇 ]⟩𝑃 − 1

2
⟨⟨𝒮int[𝑃, 𝑇 ] · 𝒮int[𝑃, 𝑇 ]⟩⟩𝑃

=− 𝜂

𝛾
Tr𝑇Λ𝑇−1⟨𝑃 ⟩𝑃 − Tr𝐵[𝑇 ]⟨𝐺⟩𝑃

+
1

2
Tr⟨𝐵[𝑇 ]𝐺𝐵[𝑇 ]𝐺⟩𝑃 − 1

2
⟨⟨Tr𝐵[𝑇 ]𝐺 · Tr𝐵[𝑇 ]𝐺⟩⟩𝑃 , (4.7)

где ⟨. . . ⟩𝑃 означает усреднение с весом exp(−𝒮0[𝑃 ]), а ⟨⟨𝐴 · 𝐵⟩⟩ = ⟨𝐴𝐵⟩ − ⟨𝐴⟩⟨𝐵⟩ означает
приведенное среднее.

Для нахождения эффективного действия 𝒮eff[𝑇 ] требуется явное вычисление средних по
массивным модам 𝑃 в ур. (4.7). Для упрощения изложения будем считать, что нас ин-
тересует интервал энергий ℰ вблизи центра 𝑁 -ого уровня Ландау, так что |𝜀| < Γ. Тогда,
представим поле 𝑃 в виде 𝑃 = 𝑃sp+𝛿𝑃 , где 𝑃sp ≡ 𝑄sp - решениe седлового уравнения (3.100).
Условие |𝜀| < Γ гарантирует, что плотность состояний в самосогласованном борновском при-
ближении не равна нулю: 𝐷sp(ℰ) ̸= 0. Мы специально добавили нижний индекс sp, чтобы
подчеркнуть, что это плотность состояний вычисленная в рамках самосогласованного бор-
новского приближения.

Будем строить теорию для переменных 𝑃 в виде теории возмущений около 𝑃sp по по-
лям 𝛿𝑃 . Для того, чтобы найти квадратичную по полям 𝛿𝑃 часть действия 𝒮0[𝑃 ] нужно
разложить якобиан 𝐼[𝑃 ]. Тогда, находим

ln 𝐼[𝑃sp + 𝛿𝑃 ] ≈ 2𝑛2

∫︁
𝑑𝑟 ln(2𝜋𝛾𝐷sp(ℰ)) +

4𝑛𝑛𝐿TrΛ𝛿𝑃

𝜋Γ2𝐷sp(ℰ)
− 4𝑛𝑛2

𝐿Tr(𝛿𝑃 )
2

𝜋2Γ4𝐷2
sp(ℰ)

− 4𝑛2
𝐿

𝜋2Γ4𝐷2
sp(ℰ)

𝑝𝑝′∑︁
𝛼𝛽

(1− 𝛿𝑝𝑝
′
)

∫︁
𝑑𝑟𝛿𝑃 𝑝

𝛼𝛼𝛿𝑃
𝑝′

𝛽𝛽. (4.8)

Заметим, что именно для разложения якобиана по 𝛿𝑃 важно, что плотность состояний,
вычисленная на седле (в самосогласованном борновском приближении) не равна нулю,
𝐷sp(ℰ) ̸= 0. Тогда в репличном пределе, 𝑛 → 0, квадратичная по полям 𝛿𝑃 часть действия
имеет вид:

𝒮(2)
0 [𝑃 ] =

4𝑛2
𝐿

𝜋2Γ4𝐷2
sp(ℰ)

𝑝𝑝′∑︁
𝛼𝛽

(1− 𝛿𝑝𝑝
′
)

∫︁
𝑑𝑟𝛿𝑃 𝑝

𝛼𝛼𝛿𝑃
𝑝′

𝛽𝛽 +
2𝑛𝐿
Γ2

Tr(𝛿𝑃 )2

−1

2
Tr 𝛿𝑃𝐺sp𝛿𝑃𝐺sp, (4.9)

где функция Грина

𝐺sp(𝑟, 𝑟
′) =

∑︁
𝑛

𝑃𝑛(𝑟, 𝑟
′)

ℰ − 𝜔𝑐(𝑛+ 1/2) + 𝑖𝑃sp

(4.10)

учитывает все уровни Ландау. Для члена, типа поляризационного оператора, во второй
строке ур. (4.9) находим

Tr 𝛿𝑃𝐺sp𝛿𝑃𝐺sp =

∫︁
𝑑2𝑞

(2𝜋)2

𝑝∑︁
𝛼𝛽

𝛿𝑃 𝑝
𝛼𝛽(𝑞)𝛿𝑃

𝑝
𝛽𝛼(−𝑞)

∑︁
𝑁1,2

|𝐹𝑁1𝑁2(𝑞)|2

× 𝑛𝐿
[ℰ − 𝜔𝑐(𝑁1 + 1/2) + 𝑖𝑞𝑝][ℰ − 𝜔𝑐(𝑁2 + 1/2) + 𝑖𝑞𝑝]

. (4.11)
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В итоге находим следующий результат для квадратичной по полям 𝛿𝑃 части действия:

𝒮(2)
0 [𝑃 ] =

∫︁
𝑑2𝑞

(2𝜋)2

𝑝𝑝′∑︁
𝛼𝛽;𝛾𝛿

𝛿𝑃 𝑝
𝛼𝛽(𝑞)𝑀

𝑝𝑝′

𝛼𝛽;𝛾𝛿(𝑞)𝛿𝑃
𝑝′

𝛾𝛿(−𝑞), (4.12)

где

𝑀𝑝𝑝′

𝛼𝛽;𝛾𝛿(𝑞) =
4𝑛2

𝐿(1− 𝛿𝑝𝑝
′
)𝛿𝛼𝛽𝛿𝛾𝛿

𝜋2Γ4𝒟2
sp(ℰ)

+𝑀𝑝
0 (𝑞)𝛿

𝑝𝑝′𝛿𝛼𝛿𝛿𝛽𝛾, (4.13a)

𝑀𝑝
0 (𝑞) =

2𝑛𝐿
Γ2

−
∑︁
𝑁1,2

𝑛𝐿|𝐹𝑁1𝑁2(𝑞)|2/2
[ℰ − 𝜔𝑐(𝑁1 +

1
2
) + 𝑖𝑞𝑝][ℰ − 𝜔𝑐(𝑁2 +

1
2
) + 𝑖𝑞𝑝]

(4.13b)

Действие 𝒮(2)
0 [𝑃 ] определяет затравочную функцию Грина для полей 𝛿𝑃 . В пределе 𝑛 → 0,

находим из ур. (4.12):

⟨𝛿𝑃 𝑝
𝛼𝛽(𝑞)𝛿𝑃

𝑝′

𝛾𝛿(−𝑞)⟩𝑃 = [𝑀−1]𝑝𝑝
′

𝛼𝛽;𝛾𝛿(𝑞) = [𝑀𝑝
0 (𝑞)]

−1𝛿𝑝𝑝
′
𝛿𝛼𝛿𝛿𝛽𝛾

−4𝑛2
𝐿(1− 𝛿𝑝𝑝

′
)𝛿𝛼𝛽𝛿𝛾𝛿

𝜋2Γ4𝐷2
sp(ℰ)

[𝑀+
0 (𝑞)𝑀

−
0 (𝑞)]

−1. (4.14)

Построение теории возмущений, а значит и вычисление средних по полям 𝛿𝑃 , возможно
если функция Грина (4.14) имеет конечный радиус корреляций, т.е. не обращается в беско-
нечность при 𝑞 → 0. Это выполняется, т.к. можно показать (см. Задачи), что Re𝑀𝑝

0 (𝑞) > 0.

Теперь вычислим эффективное действие для мод 𝑇 с помощью разложения по градиен-
там. Заметим, что величина 𝐵[𝑇 ] может быть представлена в виде

𝐵[𝑇 ] =
1

2𝑚
𝑇∇2𝑇−1 + 𝑖𝐿𝜇𝑣𝜇, (4.15)

где 𝐿𝜇 = 𝑇∇𝜇𝑇
−1, а 𝑣𝜇 = (−𝑖∇𝜇 − 𝑒𝐴𝜇/𝑐)/𝑚𝑒 – это оператор скорости. Оставляя члены не

больше чем с двумя градиентами полей 𝑇 (члены порядка 𝑞2𝑅2
𝑐), получим

𝒮eff [𝑇 ] = −𝜂
𝛾

∫︁
𝑑𝑟

𝑝∑︁
𝛼𝛽

(𝑇Λ𝑇−1)𝑝𝑝𝛼𝛽⟨𝑃
𝑝
𝛽𝛼⟩𝑃 −

∫︁
𝑑𝑟

𝑝∑︁
𝛼𝛽

(𝑇∇2𝑇−1)𝑝𝑝𝛼𝛽
2𝑚𝑒

⟨𝐺𝑝
𝛽𝛼(𝑟, 𝑟)⟩𝑃

−𝑖
∫︁
𝑑𝑟

𝑝∑︁
𝛼𝛽

[𝐿𝜇(𝑟)]
𝑝𝑝
𝛼𝛽𝑣𝜇⟨𝐺

𝑝
𝛽𝛼(𝑟, 𝑟)⟩𝑃

−1

2

∫︁
𝑑𝑟𝑑𝑟′

𝑝𝑝′∑︁
𝛼𝛽𝛾𝛿

[𝐿𝜇(𝑟)]
𝑝𝑝′

𝛼𝛽 [𝐿𝜈(𝑟
′)]𝑝

′𝑝
𝛾𝛿 ⟨𝑣𝜇𝐺

𝑝′

𝛽𝛾(𝑟, 𝑟
′)𝑣𝜈𝐺

𝑝
𝛿𝛼(𝑟

′, 𝑟)⟩𝑃

+
1

2

∫︁
𝑑𝑟𝑑𝑟′

𝑝𝑝′∑︁
𝛼𝛽𝛾𝛿

[𝐿𝜇(𝑟)]
𝑝𝑝
𝛼𝛽[𝐿𝜈(𝑟

′)]𝑝
′𝑝′

𝛾𝛿 ⟨⟨𝑣𝜇𝐺𝑝
𝛽𝛼(𝑟, 𝑟) · 𝑣𝜈𝐺

𝑝′

𝛿𝛾(𝑟
′, 𝑟′)⟩⟩𝑃 . (4.16)

Для вычисления корреляционных функций полей 𝑃 воспользуем тем фактом, что действие
𝒮0[𝑃 ] инвариантно относительно глобального поворота поля 𝑃 : 𝑃 → 𝑈−1𝑃𝑈 , где 𝑈 - блок
диагональная матрица: 𝑈𝑝𝑝′

𝛼𝛽 = 𝛿𝑝𝑝
′
𝑈𝑝
𝛼𝛽. Как следствие такой глобальной симметрии действия,
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выполняются следующие точные соотношения:

⟨𝑃 𝑝
𝛼𝛽(𝑟)⟩𝑃 = (𝑈−1)𝑝𝛼𝛾⟨𝑃

𝑝
𝛾𝛿(𝑟)⟩𝑃𝑈

𝑝
𝛿𝛽,

⟨𝐺𝑝
𝛼𝛽(𝑟1, 𝑟2)⟩𝑃 = (𝑈−1)𝑝𝛼𝛾⟨𝐺

𝑝
𝛾𝛿(𝑟1, 𝑟2)⟩𝑃𝑈

𝑝
𝛿𝛽,

⟨𝑣𝜇𝐺𝑝′

𝛽𝛾(𝑟1, 𝑟
′
1)𝑣𝜈𝐺

𝑝
𝛿𝛼(𝑟

′
2, 𝑟2)⟩𝑃 = (𝑈−1)𝑝

′

𝛽𝛽1
𝑈𝑝′

𝛾1𝛾
(𝑈−1)𝑝𝛿𝛿1𝑈

𝑝
𝛼1𝛼

⟨𝑣𝜇𝐺𝑝′

𝛽1𝛾1
(𝑟1, 𝑟

′
1)𝑣𝜈𝐺

𝑝
𝛿1𝛼1

(𝑟′
2, 𝑟2)⟩𝑃 .

(4.17)

Отсюда, находим общую структуру корреляционных функций массивных мод

⟨𝑃 𝑝
𝛼𝛽(𝑟)⟩𝑃 = 𝛿𝛼𝛽𝑞

𝑝, ⟨𝐺𝑝
𝛼𝛽(𝑟, 𝑟)⟩𝑃 = 𝛿𝛼𝛽𝑚𝑒𝑞

𝑝, ⟨𝑣𝜇𝐺𝑝
𝛼𝛽(𝑟, 𝑟)⟩𝑃 = 𝛿𝛼𝛽𝑚𝑒𝑔

𝑝
𝜇, (4.18)

и ∫︁
𝑑𝑟′⟨𝑣𝜇𝐺𝑝′

𝛽𝛾(𝑟, 𝑟
′)𝑣𝜈𝐺

𝑝
𝛿𝛼(𝑟

′, 𝑟)⟩𝑃 = 𝛿𝛽𝛾𝛿𝛼𝛿𝐾
𝑝𝑝′

0,𝜇𝜈 + 𝛿𝛾𝛿𝛿𝛼𝛽𝛿
𝑝𝑝′𝐾𝑝

1,𝜇𝜈 ,∫︁
𝑑𝑟′⟨⟨𝑣𝜇𝐺𝑝

𝛽𝛼(𝑟, 𝑟) · 𝑣𝜈𝐺
𝑝′

𝛿𝛾(𝑟
′, 𝑟′)⟩⟩𝑃 = 𝛿𝛼𝛽𝛿𝛾𝛿𝐶

𝑝𝑝′

0,𝜇𝜈 + 𝛿𝛾𝛽𝛿𝛼𝛿𝛿
𝑝𝑝′𝐶𝑝

1,𝜇𝜈 . (4.19)

Здесь в правых частях стоят неизвестные величины, которые, однако, одинаковы для всех
реплик. Используя эти выражения, а также соотношение∫︁

𝑑𝑟𝑇∇2𝑇−1 =

∫︁
𝑑𝑟∇𝜇𝐿𝜇 +

∫︁
𝑑𝑟𝐿𝜇𝐿𝜇, (4.20)

где использовалось, что ∇(𝑇 · 𝑇−1) = ∇𝑇 · 𝑇−1 + 𝑇∇𝑇−1 = 0, получаем

𝒮eff [𝑇 ] ≈ −𝜂
𝛾

∫︁
𝑑𝑟

𝑝∑︁
𝛼𝛽

(𝑇Λ𝑇−1)𝑝𝑝𝛼𝛽𝑞
𝑝 − 𝑖

∫︁
𝑑𝑟

𝑝∑︁
𝛼

[𝐿𝜇(𝑟)]
𝑝𝑝
𝛼𝛼𝑔

𝑝
𝜇 −

1

2

∫︁
𝑑𝑟

𝑝∑︁
𝛼

[∇𝜇𝐿𝜇(𝑟)]
𝑝𝑝
𝛼𝛼𝑞

𝑝

−1

2

∫︁
𝑑𝑟

𝑝𝑝′∑︁
𝛼𝛽

𝑘𝑝𝑝
′

𝜈𝜇 [𝐿𝜇(𝑟)]
𝑝𝑝′

𝛼𝛽 [𝐿𝜈(𝑟)]
𝑝′𝑝
𝛽𝛼 − 1

2

∫︁
𝑑𝑟

𝑝𝑝′∑︁
𝛼𝛽

𝑘𝑝𝑝
′

𝜈𝜇 [𝐿𝜇(𝑟)]
𝑝𝑝
𝛼𝛼[𝐿𝜈(𝑟)]

𝑝′𝑝′

𝛽𝛽 . (4.21)

Заметим, что в последней строке выражения (4.21) мы пренебрегли разницей между 𝑟′ и 𝑟 в
аргументах 𝐿𝜇, так как корреляционные функции ⟨𝑣𝜇𝐺𝑝′

𝛽𝛾(𝑟, 𝑟
′)𝑣𝜈𝐺

𝑝
𝛿𝛼(𝑟

′, 𝑟)⟩𝑃 и ⟨⟨𝑣𝜇𝐺𝑝
𝛽𝛼(𝑟, 𝑟) ·

𝑣𝜈𝐺
𝑝′

𝛿𝛾(𝑟
′, 𝑟′)⟩⟩𝑃 спадают на расстоянии порядка 𝑅𝑐, а нас интересуют существенно большие

расстояния.

Дальнейшее вычисление требует нахождения величин

𝑘𝑝𝑝
′

𝜈𝜇 = 𝐾𝑝𝑝′

0,𝜈𝜇 − 𝛿𝑝𝑝
′
𝐶𝑝

1,𝜈𝜇 + 𝛿𝜈𝜇
𝑞𝑝 + 𝑞𝑝

′

2
, 𝑘𝑝𝑝

′

𝜈𝜇 = 𝛿𝑝𝑝
′
𝐾𝑝

1,𝜈𝜇 − 𝐶𝑝′𝑝
0,𝜈𝜇. (4.22)

Оказывается, что 𝑔𝑝𝜇 = 0, 𝑘𝑝𝑝𝜈𝜇 = 0 и 𝑘𝑝𝑝
′

𝜈𝜇 = 0, как следствие тождества Уорда, связанного с
наличием калибровочной симметрии действия для массивных мод 𝑃 . Рассмотрим соответ-
ствующее тожество Уорда более подробно. Запишем следующий функционал от матричного
поля 𝑈(𝑟):

𝐹 [𝑈 ] = ln

∫︁
𝒟[𝑃 ]𝐼[𝑃 ] exp

[︂
− 1

2𝛾
Tr𝑃 2 + Tr ln(ℰ −ℋ0 + 𝑖𝑈−1𝑃𝑈 + ℎ)

]︂
, (4.23)

где ℎ = ℎ(𝑟, 𝑟′) – произвольный матричный оператор, а матрица 𝑈 имеет блок диагональную
структуру, 𝑈𝑝𝑝′

𝛼𝛽 (𝑟) = 𝛿𝑝𝑝
′
𝑈𝑝
𝛼𝛽(𝑟). Тогда 𝐹 [𝑈 ] = 𝐹 [1], так как матрица 𝑈 может быть устранена
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локальным поворотом матрицы 𝑃 , 𝑃 → 𝑈𝑃𝑈−1. Представим 𝐹 [𝑈 ] в виде

𝐹 [𝑈 ] =

∫︁
𝒟[𝑃 ] exp

[︀
−𝑆0[𝑃, ℎ] + Tr ln(1 +𝐵[𝑈 ]𝐺[ℎ] + (𝑈ℎ𝑈−1 − ℎ)𝐺[ℎ])

]︀
=, (4.24)

где 𝐺−1[ℎ] = ℰ −ℋ0 + 𝑖𝑃 + ℎ, а

𝒮0[𝑃, ℎ] = − ln 𝐼[𝑃 ] +
1

2𝛾
Tr𝑃 2 − Tr ln(𝐸 −ℋ0 + 𝑖𝑃 + ℎ). (4.25)

Выберем матрицу 𝑈(𝑟) близкой к единичной, 𝑈(𝑟) = 1+𝑖𝑡𝜖(𝑟), где 𝑡→ 0. При этом 𝑈−1(𝑟) =

1− 𝑖𝑡 𝜖(𝑟), а 𝜖† = 𝜖. Тогда, раскладываясь до первого порядка по 𝜖, находим

𝐵[𝑈 ] =
1

2𝑚
𝑈∇2𝑈−1 + 𝑖𝑈∇𝜇𝑈

−1𝑣𝜇 ≈ − 𝑖𝑡

2𝑚
∇2𝜖+ 𝑡∇𝜇𝜖𝑣𝜇, (4.26)

𝑈ℎ𝑈−1 − ℎ = 𝑖𝑡[𝜖(𝑟)ℎ(𝑟, 𝑟′)− ℎ(𝑟, 𝑟′)𝜖(𝑟′)]. (4.27)

Подставляя эти выражения в ур. (4.24) и раскладываясь до первого порядка по 𝑡, получаем
следующее нетривиальное соотношение

lim
𝑡→0

𝜕𝐹

𝜕𝑡
=

∫︁
𝑑𝑟 tr

(︂[︁
− 𝑖

2𝑚
∇2𝜖(𝑟) +∇𝜇𝜖(𝑟)𝑣𝜇

]︁
⟨𝐺(𝑟, 𝑟|ℎ)⟩

)︂
+𝑖

∫︁
𝑑𝑟𝑑𝑟′ tr

(︁[︁
𝜖(𝑟)ℎ(𝑟, 𝑟′)− ℎ(𝑟, 𝑟′)𝜖(𝑟′)

]︁
⟨𝐺(𝑟′, 𝑟|ℎ)⟩

)︁
= 0, (4.28)

где ⟨. . . ⟩ означает усреднение с действием 𝑆0[𝑃, ℎ]. Выражение (4.28) позволяет получить ряд
соотношений между корреляционными функциями полей 𝑃 . Выберем 𝜖𝑝𝛼𝛽(𝑟) = 𝛿𝛼𝛽𝛿𝛼𝛼0𝑥𝜇0 и
положим в ур. (4.28) ℎ = 0. Тогда, найдем

⟨𝑣𝜇0𝐺𝑝
𝛼0𝛼0

(𝑟, 𝑟|ℎ)⟩ = 0, (4.29)

что означает
𝑔𝑝𝜇 = 0. (4.30)

Теперь продифференцируем соотношение (4.28) по ℎ при ℎ = 0. Используя формулу

𝛿⟨𝐺𝑝𝑝
𝛽𝛼(𝑟, 𝑟|ℎ)⟩

𝛿ℎ𝑝
′𝑝′

𝛾𝛿 (𝑟1, 𝑟2)

⃒⃒⃒⃒
⃒
ℎ=0

= −𝛿𝑝𝑝′⟨𝐺𝑝
𝛽𝛾(𝑟, 𝑟1)𝐺

𝑝
𝛿𝛼(𝑟2, 𝑟)⟩+ ⟨⟨𝐺𝑝′

𝛿𝛾(𝑟2, 𝑟1) ·𝐺
𝑝
𝛽𝛼(𝑟, 𝑟)⟩⟩, (4.31)

найдем∫︁
𝑑𝑟

𝑝∑︁
𝛼𝛽

[︁ 𝑖

2𝑚
∇2𝜖𝑝𝛼𝛽(𝑟)−∇𝜇𝜖

𝑝
𝛼𝛽(𝑟)𝑣𝜇

]︁[︁
𝛿𝑝𝑝

′⟨𝐺𝑝
𝛽𝛾(𝑟, 𝑟1)𝐺

𝑝
𝛿𝛼(𝑟2, 𝑟)⟩ − ⟨⟨𝐺𝑝′

𝛿𝛾(𝑟2, 𝑟1) ·𝐺
𝑝
𝛽𝛼(𝑟, 𝑟)⟩⟩

]︁
+𝑖
∑︁
𝛽

[︁
𝜖𝑝

′

𝛽𝛾(𝑟1)⟨𝐺
𝑝′

𝛿𝛽(𝑟2, 𝑟1)⟩ − 𝜖𝑝
′

𝛿𝛽(𝑟2)⟨𝐺
𝑝′

𝛽𝛾(𝑟2, 𝑟1)⟩
]︁
= 0. (4.32)

Выберем теперь матрицу 𝜖 в следующем виде

𝜖𝑝𝛼𝛽(𝑟) = −𝑖𝛿𝛼𝑎𝛿𝛽𝑏𝛿𝑝𝑞κ 𝑥𝜇0 + 𝑖𝛿𝛼𝑏𝛿𝛽𝑎𝛿
𝑝𝑞κ* 𝑥𝜇0 . (4.33)

Здесь 𝑎 и 𝑏 – фиксированные реплики, 𝑞 = ± и 𝑥𝜇0 = 𝑥 или 𝑦. Выделяя в ур. (4.32) члены
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пропорциональные κ, найдем∫︁
𝑑𝑟
[︁
𝛿𝑝

′𝑞⟨𝐺𝑞
𝛿𝑎(𝑟2, 𝑟)𝑣𝜇0𝐺

𝑞
𝑏𝛾(𝑟, 𝑟1)⟩ − ⟨⟨𝐺𝑝′

𝛿𝛾(𝑟2, 𝑟1) · 𝑣𝜇0𝐺
𝑞
𝑏𝑎(𝑟, 𝑟)⟩⟩

]︁
−𝑖𝛿𝑝′𝑞

[︁
𝑥1,𝜇0𝛿𝛾𝑏⟨𝐺

𝑞
𝛿𝑎(𝑟2, 𝑟1)⟩ − 𝑥2,𝜇0𝛿𝛿𝑎⟨𝐺

𝑞
𝑏𝛾(𝑟2, 𝑟1)⟩

]︁
= 0. (4.34)

Действуя оператором 𝑣𝜈 на переменную 𝑟2 в правой части ур. (4.34), получим∫︁
𝑑𝑟
[︁
𝛿𝑝

′𝑞⟨𝑣𝜈𝐺𝑞
𝛿𝑏(𝑟2, 𝑟)𝑣𝜇𝐺

𝑞
𝑎𝛾(𝑟, 𝑟1)⟩ − ⟨⟨𝑣𝜈𝐺𝑝′

𝛿𝛾(𝑟2, 𝑟1) · 𝑣𝜇𝐺
𝑞
𝑎𝑏(𝑟, 𝑟)⟩⟩

]︁
+ 𝛿𝜈𝜇𝛿𝛿𝑎𝛿

𝑝′𝑞⟨𝐺𝑞
𝑏𝛾(𝑟2, 𝑟1)⟩

−𝑖𝛿𝑝′𝑞
[︁
𝑥1,𝜇𝛿𝛾𝑏⟨𝑣𝜈𝐺𝑞

𝛿𝑎(𝑟2, 𝑟1)⟩ − 𝑥2,𝜇𝛿𝛿𝑎⟨𝑣𝜈𝐺𝑞
𝑏𝛾(𝑟2, 𝑟1)⟩

]︁
= 0. (4.35)

Полагая 𝑟2 = 𝑟1, найдём
𝛿𝑝

′𝑞𝛿𝑏𝛿𝛿𝑎𝛾𝑘
𝑞𝑞
𝜇𝜈 + 𝛿𝑎𝑏𝛿𝛿𝛾𝑘

𝑝′𝑞
𝜇𝜈 = 0 (4.36)

Вибирая 𝑎 = 𝛾 ̸= 𝑏 = 𝛿, получаем, что

𝑘𝑞𝑞𝜇𝜈 = 0. (4.37)

Выбирая 𝑎 = 𝑏 и 𝛾 = 𝛿, найдём,что
𝑘𝑝

′𝑞
𝜇𝜈 = 0. (4.38)

Изучим теперь более внимательно член первого порядка по функции Грина и оператору
скорости в выражении (4.21):

−𝑖
∫︁
𝑑𝑟 tr𝐿𝜇(𝑟)𝑣𝜇⟨𝐺(𝑟, 𝑟)⟩𝑃 = −𝑖

∫︁
𝑑𝑟

𝑝∑︁
𝛼𝛼

𝑔𝑝𝜇[𝐿𝜇(𝑟)]
𝑝𝑝
𝛼𝛼. (4.39)

Согласно, результату (4.30) этот член равен нулю в силу соотношения 𝑔𝑝𝜇 = 0. Однако, вывод
тождеств Уорда подразумевает отсутствие границы, т.к. если матрица 𝑄 фиксирована на
границе, то поворот 𝑈 меняет граничное условие. Будем считать, что граница имеется и
сделаем ряд преобразований:

−𝑖
∫︁
𝑑𝑟 tr𝐿𝜇(𝑟)𝑣𝜇⟨𝐺(𝑟, 𝑟)⟩𝑃 = −𝑖

∫︁
𝑑𝑟

𝑝∑︁
𝛼

[𝐿𝜇(𝑟)]
𝑝𝑝
𝛼𝛼

∫︁ 𝐸

−∞
𝑑𝐸 ′ 𝜕

𝜕𝐸 ′𝑣𝜇⟨𝐺
𝑝
𝛼𝛼(𝑟, 𝑟)⟩𝑃

= −𝑖
∫︁ 𝐸

−∞
𝑑𝐸 ′

∫︁
𝑑𝑟𝑑𝑟′[𝐿𝜇(𝑟)]

𝑝𝑝
𝛼𝛼𝑊

𝑝
𝜇(𝑟 − 𝑟′)

≈ −𝑖
∫︁ 𝐸

−∞
𝑑𝐸 ′

∫︁
𝑑𝑟𝑑𝑟′

{︁
[𝐿𝜇(𝑟

′)]𝑝𝑝𝛼𝛼 + (𝑟 − 𝑟′)𝜈∇𝜈 [𝐿𝜇(𝑟
′)]𝑝𝑝𝛼𝛼

}︁
𝑊 𝑝
𝜇(𝑟 − 𝑟′), (4.40)

где

𝑊 𝑝
𝜇(𝑟 − 𝑟′) = −

∑︁
𝛽

⟨𝑣𝜇𝐺𝑝
𝛼𝛽(𝑟, 𝑟

′)𝐺𝑝
𝛽𝛼(𝑟

′, 𝑟)⟩𝑃 +

𝑝′∑︁
𝛽

⟨⟨𝐺𝑝′

𝛽𝛽(𝑟
′, 𝑟′) · 𝑣𝜇𝐺𝑝

𝛼𝛼(𝑟, 𝑟)⟩⟩𝑃 . (4.41)

Отметим, что 𝑊 𝑝
𝜇 не зависит от 𝛼, а из тождества (4.34) следует, что∫︁

𝑑𝑟𝑊 𝑝
𝜇(𝑟 − 𝑟′) = 0. (4.42)
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Далее, заметим, что выполняется соотношение

1

𝑒

𝜕

𝜕𝐵
⟨𝐺𝑝

𝛽𝛽(𝑟
′, 𝑟′)⟩𝑃 =

∫︁
𝑑𝑟
∑︁
𝛼

⟨𝐺𝑝
𝛽𝛼(𝑟

′, 𝑟)𝑥𝑣𝑦𝐺
𝑝
𝛼𝛽(𝑟, 𝑟

′)⟩𝑃

−
∫︁
𝑑𝑟

𝑝′∑︁
𝛼

⟨⟨𝐺𝑝
𝛽𝛽(𝑟

′, 𝑟′) · 𝑥𝑣𝑦𝐺𝑝′

𝛼𝛼(𝑟, 𝑟)⟩⟩𝑃

= −
∫︁
𝑑𝑟
∑︁
𝛼

⟨𝐺𝑝
𝛽𝛼(𝑟

′, 𝑟)𝑦𝑣𝑥𝐺
𝑝
𝛼𝛽(𝑟, 𝑟

′)⟩𝑃

+

∫︁
𝑑𝑟

𝑝′∑︁
𝛼

⟨⟨𝐺𝑝
𝛽𝛽(𝑟

′, 𝑟′) · 𝑦𝑣𝑥𝐺𝑝′

𝛼𝛼(𝑟, 𝑟)⟩⟩𝑃 . (4.43)

При выводе использовалось, что 𝜕ℋ0/𝜕𝐵 = −𝑒𝑥𝑣𝑦 = 𝑒𝑦𝑣𝑥. Тогда, оказывается, что интегра-
лы от 𝑊 𝑝

𝜇 выражаются через производную по магнитному полю от функции Грина:∫︁
𝑑𝑟𝑥𝑊 𝑝

𝑦 (𝑟 − 𝑟′) =
1

𝑒

𝜕

𝜕𝐵
⟨𝐺𝑝

𝛽𝛽(𝑟
′, 𝑟′)⟩𝑃 ,∫︁

𝑑𝑟𝑦𝑊 𝑝
𝑥 (𝑟 − 𝑟′) = −1

𝑒

𝜕

𝜕𝐵
⟨𝐺𝑝

𝛽𝛽(𝑟
′, 𝑟′)⟩𝑃 .

(4.44)

Подставляя в тождество (4.32) выражение

𝜖𝑝𝛼𝛽(𝑟) = −𝑖𝛿𝛼𝑎𝛿𝛽𝑏𝛿𝑝𝑞𝜖𝑥2𝜇0 + 𝑖𝛿𝛼𝑏𝛿𝛽𝑎𝛿
𝑝𝑞𝜖⋆𝑥2𝜇0 , (4.45)

найдем, что выполняется следующее соотношение:[︁
𝑥𝜇0𝑣𝜇0 −

𝑖

2𝑚𝑒

]︁[︁
−𝛿𝑝′𝑞⟨𝐺𝑞

𝑎𝛾(𝑟, 𝑟
′)𝐺𝑞

𝛿𝑏(𝑟
′, 𝑟)⟩𝑃 + ⟨⟨𝐺𝑝′

𝛿𝛾(𝑟
′, 𝑟′)𝐺𝑞

𝑎𝑏(𝑟, 𝑟)⟩⟩𝑃
]︁
= 0. (4.46)

Отсюда получаем, что ∫︁
𝑑𝑟𝑥𝜇0𝑊

𝑝
𝜇0
(𝑟 − 𝑟′) =

𝑖

2𝑚

𝜕

𝜕𝐸 ′ ⟨𝐺
𝑝
𝛼𝛼(𝑟

′, 𝑟′)⟩𝑃 . (4.47)

Подчеркнем, что суммирования по 𝜇0 нет. Таким образом, член (4.39) может быть переписан
в следующем виде:

∫︁
𝑑𝑟 tr𝐿𝜇(𝑟)𝑣𝜇⟨𝐺(𝑟, 𝑟)⟩𝑃 =

∫︁
𝑑𝑟′

𝑝∑︁
𝛼

[∇𝜈𝐿𝜇(𝑟
′)]𝑝𝑝𝛼𝛼

𝐸∫︁
−∞

𝑑𝐸 ′
[︁
𝑖
𝛿𝜇𝜈
2𝑚

𝜕

𝜕𝐸 ′ +
𝜖𝜈𝜇
𝑒

𝜕

𝜕𝐵

]︁
⟨𝐺𝑝

𝛽𝛽(𝑟
′, 𝑟′)⟩𝑃 .

(4.48)

Удобно определить величину

𝜉𝑝 = − 𝑖

𝑒

𝜕

𝜕𝐵

𝐸∫︁
−∞

𝑑𝐸 ′⟨𝐺𝑝
𝛽𝛽(𝑟

′, 𝑟′)⟩𝑃 . (4.49)

Заметим, что в определение 𝜉𝑝 суммирования по репличному индексу 𝛽 не производится.
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Тогда, можем записать, что

−𝑖
∫︁
𝑑𝑟 tr𝐿𝜇(𝑟)𝑣𝜇⟨𝐺(𝑟, 𝑟)⟩𝑃 =

1

2

∫︁
𝑑𝑟

𝑝∑︁
𝛼

[∇𝜇𝐿𝜇(𝑟)]
𝑝𝑝
𝛼𝛼𝑞

𝑝

+
𝜉+ − 𝜉−

2
𝜖𝜈𝜇Tr∇𝜈𝐿𝜇Λ +

𝜉+ + 𝜉−

2
𝜖𝜈𝜇Tr∇𝜈𝐿𝜇. (4.50)

Снова используя соотношение 𝑇∇𝑇−1 = −∇𝑇 · 𝑇−1, получим ряд равенств

𝜖𝜈𝜇∇𝜈𝐿𝜇 = 𝜖𝜈𝜇𝐿𝜇𝐿𝜈 , 𝜖𝜈𝜇 tr∇𝜈𝐿𝜇 = 0, 𝜖𝜈𝜇 tr Λ∇𝜈𝐿𝜇 = 𝜖𝜈𝜇 tr Λ𝐿𝜇𝐿𝜈 . (4.51)

Учитывая, что

𝜉+ − 𝜉− = −2𝜋

𝑒

𝜕

𝜕𝐵

∫︁ 𝐸

−∞
𝑑𝐸 ′𝐷(𝐸 ′) =

2𝜋

𝑒2
𝜎̄(𝐼𝐼)
𝑥𝑦 , (4.52)

где 𝐷(𝐸) и 𝜎̄(𝐼𝐼)
𝑥𝑦 обозначают плотность состояний и вклад 𝜎(𝐼𝐼)

𝑥𝑦 в холловскую проводимость,
вычисленные в теории с 𝑇 = 1 (ср. с ур. (2.172)), окончательно получаем

−𝑖
∫︁
𝑑𝑟 tr𝐿𝜇(𝑟)𝑣𝜇⟨𝐺(𝑟, 𝑟)⟩𝑃 =

1

2

∫︁
𝑑𝑟

𝑝∑︁
𝛼

[∇𝜇𝐿𝜇(𝑟)]
𝑝𝑝
𝛼𝛼𝑞

𝑝 +
𝜋

𝑒2
𝜎̄(𝐼𝐼)
𝑥𝑦 𝜖𝜇𝜈 Tr𝐿𝜇𝐿𝜈Λ. (4.53)

Далее, заметим, что первый член в правой части ур. (4.21) можно переписать следующим
образом:

−𝜂
𝛾

∫︁
𝑑𝑟

𝑝∑︁
𝛼

[𝑇Λ𝑇−1]𝑝𝑝𝛼𝛼𝑞
𝑝 = −𝜋𝒟(ℰ)𝜂Tr𝑇Λ𝑇−1Λ, (4.54)

где 𝒟(ℰ) = (2𝜋𝐿2𝛾)−1
∑︀

𝑝 𝑝𝑞
𝑝 – это плотность состояний в теории с 𝑇 = 1. С помощью

соотношений (4.37), (4.38) и (4.53) из ур. (4.21) находим, что

𝒮eff[𝑇 ] = −1

2

∫︁
𝑑𝑟

𝑝𝑝′∑︁
𝛼𝛽

𝑘𝑝𝑝
′

𝜈𝜇 (1− 𝛿𝑝𝑝
′
)[𝐿𝜇(𝑟)]

𝑝𝑝′

𝛼𝛽 [𝐿𝜈(𝑟)]
𝑝′𝑝
𝛽𝛼

+
𝜋

𝑒2
𝜎̄(𝐼𝐼)
𝑥𝑦 𝜖𝜇𝜈 TrΛ𝐿𝜇𝐿𝜈 − 𝜋𝒟(ℰ)𝜂Tr𝑇Λ𝑇−1Λ. (4.55)

Учитывая следующие соотношения (см. задачи в конце раздела):

𝐾+−
0,𝜇𝜇 = 𝐾−+

0,𝜇𝜇, 𝐾+−
0,𝑥𝑦 = 𝐾−+

0,𝑦𝑥 = −𝐾−+
0,𝑥𝑦 = −𝐾−+

0,𝑦𝑥, (4.56)

получаем

𝑝𝑝′∑︁
𝜇;𝛼𝛽

𝑘𝑝𝑝
′

𝜇𝜇 (1− 𝛿𝑝𝑝
′
)[𝐿𝜇(𝑟)]

𝑝𝑝′

𝛼𝛽 [𝐿𝜈(𝑟)]
𝑝′𝑝
𝛽𝛼 = 𝑘+−

𝑥𝑥

∑︁
𝛼𝛽

[︁
(𝐿𝜇)

+−
𝛼𝛽 (𝐿𝜇)

−+
𝛽𝛼 + (𝐿𝜇)

−+
𝛼𝛽 (𝐿𝜇)

+−
𝛽𝛼

]︁
=
𝑘+−
𝑥𝑥

2
tr[𝐿𝜇𝐿𝜇 − 𝐿𝜇Λ𝐿𝜇Λ] = −𝑘

+−
𝑥𝑥

4
tr(∇𝑄)2, (4.57)
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где теперь 𝑄 = 𝑇−1Λ𝑇 . Также, делая аналогичные преобразования, находим

𝑝𝑝′∑︁
𝜇̸=𝜈;𝛼𝛽

𝑘𝑝𝑝
′

𝜈𝜇 (1− 𝛿𝑝𝑝
′
)[𝐿𝜇(𝑟)]

𝑝𝑝′

𝛼𝛽 [𝐿𝜈(𝑟)]
𝑝′𝑝
𝛽𝛼 = 2𝑘+−

𝑦𝑥

∑︁
𝛼𝛽

[︁
(𝐿𝑥)

+−
𝛼𝛽 (𝐿𝑦)

−+
𝛽𝛼 − (𝐿𝑦)

+−
𝛼𝛽 (𝐿𝑥)

−+
𝛽𝛼

]︁
= 𝑘+−

𝑦𝑥 𝜖𝜇𝜈 tr𝐿𝜇𝐿𝜈Λ = −
𝑘+−
𝑦𝑥

4
𝜖𝜇𝜈 tr𝑄∇𝜇𝑄∇𝜈𝑄. (4.58)

В итоге эффективное действие для медленных мод 𝑇 принимает вид

𝒮eff[𝑇 ] =
𝑘+−
𝑥𝑥

8
Tr(∇𝑄)2 − 1

8

[︁
𝑘+−
𝑥𝑦 +

2𝜋

𝑒2
𝜎̄(𝐼𝐼)
𝑥𝑦

]︁
𝜖𝜇𝜈 Tr𝑄∇𝜇𝑄∇𝜈𝑄− 𝜋𝒟(ℰ)𝜂TrΛ𝑄. (4.59)

Здесь, подчеркнем еще раз, 𝑄 = 𝑇−1Λ𝑇 , т.е. эрмитово матричное поле удовлетворяет нели-
нейному условию

𝑄† = 𝑄, 𝑄2(𝑟) = 1. (4.60)

Именно поэтому полученная матричная теория называется нелинейной сигма моделью.
Условия (4.60) ограничивают матрицу 𝑄 на класс смежности 𝑈(2𝑛)/[𝑈(𝑛)×𝑈(𝑛)]. Заметим,
что нелийное условие в ур. (4.60) означает, что det𝑄 = ±1. Также отметим, что тот факт,
что член пропорциональный 𝜎̄

(𝐼𝐼)
𝑥𝑦 возник из вклада, который отличается от нуля только в

присутствие границы, связан с тем, что 𝜎(𝐼𝐼)
𝑥𝑦 описывает вклад в холловскую проводимость,

который связан с краевыми токами.
Последний вопрос, который осталось выяснить, это то чему равны и какой физический

смысл величин 𝑘+−
𝑥𝑥 и 𝑘+−

𝑥𝑦 . Это будет сделано в следующем разделе.

Задачu:

4.1.1 Вывести формулу (4.11).

4.1.2 Вывести формулу (4.31).

4.1.3 Доказать неравенство Re𝑀𝑝
0 (𝑞) > 0 и вычислить min

𝑞
Re𝑀0(𝑞).

4.1.4 Доказать соотношения (4.56).

4.1.5 Доказать, что в случае числа реплик 𝑛 = 1, матрица 𝑄, удовлетворяющая условиям (4.60)
может быть представлена в виде 𝑄 = ±𝑚𝜏 , где 𝑚 - единичный действительный вектор в
трёхмерном пространстве, а 𝜏 = {𝜏𝑥, 𝜏𝑦, 𝜏𝑧} вектор стандартных матриц Паули.
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4.2 Вывод формул Кубо для проводимости в нелинейной
сигма модели

В этом разделе мы установим, чему равны параметры 𝑘+−
𝜇𝜈 , входящие в эффективное

действие (4.59) для поля 𝑄 = 𝑇−1Λ𝑇 . Tакже мы выведем формулы, позволяющие вычислять
проводимости 𝜎𝑥𝑥 и 𝜎𝑥𝑦 через корреляционные функции поля 𝑄 = 𝑇−1Λ𝑇 . Ниже будем
следовать работе [53].

Рассмотрим следующую статистическую сумму, зависящую от матричного поля 𝑈 :

𝑍𝑛[𝜂, 𝑈 ] =

∫︁
𝒟[𝑉 ]𝒫 [𝑉 ] expTr ln(𝐸 −ℋ0 − 𝑉 + 𝑖𝜂𝑈−1Λ𝑈). (4.61)

Если эта матрица коммутирует с матрицей Λ, [Λ, 𝑈 ] = 0, то 𝑍𝑛[𝜂, 𝑈 ] = 𝑍𝑛[𝜂, 1], где последняя
статистическая сумма совпадает с выражением (3.86). Если же 𝑈 = 𝑈1𝑈0, где [𝑈0,Λ] = 0, то

𝑍𝑛[𝜂, 𝑈1𝑈0] = 𝑍𝑛[𝜂, 𝑈1]. (4.62)

Будем считать, что матрица 𝑈(𝑟) медленно меняется в пространстве так, что ∇𝑈(𝑟) есть
малая величина. Тогда раскладывая ln𝑍𝑛[𝑈 ] до второй степени по ∇𝑈 , найдем

ln𝑍𝑛[𝜂, 𝑈 ] ≈ 1

2𝑚𝑒

Tr𝑈∇2𝑈−1⟨𝐺⟩+ 𝑖Tr𝑈∇𝜇𝑈
−1𝑣𝜇⟨𝐺⟩+

1

2
Tr⟨𝑈∇𝜇𝑈

−1𝑣𝜇𝐺𝑈∇𝜈𝑈
−1𝑣𝜈𝐺⟩

−1

2
⟨⟨Tr𝑈∇𝜇𝑈

−1𝑣𝜇𝐺 · Tr𝑈∇𝜈𝑈
−1𝑣𝜈𝐺⟩⟩. (4.63)

Здесь среднее ⟨. . . ⟩ определено по отношению к 𝑍𝑛[𝜂, 1]. В пределе 𝑛→ 0 это среднее пере-
ходит в среднее по случайному потенциалу 𝑉 . Заметим что по построению функции Грина
в ур. (4.63) диагональны в репличном пространстве: 𝐺𝑝𝑝′

𝛼𝛽 = 𝐺𝑝𝛿𝑝𝑝
′
𝛿𝛼𝛽.

Выберем в качестве 𝑈 матрицу специального вида: 𝑈 = exp(𝑖𝑗𝑥𝑥𝑡𝑥+ 𝑖𝑗𝑦𝑦𝑡𝑦). Здесь 𝑗𝑥 и 𝑗𝑦
произвольные параметры, а 𝑡𝑥 и 𝑡𝑦 матрицы, которые мы определим далее. Учитывая, что

𝑈∇𝑥𝑈
−1 = −𝑖𝑗𝑥𝑡𝑥 + 𝑗𝑥𝑗𝑦𝑦𝑡𝑦𝑡𝑥, 𝑈∇𝑦𝑈

−1 = −𝑖𝑗𝑦𝑡𝑦 + 𝑗𝑥𝑗𝑦𝑥𝑡𝑥𝑡𝑦,

𝑈∇2𝑈−1 = −𝑗2𝑥𝑡2𝑥 − 𝑗2𝑦𝑡
2
𝑦, (4.64)

получим

lim
𝑗𝜇→0

𝜕2 ln𝑍𝑛[𝑈 ]

𝜕𝑗𝑥𝜕𝑗𝑦
= 𝑖

∫︁
𝑑𝑟

𝑝∑︁
𝛼

[𝑦𝑣𝑥𝑡𝑦𝑡𝑥 + 𝑥𝑣𝑦𝑡𝑥𝑡𝑦]
𝑝𝑝
𝛼𝛼⟨𝐺𝑝(𝑟, 𝑟)⟩

−
𝑝𝑝′∑︁
𝛼𝛽

(𝑡𝑥)
𝑝𝑝′

𝛼𝛽 (𝑡𝑦)
𝑝′𝑝
𝛽𝛼

∫︁
𝑑𝑟𝑑𝑟′⟨𝑣𝑥𝐺𝑝′(𝑟, 𝑟′)𝑣𝑦𝐺

𝑝(𝑟′, 𝑟)⟩

+

𝑝𝑝′∑︁
𝛼𝛽

(𝑡𝑥)
𝑝𝑝
𝛼𝛼(𝑡𝑦)

𝑝′𝑝′

𝛽𝛽

∫︁
𝑑𝑟𝑑𝑟′⟨𝑣𝑥𝐺𝑝(𝑟, 𝑟)𝑣𝑦𝐺

𝑝′(𝑟′, 𝑟′)⟩ (4.65)
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и

lim
𝑗𝜇→0

𝜕2 ln𝑍𝑛[𝑈 ]

𝜕2𝑗𝑥
= − 1

𝑚𝑒

𝑝∑︁
𝛼

∫︁
𝑑𝑟(𝑡2𝑥)

𝑝𝑝
𝛼𝛼⟨𝐺𝑝(𝑟, 𝑟)⟩

−
𝑝𝑝′∑︁
𝛼𝛽

(𝑡𝑥)
𝑝𝑝′

𝛼𝛽 (𝑡𝑥)
𝑝′𝑝
𝛽𝛼

∫︁
𝑑𝑟𝑑𝑟′⟨𝑣𝑥𝐺𝑝′(𝑟, 𝑟′)𝑣𝑥𝐺

𝑝(𝑟′, 𝑟)⟩

+

𝑝𝑝′∑︁
𝛼𝛽

(𝑡𝑥)
𝑝𝑝
𝛼𝛼(𝑡𝑥)

𝑝′𝑝′

𝛽𝛽

∫︁
𝑑𝑟𝑑𝑟′⟨𝑣𝑥𝐺𝑝(𝑟, 𝑟)𝑣𝑥𝐺

𝑝′(𝑟′, 𝑟′)⟩. (4.66)

Подчеркнем, что полученные соотношения (4.65) и (4.66) справедливы для произвольных
матриц 𝑡𝑥 и 𝑡𝑦.

Выберем сначала матрицы 𝑡𝑥,𝑦 в следующем виде

(𝑡𝑥,𝑦)
𝑝𝑝′

𝛼𝛽 = 𝛾+𝑥,𝑦𝛿
𝑝+𝛿𝑝

′−𝛿𝛼𝛼0𝛿𝛽𝛽0 + 𝛾−𝑥,𝑦𝛿
𝑝−𝛿𝑝

′+𝛿𝛼𝛽0𝛿𝛽𝛼0 , (4.67)

где 𝛾±𝑥 = 1 и 𝛾±𝑦 = ∓𝑖, а 𝛼0 и 𝛽0 – обозначают фиксированные репличные индексы. В этом
случае матрица 𝑡𝑥 (𝑡𝑦) фактически является матрицей Паули 𝜏𝑥 (𝜏𝑦), вставленной в матрицу
размера (2𝑛)× (2𝑛). Тогда, из ур. (4.65) и (4.66) получим

lim
𝑗𝜇→0

𝜕2 ln𝑍𝑛[𝑈 ]

𝜕𝑗𝑥𝜕𝑗𝑦
= −

∫︁
𝑑𝑟𝜖𝜇𝜈𝑥𝜇𝑣𝜈⟨[𝐺𝑅(𝑟, 𝑟)−𝐺𝐴(𝑟, 𝑟)]⟩+ 𝑖

∫︁
𝑑𝑟𝑑𝑟′

[︁
⟨𝑣𝑥𝐺𝑅(𝑟, 𝑟′)𝑣𝑦𝐺

𝐴(𝑟′, 𝑟)⟩

−⟨𝑣𝑥𝐺𝐴(𝑟, 𝑟′)𝑣𝑦𝐺
𝑅(𝑟′, 𝑟)⟩

]︁
. (4.68)

Используя формулу Смрчка и Стреды для 𝜎𝑥𝑦 (см. ур. (2.162) и (2.163)), находим что

lim
𝑛→0

lim
𝑗𝜇→0

𝜕2 ln𝑍𝑛[𝑈 ]

𝜕𝑗𝑥𝜕𝑗𝑦
= 4𝜋𝑖𝒮𝜎𝑥𝑦/𝑒2. (4.69)

Выберем теперь матрицы 𝑡𝑥,𝑦 в следующем виде

(𝑡𝑥,𝑦)
𝑝𝑝′

𝛼𝛽 = 𝜏 𝑝𝑝
′

𝑥,𝑦 𝛿𝛼𝛼0𝛿𝛽𝛽0 − 𝑖𝛿𝑝𝑝
′
𝛿𝛼𝛼0𝛿𝛽𝛽0 (4.70)

Здесь 𝜏𝑥,𝑦 обозначают стандартные матрицы Паули. Заметим, что при таком выборе матриц
𝑡𝑥,𝑦, матрица 𝑈 отличается от той, которая возникала при выборе матриц 𝑡𝑥,𝑦 согласно ур.
(4.67), только множителем exp(𝑗𝑥𝑥 + 𝑗𝑦𝑦). Поэтому, величины 𝑍𝑛[𝑈 ] для двух вариантов
выбора (4.67) и (4.70) совпадают.

𝜕2 ln𝑍𝑛[𝑈 ]

𝜕𝑗2𝑥
=− 4

∫︁
𝑑𝑟𝑑𝑟′⟨𝑣𝑥 Im𝐺𝑅(𝑟, 𝑟′)𝑣𝑥 Im𝐺𝑅(𝑟′, 𝑟)⟩

+ 4

∫︁
𝑑𝑟𝑑𝑟′⟨𝑣𝑥Re𝐺𝑅(𝑟, 𝑟)𝑣𝑥Re𝐺

𝑅(𝑟′, 𝑟′)⟩

=− 4

∫︁
𝑑𝑟𝑑𝑟′⟨𝑣𝑥 Im𝐺𝑅(𝑟, 𝑟′)𝑣𝑥 Im𝐺𝑅(𝑟′, 𝑟)⟩. (4.71)

Здесь мы использовали тот факт, что Tr 𝑣𝜇𝐺 = 𝑖Tr[𝑥𝜇, 𝐺
−1]𝐺 = 0. Вспоминая формулу Кубо

для продольной проводимости 𝜎𝑥𝑥, ур. (2.150), находим что

lim
𝑛→0

lim
𝑗𝑥→0

𝜕2 ln𝑍𝑛[𝑈 ]

𝜕𝑗2𝑥
= −4𝜋𝒮𝜎𝑥𝑥/𝑒2. (4.72)
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Формулы (4.69) и (4.72) позволяют выразить точные значения проводимости в виде произ-
водных от действия 𝑍𝑛[𝜂, 𝑈 ]. Ниже 𝑍𝑛[𝜂, 𝑈 ] будет выражено через эффективное действие
для матрицы 𝑄 = 𝑇−1Λ𝑇 .

Повторяя вывод нелинейной сигма-модели, представленный в предыдущем разделе, мож-
но показать, что

𝑍𝑛[𝜂, 𝑈 ] =

∫︁
𝐷[𝑄] exp[−𝒮eff[𝑈𝑄𝑈

−1]] (4.73)

где 𝒮eff определяется выражением (4.59). Для дальнейших преобразований удобно перепи-
сать 𝒮eff в следующем виде

𝒮eff[𝑈𝑄𝑈
−1] =

𝑘+−
𝑥𝑥

8
Tr(𝐷𝜇𝑄)

2 −
𝑘+−
𝑥𝑦

8
𝜖𝜇𝜈 Tr𝑄(𝐷𝜇𝑄)(𝐷𝜈𝑄)− 𝜋𝐷(ℰ)𝜂TrΛ𝑈𝑄𝑈−1, (4.74)

где для краткости введено обозначение 𝑘+−
𝑥𝑦 = 𝑘+−

𝑥𝑦 + (2𝜋/𝑒2)𝜎̄𝐼𝐼𝑥𝑦 и

𝐷𝜇𝑄 = ∇𝑄− [𝑄,𝐴𝜇]−, 𝐴𝜇 = 𝑈−1∇𝜇𝑈. (4.75)

Так как мы считаем, что ∇𝑈 мало, то можно вычислять ln𝑍𝑛[𝜂, 𝑈 ] разложением по неабе-
леву векторному потенциалу 𝐴𝜇, ограничившись вторым порядком:

ln𝑍𝑛[𝑈 ] = −𝑘
+−
𝑥𝑥

2
Tr𝐴𝜇⟨𝑄∇𝜇𝑄⟩ −

𝑘+−
𝑥𝑦

2
𝜖𝜇𝜈 Tr𝐴𝜈⟨∇𝜇𝑄⟩ −

𝑘+−
𝑥𝑥

4
Tr⟨[𝑄𝐴𝜇𝑄𝐴𝜇 − 𝐴𝜇𝐴𝜇]⟩

−
𝑘+−
𝑥𝑦

2
𝜖𝜇𝜈 Tr⟨𝑄⟩𝐴𝜇𝐴𝜈 +

1

8

⟨⟨{︁
Tr𝐴𝜈

[︁
𝑘+−
𝑥𝑥 𝛿𝜇𝜈𝑄+ 𝑘+−

𝑥𝑦 𝜖𝜇𝜈

]︁
∇𝜇𝑄

}︁2
⟩⟩

. (4.76)

Используя ур. (4.64), найдем

lim
𝑗𝑥→0

𝜕2 ln𝑍𝑛[𝑈 ]

𝜕𝑗2𝑥
=
𝑘+−
𝑥𝑥

4
Tr⟨[𝑄, 𝑡𝑥]2⟩ −

(𝑘+−
𝑥𝑥 )2

4
⟨⟨Tr 𝑡𝑥𝑄∇𝑥𝑄Tr 𝑡𝑥𝑄∇𝑥𝑄⟩⟩, (4.77)

lim
𝑗𝜇→0

𝜕2 ln𝑍𝑛[𝑈 ]

𝜕𝑗𝑥𝜕𝑗𝑦
= −𝑘

+−
𝑥𝑥

2
Tr⟨𝑦𝑡𝑦𝑡𝑥𝑄∇𝑥𝑄+ 𝑥𝑡𝑥𝑡𝑦𝑄∇𝑦𝑄⟩ −

𝑘+−
𝑥𝑦

2
Tr⟨𝑥𝑡𝑥𝑡𝑦∇𝑥𝑄− 𝑦𝑡𝑦𝑡𝑥∇𝑦𝑄⟩

− (𝑘+−
𝑥𝑥 )2

4
⟨⟨Tr 𝑡𝑥𝑄∇𝑥𝑄 · Tr 𝑡𝑦𝑄∇𝑦𝑄⟩⟩, (4.78)

где использовались следующие соотношения tr𝑄 = 0 и 𝑄2 = 1.

Сделаем теперь математическое отступление. Как упоминалось выше важно различать
коммутирует матрица 𝑈 с матрицей Λ или нет. Заметим, что матрица 𝑈 , которая ком-
мутирует с матрицей Λ, [𝑈,Λ] = 0, может быть представлена в блок диагональном виде,
𝑈𝑝𝑝′

𝛼𝛽 = 𝑈𝑝
𝛼𝛽𝛿

𝑝𝑝′ , т.е. 𝑈 ∈ 𝑈(𝑛)×𝑈(𝑛). Если же [𝑈,Λ] ̸= 0, то матрица 𝑈 ∈ 𝑈(2𝑛)/𝑈(𝑛)×𝑈(𝑛).
Построим явно генераторы для группы 𝑈(2𝑛). Рассмотрим 2𝑛2 матриц

(𝑢𝛼0𝛽0
𝑥,𝑦 )𝑝𝑝

′

𝛼𝛽 = 𝛾+𝑥,𝑦𝛿
𝑝+𝛿𝑝

′−𝛿𝛼𝛼0𝛿𝛽𝛽0 + 𝛾−𝑥,𝑦𝛿
𝑝−𝛿𝑝

′+𝛿𝛼𝛽0𝛿𝛽𝛼0 , (4.79)

где 𝛼0, 𝛽0 = 1, . . . , 𝑛. Любая матрица 𝑈 ∈ 𝑈(2𝑛)/𝑈(𝑛) × 𝑈(𝑛) может быть представлена в
виде линейной комбинации матриц 𝑢𝛼0𝛽0

𝑥,𝑦 :

𝑈 =
∑︁
𝛼0,𝛽0

𝐶𝛼0,𝛽0
𝜇 𝑢𝛼0𝛽0

𝜇 . (4.80)
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Матрицы 𝑢𝛼0𝛽0
𝜇 обладают следующими свойствами

tr𝑢𝛼0𝛽0
𝜇 = 0, tr(𝑢𝛼0𝛽0

𝜇 )2 = 2,
∑︁
𝛼0,𝛽0

(𝑢𝛼0𝛽0
𝜇 )2 = (2𝑛)1, (4.81)

где 1 обозначает единичную матрицу. Перенумеруем матрицы 𝑢𝛼0𝛽0
𝜇 в виде 𝑢𝑗, где 𝑗 =

1, . . . , 2𝑛2. Тогда, выполняется следующее тождество:

2𝑛2∑︁
𝑗=1

(𝑢𝑗)
𝑝1𝑝2
𝛼1𝛼2

(𝑢𝑗)
𝑝3𝑝4
𝛼3𝛼4

= 2𝛿𝑝1𝑝4𝛿𝑝2𝑝3𝛿𝛼1𝛼4𝛿𝛼2𝛼3

[︁
𝛿𝑝1+𝛿𝑝2− + 𝛿𝑝1−𝛿𝑝2+

]︁
. (4.82)

Построим теперь генераторы для 𝑈(𝑛)× 𝑈(𝑛). Рассмотрим 2𝑛2 − 2𝑛 матриц вида

(𝑣±;𝛼0𝛽0
𝑥,𝑦 )𝑝𝑝

′

𝛼𝛽 = 𝛿𝑝𝑝
′
𝛿𝑝±
[︁
𝛾+𝑥,𝑦𝛿𝛼𝛼0𝛿𝛽𝛽0 + 𝛾−𝑥,𝑦𝛿𝛼𝛽0𝛿𝛽𝛼0

]︁
, (4.83)

где 𝛼0, 𝛽0 = 1, . . . , 𝑛, причем 𝛽0 > 𝛼0. А также 2𝑛− 1 матрицу вида

(𝑣𝑗)
𝑝𝑝′

𝛼𝛽 = 𝛿𝑝𝑝
′
𝛿𝛼𝛽(𝑠𝑗)

𝑝
𝛼/
√
𝑛, (4.84)

где 𝑗 = 1, . . . , (2𝑛 − 1). Величины (𝑠𝑗)
𝑝
𝛼 равны по модулю единице,

⃒⃒
(𝑠𝑗)

𝑝
𝛼

⃒⃒
= 1, а знаки

выбраны таким образом, чтобы выполнялись соотношения

∑︁
𝛼𝑝

(𝑠𝑗)
𝑝
𝛼 = 0,

2𝑛−1∑︁
𝑗=1

(𝑠𝑗)
𝑝
𝛼(𝑠𝑗)

𝑝′

𝛽 =

{︃
2𝑛− 1, 𝑝 = 𝑝′, 𝛼 = 𝛽,

−1, иначе.
(4.85)

Любая матрица 𝑈 ∈ 𝑈(𝑛) × 𝑈(𝑛) может быть представлена в виде линейной комбинации
матриц 𝑣:

𝑈 =
∑︁

𝛽0>𝛼0;𝑝=±

𝐷𝑝;𝛼0𝛽0
𝜇 𝑣𝑝;𝛼0,𝛽0

𝜇 +
2𝑛−1∑︁
𝑗=1

𝐷′
𝑗𝑣𝑗 +𝐷′′1. (4.86)

Матрицы 𝑣𝛼0𝛽0
𝜇 обладают следующими свойствами

tr 𝑣±;𝛼0𝛽0
𝜇 = 0, tr(𝑣±;𝛼0𝛽0

𝜇 )2 = 2,
∑︁
𝛼0<𝛽0

(𝑣±;𝛼0𝛽0
𝜇 )2 = (𝑛− 1) 1. (4.87)

Перенумеруем матрицы 𝑣±;𝛼0𝛽0
𝜇 в виде 𝑣𝑗, где 𝑗 = 2𝑛, . . . , 2𝑛2 − 1. Тогда, выполняется следу-

ющее тождество

2𝑛2−1∑︁
𝑗=1

(𝑣𝑗)
𝑝1𝑝2
𝛼1𝛼2

(𝑣𝑗)
𝑝3𝑝4
𝛼3𝛼4

= 2𝛿𝑝1𝑝4𝛿𝑝2𝑝3𝛿𝛼1𝛼4𝛿𝛼2𝛼3

[︁
𝛿𝑝1+𝛿𝑝2+ + 𝛿𝑝1−𝛿𝑝2−

]︁
− 1

𝑛
𝛿𝑝1𝑝2𝛿𝑝3𝑝4𝛿𝛼1𝛼2𝛿𝛼3𝛼4 . (4.88)

Складывая выражения (4.82) и (4.88), получаем следующее соотношение полноты:

2𝑛2∑︁
𝑗=1

(𝑢𝑗)
𝑝1𝑝2
𝛼1𝛼2

(𝑢𝑗)
𝑝3𝑝4
𝛼3𝛼4

+
2𝑛2−1∑︁
𝑗=1

(𝑣𝑗)
𝑝1𝑝2
𝛼1𝛼2

(𝑣𝑗)
𝑝3𝑝4
𝛼3𝛼4

= 2𝛿𝑝1𝑝4𝛿𝑝2𝑝3𝛿𝛼1𝛼4𝛿𝛼2𝛼3

− 1

𝑛
𝛿𝑝1𝑝2𝛿𝑝3𝑝4𝛿𝛼1𝛼2𝛿𝛼3𝛼4 . (4.89)
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Заметим, что вместо матрицы 𝑡𝑥, использовавшейся для вывода формулы (4.72) для 𝜎𝑥𝑥,
можно выбрать любую матрицу 𝑢𝑗. Если же выбрать вместо 𝑡𝑥 матрицу 𝑣𝑗, то так как
[𝑣𝑗,Λ] = 0, то в правой части ур. (4.72) получится нуль. Поэтому, из ур. (4.77) следует, что

−4𝜋𝜎𝑥𝑥𝒮
𝑒2

=
𝑘+−
𝑥𝑥

4
Tr⟨[𝑄, 𝑢𝑗]2⟩ −

(𝑘+−
𝑥𝑥 )2

4
⟨⟨
(︀
Tr𝑢𝑗𝑄∇𝑥𝑄

)︀2⟩⟩, (4.90)

0 =
𝑘+−
𝑥𝑥

4
Tr⟨[𝑄, 𝑣𝑗]2⟩ −

(𝑘+−
𝑥𝑥 )2

4
⟨⟨
(︀
Tr 𝑣𝑗𝑄∇𝑥𝑄

)︀2⟩⟩. (4.91)

Складывая ур. (4.90) и (4.91), и пользуясь соотношением полноты (4.89), находим

2𝜋𝜎𝑥𝑥
𝑒2

= 𝑘+−
𝑥𝑥 + lim

𝑛→0

(𝑘+−
𝑥𝑥 )2

16𝑛2𝒮

∫︁
𝑑𝑟𝑑𝑟′ tr⟨⟨𝑄(𝑟)∇𝑄(𝑟) ·𝑄(𝑟′)∇𝑄(𝑟′)⟩⟩. (4.92)

Отсюда видно, что величина 𝑘+−
𝑥𝑥 есть ничто иное, как (2𝜋/𝑒2)𝜎̄𝑥𝑥 – диссипативная проводи-

мость, вычисленная в теории, где есть только 𝑃 моды, т.е. при 𝑄 = Λ.

Вместо матриц 𝑡𝑥 и 𝑡𝑦 в ур. (4.69) выберем матрицы 𝑢𝛼0𝛽0
𝑥 и 𝑢𝛼0𝛽0

𝑦 . Заметим, что они
связаны соотношением: 𝑢𝛼0𝛽0

𝑦 = −𝑖Λ𝑢𝛼0𝛽0
𝑥 = 𝑖𝑢𝛼0𝛽0

𝑥 Λ. Если же выбрать вместо 𝑡𝑥 и 𝑡𝑦 матрицы
𝑣𝛼0𝛽0
𝑥 и 𝑣𝛼0𝛽0

𝑦 , то так как [𝑣𝛼0𝛽0
𝑥,𝑦 ,Λ] = 0, то в правой части ур. (4.69) получится нуль. Тогда из

ур. (4.78) находим следующие соотношения:

4𝜋𝑖𝜎𝑥𝑦𝒮
𝑒2

=
𝑖𝑘+−
𝑥𝑥

4
tr[𝑢𝑗,Λ𝑢𝑗]𝜖𝜇𝜈⟨𝑥𝜇𝑄∇𝜈𝑄⟩+

𝑖𝑘+−
𝑥𝑦

4
tr[𝑢𝑗,Λ𝑢𝑗]⟨𝑥𝜇∇𝜇𝑄⟩

+
𝑖(𝑘+−

𝑥𝑥 )2

4
⟨⟨Tr𝑢𝑗𝑄∇𝑥𝑄 · Tr𝑢𝑗𝑄∇𝑦𝑄Λ⟩⟩, (4.93)

0 =
𝑖𝑘+−
𝑥𝑥

4
tr[𝑣𝑗,Λ𝑣𝑗]𝜖𝜇𝜈⟨𝑥𝜇𝑄∇𝜈𝑄⟩+

𝑖𝑘+−
𝑥𝑦

4
tr[𝑣𝑗,Λ𝑣𝑗]⟨𝑥𝜇∇𝜇𝑄⟩

+
𝑖(𝑘+−

𝑥𝑥 )2

4
⟨⟨Tr 𝑣𝑗𝑄∇𝑥𝑄 · Tr 𝑣𝑗𝑄∇𝑦𝑄Λ⟩⟩. (4.94)

Складывая ур. (4.93) и (4.94), и пользуясь соотношениями полноты (4.89), находим

2𝜋𝜎𝑥𝑦
𝑒2

= − lim
𝑛→0

𝑘+−
𝑥𝑦

4𝑛𝒮
TrΛ𝑥𝜇⟨∇𝜇𝑄⟩ − lim

𝑛→0

𝑘+−
𝑥𝑥

4𝑛𝒮
TrΛ𝜖𝜇𝜈𝑥𝜇⟨𝑄∇𝜈𝑄⟩

+ lim
𝑛→0

(𝑘+−
𝑥𝑥 )2

16𝑛2𝒮

∫︁
𝑑𝑟𝑑𝑟′ tr⟨⟨𝜖𝜇𝜈𝑄(𝑟)∇𝜇𝑄(𝑟) ·𝑄(𝑟′)∇𝜈𝑄(𝑟

′)Λ⟩⟩. (4.95)

Обратим внимание на первый член в правой части ур. (4.95). Преобразуем его следующим
образом:

TrΛ𝑥𝜇⟨∇𝜇𝑄⟩ =
∮︁
𝑑𝑠(𝑛𝑟) tr Λ⟨𝑄s⟩ − 2TrΛ⟨𝑄⟩ (4.96)

где 𝑛 – это вектор нормали к границе, а 𝑄s значение матрицы 𝑄 на границе. Как мы увидим
ниже, ⟨𝑄s⟩ = Λ, поэтому при интегрировании вдоль границы первый член зануляется и мы
окончательно получаем, что

2𝜋𝜎𝑥𝑦
𝑒2

= lim
𝑛→0

𝑘+−
𝑥𝑦

2𝑛𝒮
TrΛ⟨𝑄⟩ − lim

𝑛→0

𝑘+−
𝑥𝑥

4𝑛𝒮
TrΛ𝜖𝜇𝜈𝑥𝜇⟨𝑄∇𝜈𝑄⟩

+ lim
𝑛→0

(𝑘+−
𝑥𝑥 )2

16𝑛2𝒮

∫︁
𝑑𝑟𝑑𝑟′ tr⟨⟨𝜖𝜇𝜈𝑄(𝑟)∇𝜇𝑄(𝑟) ·𝑄(𝑟′)∇𝜈𝑄(𝑟

′)Λ⟩⟩. (4.97)
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Отсюда видно, что 𝑘+−
𝑥𝑦 есть ничто иное, как (2𝜋/𝑒2)𝜎̄𝑥𝑦 - холловская проводимость, вычис-

ленная в теории, где есть только 𝑃 моды, т.е. при 𝑄 = Λ, а 𝑘+−
𝑥𝑦 = (2𝜋/𝑒2)𝜎̄𝐼𝑥𝑦.

Таким образом, нелинейная сигма-модель принимает следующий окончательный вид

𝒮𝜎[𝑄] =
𝜎̄𝑥𝑥
8

Tr(∇𝑄)2 − 𝜎̄𝑥𝑦
8
𝜖𝜇𝜈 Tr𝑄∇𝜇𝑄∇𝜈𝑄− 𝜋𝐷(ℰ)𝜂TrΛ𝑄, (4.98)

где 𝑄 = 𝑇−1Λ𝑇 и 𝜎̄𝑗𝑘 - безразмерные проводимости в единицах 𝑒2/ℎ, вычисленные в некри-
тической теории, т.е. в теории, где есть только 𝑃 -моды.

Заметим, что член пропорциональный 𝜎̄𝑥𝑦 может быть представлен как интеграл по гра-
нице двумерной области:

𝒞[𝑄] = 1

16𝜋𝑖
𝜖𝜇𝜈 Tr𝑄∇𝜇𝑄∇𝜈𝑄 =

1

4𝜋𝑖

∮︁
𝑑𝑠 tr Λ𝑇𝜕𝑠𝑇

−1 (4.99)

Физические проводимости 𝜎𝑗𝑘 могут быть вычислены по формулам Кубо:

𝜎𝑥𝑥 = 𝜎̄𝑥𝑥 +
𝜎̄2
𝑥𝑥

16𝑛2

∫︁
𝑑𝑟′ tr⟨⟨𝑄(𝑟)∇𝑄(𝑟)𝑄(𝑟′)∇𝑄(𝑟′)⟩⟩, (4.100)

𝜎𝑥𝑦 = 𝜎̄𝑥𝑦 −
𝜎̄𝑥𝑥
4𝑛

tr Λ𝜖𝜇𝜈𝑥𝜇⟨𝑄∇𝜈𝑄⟩+
𝜎̄2
𝑥𝑥

16𝑛2

∫︁
𝑑𝑟′ tr⟨⟨𝜖𝜇𝜈𝑄(𝑟)∇𝜇𝑄(𝑟)𝑄(𝑟

′)∇𝜈𝑄(𝑟
′)Λ⟩⟩, (4.101)

где подразумевается репличный предел, 𝑛 → 0. Здесь мы учли, что в репличном пределе
⟨𝑄⟩ = Λ. Плотность состояний определяется соотношением

𝐷(ℰ) = 𝐷(ℰ)
2𝑛

tr Λ⟨𝑄⟩. (4.102)
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Глава 5

Квантование холловской проводимости

Введение
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5.1 Топологический заряд и разделение краевой и объ-
емной теорий

В предыдущих лекциях мы вывели низкоэнергетическое эффективное действие нелиней-
ной сигма модели:

𝑆[𝑄] =
𝜎̄𝑥𝑥
8

Tr(∇𝑄)2 − 2𝜋𝑖𝜎̄𝑥𝑦 𝒞[𝑄]− 𝜋𝐷̄(ℰ)𝜂TrΛ𝑄, (5.1)

где

𝒞[𝑄] = 1

16𝜋𝑖
Tr 𝜀𝑎𝑏𝑄∇𝑎𝑄∇𝑏𝑄 =

1

4𝜋𝑖

∮︁
𝑑𝑠 tr Λ𝑇 (𝑠)𝜕𝑠𝑇

−1(𝑠). (5.2)

Здесь последний интеграл берется по границе двумерной области.
Покажем, что если матрица 𝑄 на границе двумерной области постоянна и равна для

определенности матрице Λ, т.е. 𝑄|edge = Λ, то 𝒞[𝑄] может принимать целые значения, т.е.
является топологическим зарядом. Рассмотрим сначала случай 𝑛 = 1 и параметризуем мат-
рицу 𝑄 в следующем виде:

𝑄 = 𝜎𝑚𝜏 , (5.3)

где 𝜎 = ±1, 𝑚 = {cos𝜑 sin𝛼, sin𝜑 sin𝛼, cos𝛼} – единичный действительный вектор, а
𝜏 = {𝜏𝑥, 𝜏𝑦, 𝜏𝑧} – вектор стандартных матриц Паули. tr 𝜏𝑗𝜏𝑘𝜏𝑙 = 2𝑖𝜀𝑗𝑘𝑙, 𝜀𝑗𝑘𝑙 – полностью анти-
симметричный тензор третьего ранга. Вычисляя 𝒞[𝑄], находим

𝒞[𝑄] = 𝜎

8𝜋𝑖
𝜀𝑗𝑘𝑙𝜀𝑎𝑏

∫︁
𝑑2𝑟𝑚𝑗∇𝑎𝑚𝑘∇𝑏𝑚𝑙 = − 𝜎

2𝜋
𝜀𝑎𝑏

∫︁
𝑑2𝑟∇𝑎(cos𝛼∇𝑏𝜑) = − 𝜎

2𝜋

∮︁
𝑑𝑠 cos𝛼 𝜕𝑠𝜑.

(5.4)
Условие 𝑄|edge = Λ означает, что 𝛼 = 0. Выбирая фазу 𝜑(𝑠), соответствующей намотке 𝑘
раз при обходе один раз вдоль границы, 𝜑(2𝜋) = 𝜑(0) + 2𝜋𝑘, получим, что топологический
инвариант 𝒞[𝑄] = −𝜎𝑘. Заметим, что полученный нами для случая 𝑛 = 1 результат, соот-
ветствует известному результату теории гомотопии 𝜋2(𝑆2) = Z.

В случае 𝑛 > 1 воспользуемся выражением для топологического числа 𝒞[𝑄] через мат-
рицу 𝑇 на границе, ур. (5.2). При этом выберем следующий вид матрицы 𝑇 на границе:

𝑇 (𝑠) = diag {𝑒𝑖𝜑(𝑠), 1, . . . , 1, 𝑒−𝑖𝜑(𝑠), 1, . . . , 1}, (5.5)

причем фаза 𝜑(𝑠) меняется на при обходе границы на целое кратное 2𝜋: 𝜑(2𝜋) = 𝜑(0) + 2𝜋𝑘.
Тогда, прямое вычисление приводит к результату 𝒞[𝑄] = 𝑘. Возможность целочисленного
значения топологического заряда соответствует формальному результату теории гомотопии

𝜋2 (𝑈(2𝑛)/𝑈(𝑛)× 𝑈(𝑛)) = 𝜋1 (𝑈(𝑛)× 𝑈(𝑛)) = Z. (5.6)

Заметим, однако, что вывод эффективной теории (5.1) не предполагал каких-либо спе-
циальных граничных условий для поля 𝑄. Представим матрицу 𝑄 на границе в виде

𝑄 |edge = 𝑇−1(𝑠)Λ𝑇 (𝑠) = 𝑡−1(𝑠)Λ𝑡(𝑠), (5.7)

где мы разделили матрицу 𝑇 (𝑠) ∈ 𝑈(2𝑛) на две части 𝑇 (𝑠) = 𝑇0(𝑠)𝑡(𝑠), где 𝑡(𝑠) ∈
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𝑈(2𝑛)/𝑈(𝑛) × 𝑈(𝑛) и 𝑇0(𝑠) ∈ 𝑈(𝑛) × 𝑈(𝑛). Тогда, топологический заряд 𝒞[𝑄] может быть
записан в виде

𝒞[𝑄] = 1

4𝜋𝑖

∮︁
𝑑𝑠 tr Λ𝑇0(𝑠)𝜕𝑠𝑇

−1
0 (𝑠) +

1

4𝜋𝑖

∮︁
𝑑𝑠 tr Λ𝑡(𝑠)𝜕𝑠𝑡

−1(𝑠). (5.8)

Как мы видели выше, первый член принимает целочисленные значения, а второй описывает
флуктуации вокруг этого целочисленного значения. Интегрирование по полям 𝑄 с произ-
вольными граничными условиями, можно представить в виде∫︁

𝒟[𝑄]𝑒−𝑆𝜎 [𝑄] =

∫︁
𝒟[𝑡]

∫︁
𝑄|edge =𝑡−1Λ𝑡

𝒟[𝑄]𝑒−𝑆𝜎 [𝑄]. (5.9)

Это равенство означает, что мы сначала вычисляем функциональный интеграл по полям 𝑄

при фиксированных граничных условиях, а затем производим суммирование по всем воз-
можным граничным условиям. Удобно ввести матрицу

𝑄0(𝑥, 𝑠) = 𝑡(𝑠)𝑄(𝑥, 𝑠)𝑡−1(𝑠), (5.10)

где 𝑥 обозначает координату в направлении перпендикулярном границе (см. Рис. ??). Тогда,
на границе матрица 𝑄0 совпадает с матрицей Λ, 𝑄0 |edge = Λ. Так как матрица 𝑄0 отличается
от 𝑄 только унитарными вращениями, то мера интегрирования не меняется, 𝒟[𝑄] = 𝒟[𝑄0].
Поэтому получаем, ∫︁

𝒟[𝑄]𝑒−𝑆𝜎 [𝑄] =

∫︁
𝒟[𝑡]

∫︁
𝑄0|edge=Λ

𝒟[𝑄0]𝑒
−𝑆𝜎 [𝑡−1𝑄0𝑡]. (5.11)

Заметим, что выполняется соотношение

𝒞[𝑡−1𝑄0𝑡] = 𝒞[𝑄0] + 𝒞[𝑞], 𝑞 = 𝑡−1Λ𝑡. (5.12)

При этом, величина 𝒞[𝑄0] равна целому числу, а 𝒞[𝑞] учитывает возможность отличия топо-
логического заряда от целочисленного значения,

𝒞[𝑄0] = 𝑘 ∈ Z, −1/2 < 𝒞[𝑞] ⩽ 1/2. (5.13)

Разделим теперь затравочный холловский кондактанс 𝜎̄𝑥𝑦 на целую 𝑘 и дробную 𝜃 части

𝜎̄𝑥𝑦 = 𝑁 +
𝜃

2𝜋
. (5.14)

Здесь, 𝑁 - целое число, которое совпадает с числом заполненных уровней Ландау, а 𝜃 огра-
ничена интервалом −𝜋 < 𝜃 ≤ 𝜋. Тогда, выполняется следующее равенство:

𝑒2𝜋𝑖𝜎̄𝑥𝑦𝒞[𝑡
−1𝑄0𝑡] = 𝑒2𝜋𝑖𝑘𝒞[𝑞]+𝑖𝜃𝒞[𝑡

−1𝑄0𝑡]. (5.15)

В итоге, эффективное действие принимает следующий вид:

𝑆𝜎[𝑄] = 𝑆bulk[𝑡
−1𝑄0𝑡]− 2𝜋𝑖𝑁 𝒞[𝑞], (5.16)
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где

𝑆bulk[𝑄] =
𝜎̄𝑥𝑥
8

Tr(∇𝑄)2 − 𝑖𝜃𝒞[𝑄]− 𝜋𝐷̄(ℰ)𝜂TrΛ𝑄. (5.17)

Определим формально эффективное действие для краевой переменной 𝑡(𝑠) с помощью
следующего соотношения:

𝑒−𝑆edge[𝑞] = 𝑒2𝜋𝑖𝑁 𝒞[𝑞]
∫︁

𝑄0|edge=Λ

𝒟[𝑄0]𝑒
−𝑆bulk[𝑡

−1𝑄0𝑡]. (5.18)

Используя симметрию действия нелинейной сигма модели относительно вращений и мед-
ленность переменной 𝑡, можно показать, что 𝑆edge[𝑞] должно иметь следующий вид

𝑆edge[𝑞] =
𝜎𝑥𝑥
8

∫︁
𝑑𝑟 tr(∇𝑞)2 − 𝑖(2𝜋𝑁 + 𝜃)𝒞[𝑞]. (5.19)

Такой результат естественен, т.к. означает перенормируемость теории. Так как действие
𝑆edge[𝑞] − 2𝜋𝑁𝑖𝒞[𝑞] представляет собой отклик на неабелев векторный потенциал 𝑡∇𝑡−1, то
величины 𝜎𝑥𝑥 и 𝜃 представляют собой продольную проводимость и дробную часть холлов-
ской проводимости, вычисленные на масштабе порядка размера всей системы.

Покажем теперь как из действия (5.19) следует квантование холловской проводимости.
Если в теории с действием 𝑆bulk[𝑄] существует конечная длина корреляций (локализаци-
онная длина) 𝜉, то система должна быть нечувствительна к конкретному виду граничных
условий, если размер системы достаточно велик. Другими словами, для 𝐿 ≫ 𝜉 действие
𝑆edge[𝑞]− 2𝜋𝑁𝑖𝒞[𝑞] не должно зависеть от 𝑡. Это возможно только, если выполняются следу-
ющие соотношения:

lim
𝐿/𝜉→∞

𝜎𝑥𝑥(𝐿) = 0, lim
𝐿/𝜉→∞

𝜃(𝐿) = 0, (5.20)

т.е.
lim

𝐿/𝜉→∞
𝜎𝑥𝑦(𝐿) = 𝑁. (5.21)

При этом, эффективное действие на краю сводится к следующему эффективному действию:

𝑆edge[𝑞] = −𝑁
2

∮︁
𝑑𝑠 tr Λ𝑡𝜕𝑠𝑡

−1 − 𝜋𝜂𝜌edge

∮︁
𝑑𝑠 tr Λ𝑞. (5.22)

Последний член добавлен для регуляризации краевой теории. Величина 𝜌edge представляет
собой плотность краевых состояний. Покажем, что действие (5.22) является критическим,
т.е. переходит само в себя при перенормировании методом фонового поля, а целое число 𝑁
не меняется. Действительно, выполним преобразование 𝑡 → 𝑡𝑡0 и определим эффективное
действие для мод 𝑞 = 𝑡−1

0 Λ𝑡0 следующим образом:

𝑒−𝑆
eff
edge[𝑞0] =

∫︁
𝒟[𝑞]𝑒−𝑆edge[𝑞]. (5.23)

Тогда, в низшем порядке по градиентам находим, что

𝑆eff
edge[𝑞0] = −𝑁

2

∮︁
𝑑𝑠 tr⟨𝑞⟩𝑡0𝜕𝑠𝑡−1

0 − 𝜋𝜂𝜌edge

∮︁
𝑑𝑠 tr⟨𝑞⟩𝑞0, (5.24)

где среднее ⟨. . . ⟩ вычисляется по отношению к действию 𝑆edge[𝑞]. Если выполняется равен-
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ство (ниже мы увидим, что это так)
⟨𝑞⟩ = Λ, (5.25)

то тогда получаем

𝑆eff
edge[𝑞0] = −𝑁

2

∮︁
𝑑𝑠 tr Λ𝑡0𝜕𝑠𝑡

−1
0 − 𝜋𝜂𝜌edge

∮︁
𝑑𝑠 tr Λ𝑞0. (5.26)

Таким образом, действие для края 𝑆edge[𝑞] действительно оказывается критическим. Под-
черкнем, это означает, что двумерная система с целочисленно квантованным значением
холловской проводимости описывается одномерной критической теорией.

Для того, чтобы выяснить физический смысл этой одномерной краевой теории, рассмот-
рим модель одномерных киральных фермионов в случайном потенциале. После введения 𝑛
реплик, статистическая сумма такой модели имеет вид:

𝑍𝑛 =

∫︁
𝒟[𝜓]

∫︁
𝒟[𝑉 ]𝒫 [𝑉 ]𝑒−𝒮1𝐷 , (5.27)

где

𝒮1𝐷 = −
∮︁
𝑑𝑠
∑︁
𝛼𝑝

𝑁∑︁
𝑗,𝑗′=1

𝜓†𝑝𝛼, 𝑗(𝑠)
[︁
(𝑖𝑣𝑑𝜕𝑠 + 𝑖𝜂𝑝)𝛿𝑗𝑗′ − 𝑉𝑗𝑗′(𝑠)

]︁
𝜓𝑝𝛼,𝑗′(𝑠). (5.28)

Здесь как и раньше 𝛼 обозначает репличный индекс, 𝑝 = ±1, 𝑣𝑑 – это скорость киральных
фермионов, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁 нумерует число краевых каналаов, а 𝑉𝑗𝑗′(𝑠) элемент эрмитовой
матрицы 𝑉 (𝑠), который описывает случайное рассеяние между каналами 𝑗 и 𝑗′. Случайный
потенциал имеет гауссово распределение:

𝒫 [𝑉 ] ∝ exp

(︃
− 1

2𝛾𝑒

∮︁
𝑑𝑠
∑︁
𝑗,𝑗′

|𝑉𝑗𝑗′(𝑠)|2
)︃
. (5.29)

Делая стандартные шаги: интегрируя по случайному потенциалу, вводя матрицу 𝑞, чтобы
расцепить получившийся четырех фермионный член, интегрируя после этого по фермионам,
получаем в итоге

𝑍𝑛 =

∫︁
𝒟[𝑞] exp

[︁
− 1

2𝛾𝑒

∮︁
𝑑𝑠 tr 𝑞2 +𝑁

∮︁
𝑑𝑠 tr ln(𝑖𝑣𝑑𝜕𝑠 + 𝑖𝜂Λ + 𝑖𝑞)

]︁
. (5.30)

Седловое уравнение для матричного поля 𝑞 принимает стандартный вид:

𝑞sp = 𝑖𝑁𝛾𝑒

∞∫︁
−∞

𝑑𝑞

2𝜋

1

−𝑣𝑑𝑞 + 𝑖𝑞sp
= 𝑁

𝛾𝑒
2𝑣𝑑

sgn 𝑞sp. (5.31)

Здесь мы положили 𝜂 = 0. Решение этого уравнения имеет вид 𝑞sp = Λ/(2𝜏), где 1/𝜏 =

𝑁𝛾𝑒/𝑣𝑑. Сделаем как и раньше преобразование

𝑞 =
1

2𝜏
𝑡−1𝑃𝑡, 𝑃 ∈ 𝑈(𝑛)× 𝑈(𝑛). (5.32)
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Tогда статистическая сумма примет вид

𝑍𝑛 =

∫︁
𝒟[𝑃 ]𝐼[𝑃 ]

∫︁
𝒟[𝑡] exp

[︁
− 1

8𝛾𝑒𝜏 2

∮︁
𝑑𝑠 tr𝑃 2

]︁
exp
[︁
𝑁

∮︁
𝑑𝑠 tr ln

(︂
𝐺−1

0 +
𝑖

2𝜏
(𝑃 − Λ) +𝐵[𝑡]

)︂]︁
,

(5.33)

где 𝐵[𝑡] = 𝑖𝑣𝑑𝑡𝜕𝑠𝑡
−1 + 𝑖𝜂𝑡Λ𝑡−1, а 𝐼[𝑃 ] – это якобиан преобразования (5.32). Его выражение

приведено в ур. (4.4). Седловая функция Грина имеет вид 𝐺−1
0 = 𝑖𝑣𝑑𝜕𝑠 + 𝑖Λ/(2𝜏).

Напомним, что якобиан преобразования в квадратичном приближении по 𝛿𝑃 = 𝑃 − Λ

имеет вид

ln 𝐼[𝑃 ] ≃ 1

2

∮︁
𝑑𝑠
∑︁
𝛼𝛽

𝛿𝑃++
𝛼𝛼 (𝑠)𝛿𝑃−−

𝛽𝛽 (𝑠). (5.34)

а почему не надо учитывать старшие члены разложения из якобиана?

Тогда, как следует из выражения (5.33), парная корреляционная функция для массивных
флуктуаций имеет вид

−𝒮(2)
𝛿𝑃 = − 1

2

∫︁
𝑑𝑞

2𝜋

∑︁
𝛼𝛽

𝛿𝑃++
𝛼𝛼 (𝑞)𝛿𝑃−−

𝛽𝛽 (−𝑞) (5.35)

− 1

2

∑︁
𝛼𝛽

∫︁
𝑑𝑞

2𝜋
𝛿𝑃++

𝛼𝛽 (𝑞)𝛿𝑃++
𝛽𝛼 (−𝑞)

(︂
1

2𝛾𝑒𝜏 2
+

1

4𝜏 2
𝜋++(𝑞)

)︂
− 1

2

∑︁
𝛼𝛽

∫︁
𝑑𝑞

2𝜋
𝛿𝑃−−

𝛼𝛽 (𝑞)𝛿𝑃−−
𝛽𝛼 (−𝑞)

(︂
1

2𝛾𝑒𝜏 2
+

1

4𝜏 2
𝜋−−(𝑞)

)︂
.

Здесь поляризационный оператор 𝜋++(𝑞) имеет вид

𝜋++(𝑞) = −
∫︁
𝑑𝑞′

2𝜋
(𝐺0)++(𝑞 + 𝑞′)(𝐺0)++(𝑞

′). (5.36)

Для 𝜋−−(𝑞) есть аналогичное выражение. Заметим, что из того факта, что полюсы функ-
ций Грина находятся в одной полуплоскости, следует, что оба поляризационных оператора
тождественно равны нулю:

𝜋++(𝑞) = 𝜋−−(𝑞) = 0. (5.37)

Таким образом, действие для массивных мод принимает простой вид:

𝒮[𝑃 ] = − ln 𝐼[𝑃 ] +
1

4𝛾𝑒𝜏 2

∮︁
𝑑𝑠 tr𝑃 2. (5.38)

Отметим, что из-за наличия якобиана, это действие не гауссово для флуктуаций 𝛿𝑃 .

Действие для поперечных (безмассовых) флуктуаций получается разложением tr ln в
ряд. В низшем порядке по 𝑞 находим

𝑍𝑡 =

∫︁
𝒟[𝑞] exp(−𝑆edge[𝑞]),

𝑆edge[𝑞] = −𝑖𝑣𝑑𝑘
∮︁
𝜕𝑉

𝑑𝑠 tr⟨𝐺0[𝑃 ](𝑠, 𝑠)⟩𝑃 𝑡𝜕𝑠𝑡−1 − 𝑖𝜔𝑘

∮︁
𝜕𝑉

𝑑𝑠 tr⟨𝐺0[𝑃 ](𝑠, 𝑠)⟩𝑃 𝑞, (5.39)

где ⟨. . . ⟩𝑃 означает усреднение по отношению к действию для массивных мод (5.38). Ис-
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пользуя результаты (5.36), мы получим, что

⟨𝐺0[𝑃 ](𝑠, 𝑠)⟩𝑃 = 𝐺0(𝑠, 𝑠) = − 𝑖

2𝑣𝑑
Λ. (5.40)

Таким образом, окончательно находим

𝒮edge[𝑞] = −𝑘
2

∮︁
𝜕𝑉

𝑑𝑠 tr Λ𝑡𝜕𝑠𝑡
−1 − 𝜋𝜔𝜈edge

∮︁
𝜕𝑉

𝑑𝑠 tr Λ𝑞, (5.41)

где 𝜈edge = 𝑘/2𝜋𝑣𝑑.

Теперь покажем, что действие (5.41) приводит к следующему результату

⟨𝑞(𝑠)⟩ = Λ. (5.42)

Во-первых, выполним следующее калибровочное преобразование операторов рождения и
уничтожения квазичастиц на краю: (5.28)

𝜓†𝑝
𝛼,𝑗 →

∑︁
𝑗′

𝜓†𝑝
𝛼,𝑗′ exp

[︁ 𝑖
𝑣𝑑

𝑠∫︁
0

𝑑𝑠𝑉𝑗′𝑗(𝑠)
]︁
,

𝜓𝑝𝛼,𝑗 →
∑︁
𝑗′

exp
[︁
− 𝑖

𝑣𝑑

𝑠∫︁
0

𝑑𝑠𝑉𝑗𝑗′(𝑠)
]︁
𝜓𝑝𝛼,𝑗′ . (5.43)

Это преобразование позволяет убрать случайный потенциал из действия (5.28) и свести
задачу к действию чистых киральных фермионов:

𝑆pure
1𝐷 = 𝑘

∮︁
𝑑𝑠
∑︁
𝛼𝑝

𝜓†𝑝
𝛼 (𝑠)

[︁
𝑖𝑣𝑑𝜕𝑠 + 𝑖𝜔𝑝

]︁
𝜓𝑝𝛼(𝑠). (5.44)

Подчеркнем, что выражение (5.44) отражает тот факт, что киральные одномерные фер-
мионы не испытывают локализации Андерсона, т.к. киральность не позволяет рассеяться
назад.

Теперь добавим к действию (5.28) член с источником:

𝑖

∮︁
𝑑𝑠
∑︁
𝛼𝛽,𝑝𝑝′

𝑘∑︁
𝑗=1

𝜓†𝑝
𝛼,𝑗(𝑠)𝜂

𝑝𝑝′

𝛼𝛽 (𝑠)𝜓
𝑝′

𝛽,𝑗(𝑠). (5.45)

После калибровочного преобразования (5.43) этот член принимает вид:

𝑖 𝑘

∮︁
𝑑𝑠
∑︁
𝛼𝛽,𝑝𝑝′

𝜓†𝑝
𝛼 (𝑠)𝜂𝑝𝑝

′

𝛼𝛽 (𝑠)𝜓
𝑝′

𝛽 (𝑠). (5.46)

Наличие члена (5.45) приводит к следующей модификации действия (5.30)

𝑍 =

∫︁
𝒟[𝑞] exp

[︁
− 1

𝛾𝑒

∮︁
𝑑𝑠 tr 𝜂2 +

2

𝛾𝑒

∮︁
𝑑𝑠 tr 𝜂𝑞 − 1

𝛾𝑒

∮︁
𝑑𝑠 tr 𝑞2

+𝑘

∮︁
𝑑𝑠 tr ln(𝑖𝑣𝑑𝜕𝑠 + 𝑖𝜔Λ + 𝑖𝑞)

]︁
. (5.47)
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Повторяя все шаги вывода действия (5.41), получаем теперь следующее действие

𝑍[𝜂] =

∫︁
𝒟[𝑞] exp

[︁
− 1

𝛾𝑒

∮︁
𝑑𝑠 tr 𝜂2 +

1

𝛾𝑒𝜏

∮︁
𝑑𝑠 tr 𝜂𝑞 + 𝑆edge[𝑞]

]︁
. (5.48)

С другой стороны,

𝑍[𝜂] =

∫︁
𝒟[𝜓] exp

[︁
𝑘

∮︁
𝑑𝑠
∑︁
𝛼𝛽,𝑝𝑝′

𝜓†𝑝
𝛼 (𝑠)

(︁
(𝑖𝑣𝑑𝜕𝑠 + 𝑖𝜔𝑝)𝛿𝛼𝛽𝑝𝑝′ + 𝑖𝜂𝑝𝑝

′

𝛼𝛽 (𝑠)
)︁
𝜓𝑝

′

𝛽 (𝑠)
]︁
. (5.49)

Беря вариацию от ln𝑍[𝜂] по отношению к 𝜂 в уравнениях (5.48) и (5.49), получаем

𝜕 ln𝑍[𝜂]

𝜕𝜂𝑝
′𝑝
𝛽𝛼

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜂=0

=
𝑘

2𝑣𝑑
⟨𝑞𝑝𝑝

′

𝛼𝛽 (𝑠)⟩ = 𝑖𝑘⟨𝜓†𝑝′(𝑠)𝜓𝑝
𝛼(𝑠)⟩=𝑖 𝑘𝛿𝛼𝛽𝛿

𝑝𝑝′𝑔𝑝(𝑠,𝑠),(5.50)
𝛽

где пропагатор чистых киральных электронов имеет вид

𝑔𝑝(𝑠, 𝑠
′) =

∫︁
𝑑𝑞

2𝜋

𝑒𝑖𝑞(𝑠
′−𝑠)

−𝑣𝑑𝑞 + 𝑖𝜔𝑝
= −𝑖 𝑝

𝑣𝑑
𝜗(𝑝(𝑠′ − 𝑠)) exp

(︂
−𝑝 𝜔

𝑣𝑑
(𝑠′ − 𝑠)

)︂
. (5.51)

Здесь имеетcя в виду следующая нормировка ступенчатой функции Хевисайда, 𝜗(0) = 1/2.
В итоге получаем, что действительно выполняется соотношение

⟨𝑞(𝑠)⟩ = Λ. (5.52)

Задачu:

5.1.1 Доказать, что выполняется следующее соотношение

⟨𝑞𝛼𝛽𝑝𝑝′(𝑠)𝑞
𝛽𝛼
𝑝′𝑝(𝑠

′)⟩ = 𝛿𝛼𝛽𝛿𝑝𝑝′ − 4𝑝𝑝′𝜗(−𝑝(𝑠′ − 𝑠))𝜗(𝑝′(𝑠′ − 𝑠)) exp

[︂
−(𝑝′ − 𝑝)

𝜔

𝑣𝑑
(𝑠′ − 𝑠)

]︂
.
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5.2 Непрерывный предел модели Чалкера-Коддингтона

В этом разделе мы рассмотрим непрерывный предел модели Чалкера-Коддингтона (см.
раздел 2.3) и покажем, что он описывается нелинейной 𝜎-моделью. Напомним, что модель
Чалкера-Коддингтона была сформулирована для описания движения электрона в плавном
потенциале. В этой лекции будем следовать работе [54]. Более математически строгий подход
был развит в работе [55].

Рассмотрим сетку Чалкера-Коддингтона, представленную на Рис. 5.1 (см. также Рис.
2.6). Пусть закрашенные области отвечают областям с фактором заполнения 𝜈 < 1/2, а
светлые – областям с 𝜈 > 1/2. Занумеруем одномерные каналы краевых состояний номе-
ром 𝑗. Обозначим амлитуду тунелирования с 𝑗 на 𝑗 + 1 канал через 𝑡𝑗(𝑦). Заметим, что
при этом амплитуды 𝑡2𝑗 и 𝑡2𝑗+1 будут разными. Действительно тунелирование происходит
через области с разным фактором заполнения. Будем считать амплитуды туннелирования
случайными, 𝛿 - коррелированными величинами

⟨𝑡𝑗1(𝑦1)𝑡𝑗2(𝑦2) = 𝛿𝑗1𝑗2𝛿(𝑦1 − 𝑦2)𝛾𝑗(𝑦1). (5.53)

В дальнейшем для упрощения рассмотрения будем считать, что выполняются соотношения:

𝛾2𝑗 = 𝛾+, 𝛾2𝑗+1 = 𝛾−. (5.54)

Запишем действие для 𝑛 копий рассматриваемой фермионной системы в стандартном
виде

𝒮 = −𝑖
∑︁
𝛼𝑝

∑︁
𝑗

∫︁
𝑑𝑦𝜓𝑗𝛼,𝑝(𝑦)[(−1)𝑗𝑖𝑣𝜕𝑦 + 𝑖𝜔𝑝]𝜓𝑗𝛼,𝑝(𝑦) + 𝑖

∑︁
𝛼,𝑝

∑︁
𝑗

∫︁
𝑑𝑦[𝑡𝑗(𝑦)𝜓

𝑗+1
𝛼,𝑝 (𝑦)𝜓

𝑗
𝛼,𝑝(𝑦)

+𝑡𝑗(𝑦)𝜓
𝑗
𝛼,𝑝(𝑦)𝜓

𝑗+1
𝛼,𝑝 (𝑦)]. (5.55)

Отметим, что беспорядок в рассматриваемой модели связан с туннелированием из одного
канала в другой. Усредняя по статистичке туннельных амплитуд 𝑡𝑗, получим эффективное
действие

𝒮eff =−
∑︁
𝛼𝑝

∑︁
𝑗

∫︁
𝑑𝑦 𝜓𝑗𝛼,𝑝(𝑦)[(−1)𝑗𝑖𝑣𝜕𝑦 + 𝑖𝜔𝑝]𝜓𝑗𝛼,𝑝(𝑦)

+
1

2

𝑝𝑝′∑︁
𝛼𝛽

∑︁
𝑗𝑗′

∫︁
𝑑𝑦 𝛽𝑗𝑗′(𝑦)𝜓

𝑗
𝛼,𝑝(𝑦)𝜓

𝑗
𝛽,𝑝′(𝑦)𝜓

𝑗′

𝛽,𝑝′(𝑦)𝜓
𝑗′

𝛼,𝑝(𝑦), (5.56)

где 𝛽𝑗𝑗′ = 𝛾𝑗𝛿𝑗′,𝑗+1 + 𝛾𝑗′𝛿𝑗,𝑗′+1. Как обычно, для расцепления члена четвертого порядка по
электронным переменным введем матричное поле 𝑄 и, затем, проинтегрируем по 𝜓:

𝒮eff =
1

2

∑︁
𝑗

∫︁
𝑑𝑦[𝛾𝑗(𝑦) tr𝑄𝑗𝑄𝑗+1 + 𝛾𝑗−1(𝑦) tr𝑄𝑗𝑄𝑗−1]

−
∑︁
𝑗

Tr ln [𝑖𝑣𝑗𝜕𝑦 + 𝑖𝜔Λ + 𝑖𝛾𝑗𝑄𝑗+1 + 𝑖𝛾𝑗−1𝑄𝑗−1] , (5.57)
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j+1
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Рис. 5.1: Сетка Чалкера–Коддингтона. Красные и синие линии со стрелочками изображают
киральные каналы. Красные (синие) круги изображают области квантового туннелирования
с вероятностью 𝛾+ (𝛾−).

где 𝑣𝑗 = (−1)𝑗𝑣. Изучим теперь решение седлового уравнения для действия 𝒮eff :

𝛾𝑗(𝑦)𝑄𝑗+1(𝑦) + 𝛾𝑗−1(𝑦)𝑄𝑗−1(𝑦) = 𝑖𝛾𝑗−1(𝑦)𝐺𝑗−1(𝑦, 𝑦) + 𝑖𝛾𝑗(𝑦)𝐺𝑗+1(𝑦, 𝑦), (5.58)

𝐺−1
𝑗 = 𝑖𝑣𝑗𝜕𝑦 + 𝑖𝜔Λ + 𝑖𝛾𝑗𝑄𝑗+1 + 𝑖𝛾𝑗−1𝑄𝑗−1. (5.59)

Будем искать решение в виде 𝑄sp
𝑗 (𝑦) = 𝜉𝑗Λ/2, тогда получаем

𝐺sp
𝑗 (𝑦, 𝑦) =

∫︁ ∞

−∞

𝑑𝑞

2𝜋

1

𝑣𝑗𝑞 + 𝑖𝜔Λ + 𝑖Λ/(2𝜏𝑗)
= − 𝑖Λ

2|𝑣𝑗|
, 𝜏−1

𝑗 = 𝛾𝑗𝜉𝑗+1 + 𝛾𝑗−1𝜉𝑗−1. (5.60)

Отсюда, находим, что параметры 𝜉𝑗 = |𝑣𝑗|−1 = 𝑣−1 и

1

𝜏𝑗
=
𝛾𝑗 + 𝛾𝑗−1

𝑣
=
𝛾+ + 𝛾−

𝑣
(5.61)

оба не зависят от индекса 𝑗. Заметим, что 𝜏 играет роль времени рассеяния с одного канала
на другой.

Как и раньше, параметризуем матрицу 𝑄 в виде, который явно выделяет повороты,
которые не коммутируют с матрицей Λ:

𝑄𝑗(𝑦) =
1

2𝑣
𝑡−1
𝑗 (𝑦)𝑃𝑗(𝑦)𝑡𝑗(𝑦), 𝑃 ∈ 𝑈(𝑛)× 𝑈(𝑛). (5.62)

Тогда, считая, что одномерные каналы находятся на малом расстоянии 𝑎, разлагаясь до
второго порядка по этому расстоянию, находим

𝑄𝑗±1(𝑦) ≃
1

2𝑣

[︃
𝑡−1
𝑗 𝑃𝑗±1𝑡𝑗 ± 𝑎

(︀
𝜕𝑥𝑡

−1
𝑗 𝑃𝑗±1𝑡𝑗 + 𝑡−1

𝑗 𝑃𝑗±1𝜕𝑥𝑡𝑗
)︀
+
𝑎2

2

(︁
𝜕2𝑥𝑡

−1
𝑗 𝑃𝑗±1𝑡𝑗 + 𝑡−1

𝑗 𝑃𝑗±1𝜕
2
𝑥𝑡𝑗

+2𝜕𝑥𝑡
−1
𝑗 𝑃𝑗±1𝜕𝑥𝑡𝑗

)︁]︃
. (5.63)
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Используя это выражение, находим длинное выражение для эффективного действия

𝒮eff ≃ − ln 𝐼[𝑃 ] +
∑︁
𝑗

∫︁
𝑑𝑦

8𝑣2
tr

{︃
𝑃𝑗(𝛾𝑗𝑃𝑗+1 + 𝛾𝑗−1𝑃𝑗−1) + 𝑎(𝛾𝑗[𝑃𝑗+1, 𝑃𝑗]−𝐿𝑥 − 𝛾𝑗−1[𝑃𝑗−1, 𝑃𝑗]−𝐿𝑥)

+
𝑎2

2

[︁
𝛾𝑗(𝑡𝑗𝜕

2𝑡−1
𝑗 𝑃𝑗+1𝑃𝑗 + 𝑃𝑗𝑃𝑗+1𝜕

2𝑡𝑗𝑡
−1
𝑗 − 2𝑃𝑗𝐿𝑥𝑃𝑗+1𝐿𝑥) + 𝛾𝑗−1(𝑡𝑗𝜕

2𝑡−1
𝑗 𝑃𝑗−1𝑃𝑗 + 𝑃𝑗𝑃𝑗−1𝜕

2𝑡𝑗𝑡
−1
𝑗

−2𝑃𝑗𝐿𝑥𝑃𝑗−1𝐿𝑥)
]︁}︃

−
∑︁
𝑗

Tr ln

[︃
𝑖𝑣𝑗𝜕𝑦 +

𝑖

2𝜏𝑗
Λ + 𝑖𝜔𝑡𝑗Λ𝑡

−1
𝑗 + 𝑖𝑣𝑗𝐿𝑦 +

𝛾𝑗
2𝑣

(𝑃𝑗+1 − Λ) +
𝛾𝑗−1

2𝑣
(𝑃𝑗−1 − Λ)

+
𝑎

2𝑣
(𝛾𝑗[𝑃𝑗+1, 𝐿𝑥]− − 𝛾𝑗−1[𝑃𝑗−1, 𝐿𝑥]−) +

𝑎2

4𝑣

(︁
𝛾𝑗[𝑡𝑗𝜕

2𝑡−1
𝑗 𝑃𝑗+1 + 𝑃𝑗+1𝜕

2𝑡𝑗𝑡
−1
𝑗 − 2𝐿𝑥𝑃𝑗+1𝐿𝑥]

+𝛾𝑗−1[𝑡𝑗𝜕
2𝑡−1
𝑗 𝑃𝑗−1 + 𝑃𝑗−1𝜕

2𝑡𝑗𝑡
−1
𝑗 − 2𝐿𝑥𝑃𝑗−1𝐿𝑥]

)︁]︃
. (5.64)

Представим эффективное действие в следующем виде

𝒮eff ≈ 𝒮eff [𝑃 ] + 𝛿𝒮(1) + 𝛿𝒮(2), (5.65)

где

𝒮eff [𝑃 ] = − ln 𝐼[𝑃 ] +
∑︁
𝑗

∫︁
𝑑𝑦

8𝑣2
tr𝑃𝑗(𝛾𝑗𝑃𝑗+1 + 𝛾𝑗−1𝑃𝑗−1)−

∑︁
𝑗

Tr ln[𝑖𝑣𝑗𝜕𝑦 +
𝛾𝑗
2𝑣
𝑃𝑗+1 +

𝛾𝑗−1

2𝑣
𝑃𝑗−1]

(5.66)

дает действие для массивных мод 𝑃 . Действие

𝛿𝒮(1) =
𝑎

8𝑣2

∑︁
𝑗

∫︁
𝑑𝑦 tr(𝛾𝑗[𝑃𝑗+1, 𝑃𝑗]−𝐿𝑥 − 𝛾𝑗−1[𝑃𝑗−1, 𝑃𝑗]−𝐿𝑥)− 𝑖𝜔

∑︁
𝑗

∫︁
𝑑𝑦 tr 𝑡𝑗Λ𝑡

−1
𝑗 𝐺̃𝑗

−
∑︁
𝑗

∫︁
𝑑𝑦 tr[𝑖𝑣𝑗𝐿𝑦 +

𝑎

2𝑣
(𝛾𝑗[𝑃𝑗+1, 𝐿𝑥]− − 𝛾𝑗−1[𝑃𝑗−1, 𝐿𝑥]−)]𝐺̃𝑗 (5.67)

описывает взаимодействие мод 𝑃 с градиентами полей 𝑡. Здесь мы ввели функцию Грина,
вычисленную в отсутствие полей 𝑡:

𝐺̃−1
𝑗 = 𝑖𝑣𝑗𝜕𝑦 +

𝑖

2𝜏𝑗
Λ +

𝛾𝑗
2𝑣

(𝑃𝑗+1 − Λ) +
𝛾𝑗−1

2𝑣
(𝑃𝑗−1 − Λ). (5.68)
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Действие

𝛿𝒮(2) =
𝑎2

16𝑣2

∑︁
𝑗

∫︁
𝑑𝑦 tr

[︁
𝛾𝑗(𝑡𝑗𝜕

2𝑡−1
𝑗 𝑃𝑗+1𝑃𝑗 + 𝑃𝑗𝑃𝑗+1𝜕

2𝑡𝑗𝑡
−1
𝑗 − 2𝑃𝑗𝐿𝑥𝑃𝑗+1𝐿𝑥)

+ 𝛾𝑗−1(𝑡𝑗𝜕
2𝑡−1
𝑗 𝑃𝑗−1𝑃𝑗 + 𝑃𝑗𝑃𝑗−1𝜕

2𝑡𝑗𝑡
−1
𝑗 − 2𝑃𝑗𝐿𝑥𝑃𝑗−1𝐿𝑥)

]︁
− 𝑎2

4𝑣

∑︁
𝑗

∫︁
𝑑𝑦 tr

(︁
𝛾𝑗[𝑡𝑗𝜕

2𝑡−1
𝑗 𝑃𝑗+1 + 𝑃𝑗+1𝜕

2𝑡𝑗𝑡
−1
𝑗 − 2𝐿𝑥𝑃𝑗+1𝐿𝑥]

+ 𝛾𝑗−1[𝑡𝑗𝜕
2𝑡−1
𝑗 𝑃𝑗−1 + 𝑃𝑗−1𝜕

2𝑡𝑗𝑡
−1
𝑗 − 2𝐿𝑥𝑃𝑗−1𝐿𝑥]

)︁
𝐺̃𝑗

+
1

2

∑︁
𝑗

Tr[𝑖𝑣𝑗𝐿𝑦 +
𝑎

2𝑣
(𝛾𝑗[𝑃𝑗+1, 𝐿𝑥]− − 𝛾𝑗−1[𝑃𝑗−1, 𝐿𝑥]−)]𝐺̃𝑗

× [𝑖𝑣𝑗𝐿𝑦 +
𝑎

2𝑣
(𝛾𝑗[𝑃𝑗+1, 𝐿𝑥]− − 𝛾𝑗−1[𝑃𝑗−1, 𝐿𝑥]−)]𝐺̃𝑗 (5.69)

описывает вклады второго порядка по градиентам поля 𝑡. Эффективное действие для мод 𝑡
получается интегрированием по модам 𝑃 :

𝒮eff [𝑡] = ⟨𝛿𝒮(1)⟩𝑃 + ⟨𝛿𝒮(2)⟩𝑃 − 1

2
⟨⟨(𝛿𝒮(1))2⟩⟩𝑃 . (5.70)

Рассмотрим вначале теорию для массивных мод 𝑃 . Обсуждение краевой теории в разделе
5.1 позволяет ожидать, что теория массивных мод будет достаточно простой. Обозначим
𝛿𝑃𝑗 = 𝑃𝑗 − Λ, тогда во втором порядке по 𝛿𝑃 находим

ln 𝐼[𝑃 ] ≈ − 𝑣2

𝐿𝑦

∑︁
𝑗

∫︁
𝑑𝑦

∑︁
𝛼,𝛽,𝑝,𝑝′

(1− 𝛿𝑝𝑝
′
)𝛿𝑃 𝑝

𝛼𝛼(𝑗, 𝑦)𝛿𝑃
𝑝′

𝛽𝛽(𝑗, 𝑦) (5.71)

и

1

8𝑣2

∑︁
𝑗

∫︁
𝑑𝑦1𝑑𝑦2 tr

[︁
𝛾𝑗(𝑦1)𝛿𝑃𝑗+1(𝑦1) + 𝛾𝑗−1(𝑦1)𝛿𝑃𝑗−1(𝑦1)

]︁
𝐺sp
𝑗 (𝑦1, 𝑦2)

×
[︁
𝛾𝑗(𝑦2)𝛿𝑃𝑗+1(𝑦2) + 𝛾𝑗−1(𝑦2)𝛿𝑃𝑗−1(𝑦2)

]︁
𝐺sp
𝑗 (𝑦2, 𝑦1) = 0. (5.72)

Этот результат получен в силу блок-диагональной структуры матричного поля, 𝛿𝑃 𝑝𝑝′ ∝ 𝛿𝑝𝑝
′ .

Тогда в согласии с ожидаемым, действие для полей 𝛿𝑃 оказывается квадратичным

𝒮eff [𝑃 ] =
∑︁
𝑗𝑗′

∫︁
𝑑𝑦

𝑝𝑝′∑︁
𝛼𝛽;𝛾𝛿;𝑗𝑗′

𝛿𝑃 𝑝
𝛼𝛽(𝑗, 𝑦)𝑀̂

𝑝𝑝′

𝛼𝛽;𝛾𝛿;𝑗𝑗′𝛿𝑃
𝑝′

𝛾𝛿(𝑗
′, 𝑦),

𝑀̂𝑝𝑝′

𝛼𝛽;𝛾𝛿 =
𝑣2

𝐿𝑦
(1− 𝛿𝑝𝑝

′
)𝛿𝑗𝑗′𝛿𝛼𝛽𝛿𝛾𝛿 +

1

8𝑣2
𝛿𝑝𝑝

′
𝛽𝑗𝑗′𝛿𝛼𝛿𝛿𝛽𝛾. (5.73)

Соответственно пропагатор полей 𝛿𝑃 примет вид

⟨𝛿𝑃 𝑝
𝛼𝛽(𝑗, 𝑦)𝛿𝑃

𝑝′

𝛾𝛿(𝑗
′, 𝑦)⟩𝑃 = 8𝑣2(𝛽−1)𝑗𝑗′𝛿

𝑝𝑝′𝛿𝛼𝛿𝛿𝛽𝛾 − (8𝑣2)2
𝑣2

𝐿𝑦
(𝛽−2)𝑗𝑗′(1− 𝛿𝑝𝑝

′
)𝛿𝛼𝛽𝛿𝛾𝛿. (5.74)

Используя полученные выше результаты, можно вывести следующие соотношения,

⟨𝐺̃𝑗(𝑦, 𝑦)⟩𝑃 = 𝐺sp
𝑗 (𝑦, 𝑦) = −𝑖Λ

2𝑣
, ⟨[𝛿𝑃𝑗, 𝛿𝑃𝑗′ ]𝑝𝑝𝛼𝛽⟩ = 𝛿𝛼𝛽[(𝛽

−1)𝑗𝑗′ − (𝛽−1)𝑗′𝑗] = 0 (5.75)
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и
⟨[𝛿𝑃𝑗′ , 𝐺̃𝑗]⟩ = 0, ⟨𝛿𝒮(1)⟩𝑃 = − 𝜔

2𝑣

∑︁
𝑗

∫︁
𝑑𝑦 tr Λ𝑞𝑗 −

1

2

∑︁
𝑗

(−1)𝑗
∫︁
𝑑𝑦 tr Λ𝐿𝑦. (5.76)

Здесь матричное поле 𝑞𝑗 = 𝑡−1
𝑗 Λ𝑡𝑗. Вычисляя аналогичным образом член второго порядка

по градиентам, действующим на поле 𝑡, находим

⟨𝛿𝒮(2))⟩𝑃 − 1

2
⟨⟨(𝛿𝒮(1))2⟩⟩𝑃 = − 𝑎2

16𝑣2

∑︁
𝑗

(𝛾𝑗 + 𝛾𝑗−1)

(︂
1− 2

(𝛾𝑗 − 𝛾𝑗−1)
2

(𝛾𝑗 + 𝛾𝑗−1)2

)︂∫︁
𝑑𝑦 tr[𝐿𝑥,Λ]

2

−
∑︁
𝑗

𝑣2

8(𝛾𝑗 + 𝛾𝑗−1)

∫︁
𝑑𝑦 tr[𝐿𝑦,Λ]

2 −
∑︁
𝑗

𝑎𝑣𝑗(𝛾𝑗 − 𝛾𝑗−1)

2𝑣(𝛾𝑗 + 𝛾𝑗−1)

∫︁
𝑑𝑦 tr[𝐿𝑦, 𝐿𝑥]Λ. (5.77)

Как мы видим, полученные выше выражения напоминают те, что мы получали при выводе
нелинейной сигма модели в двумерном случае. Однако, есть ряд отличий. Начнем с члена
первого порядка по 𝐿𝑦 в ур. (5.76). Запишем его в виде:

−1

2

∑︁
𝑗

(−1)𝑗
∫︁
𝑑𝑦 tr Λ𝐿𝑦 = −1

2

∑︁
𝑗

∮︁
𝐶𝑗

𝑑𝑠 tr Λ𝐿𝑠 = −1

8

∫︁
𝑑2𝑟𝜈(𝑟)𝜀𝜇𝜈 tr 𝑞𝜕𝜇𝑞𝜕𝜈𝑞

→ − 1

16

∫︁
𝑑2𝑟𝜀𝜇𝜈 tr 𝑞𝜕𝜇𝑞𝜕𝜈𝑞. (5.78)

Здесь мы ввели контруры 𝐶𝑗, охватывающие закрашенные области на Рис. 5.1. После этого
переписали интеграл по границе 𝐶𝑗 как интеграл по площади, которую она охватывает. В
результате возник фактор заполнения для закрашенных областей. Так как нас интересует
предел 𝑎→ 0, то его можно заменить на среднее значение равное 1/2. Именно таким образом,
получен последний член в ур. 5.78. Подчеркнем, что он имеет вид топологического члена
и, так же как при выводе двумерной нелинейной сигма модели из модели электронов в
магнитном поле, возник из краевого вклада. Далее воспользуемся соотношениями,

tr[𝐿𝑥,Λ]
2 = −1

4
tr(∇𝑥𝑞)

2, tr[𝐿𝑥, 𝐿𝑦]Λ = −1

4
𝜀𝜇𝜈 tr 𝑞𝜕𝜇𝑞𝜕𝜈𝑞. (5.79)

В итоге эффективное действие для мод 𝑡 принимает следующий вид

𝒮eff [𝑡] ≃
𝑎2(𝛾+ + 𝛾−)(1−𝑅2)

16𝑣2

∑︁
𝑗

∫︁
𝑑𝑦 tr(∇𝑥𝑞)

2 +
1

16

𝑣2

𝛾+ + 𝛾−

∑︁
𝑗

∫︁
𝑑𝑦 tr(∇𝑦𝑞)

2

− 1

16

∫︁
𝑑2𝑟𝜀𝜇𝜈 tr 𝑞𝜕𝜇𝑞𝜕𝜈𝑞 +

𝑎𝑅

16

∑︁
𝑗

∫︁
𝑑𝑦𝜀𝜇𝜈 tr 𝑞𝜕𝜇𝑞𝜕𝜈𝑞 −

𝜔

2𝑣

∑︁
𝑗

∫︁
𝑑𝑦 tr Λ𝑞, (5.80)

где 𝑅 = (𝛾− − 𝛾+)/(𝛾+ + 𝛾−). Для того, чтобы устранить ассимметрию направлений вдоль
одномерных каналов (𝑦) и поперек (𝑥), сделаем масштабное преобразование 𝑥 → 𝜆𝑥𝑥 и
𝑦 → 𝜆𝑦𝑦, где

𝜆𝑥 =
𝑎2(𝛾+ + 𝛾−)(1−𝑅2)

16𝑣2
, 𝜆𝑦 =

1

16

𝑣2

𝛾+ + 𝛾−
. (5.81)

Наконец делая замену 𝑎
∑︀

𝑗 →
∫︀
𝑑𝑥, получаем

𝒮eff [𝑞] ≃
𝜎̄𝑥𝑥
8

∫︁
𝑑2𝑟 tr(∇𝑞)2 − 𝜎̄𝑥𝑦

8

∫︁
𝑑2𝑟𝜀𝜇𝜈 tr 𝑞𝜕𝜇𝑞𝜕𝜈𝑞 − 𝜋𝐷̄𝜔

∫︁
𝑑2𝑟 tr Λ𝑞,

𝜎̄𝑥𝑥 =
1

2
(1−𝑅2), 𝜎̄𝑥𝑦 =

1

2
(1−𝑅), 𝐷̄ =

1

2𝜋𝑎𝑣
. (5.82)
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Таким образом, мы доказали, что в непрерывном предел модель Чалкера–Коддингтона пе-
реходит в нелинейную сигма-модель. Отметим, что симметричный случай 𝛾− = 𝛾+ соответ-
ствует критическому углу 𝜃𝑐 в модели Чалкера-Коддингтона (см. раздел 2.3). В этом случае
𝑅 = 0 и, соответственно, 𝜎̄𝑥𝑦 = 𝜎̄𝑥𝑥 = 1/2. Таким образом, модель оказывается на линии
𝜃 = 𝜋, где, как мы увидим в следующей главе, находится критическая точка, описывающая
переход между плато в режиме квантового эффекта Холла. В тоже время, как мы увидим
дальше, значение 𝜎̄𝑥𝑥 = 1/2 оказывается меньше значения 𝜎𝑥𝑥 в критической точке.

Задачu:

5.2.1 Доказать,

TO ADD PROBLEMS!
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Глава 6

Поток продольной и холловской
проводимости

Введение
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6.1 Пертурбативные локализационные поправки

В этом разделе мы покажем как строится теория возмущений по 1/𝜎̄𝑥𝑥 в подходе нелиней-
ной сигма-модели. Для формул Кубо (4.100) и (4.101) такая теория возмущений позволяет
вычислить квантовые поправки к проводимости. Их вычисление можно проводить и с по-
мощью стандартной крестовой диаграммной техники, но подход нелинейной сигма-модели
оказывается более удобным с технической точки зрения. Кроме этого, в рамках нелинейной
сигма-модели оказывается более удобным построение ренормализационной группы.

Теория возмущений по 1/𝜎̄𝑥𝑥 строится разложением 𝑄 матрицы по флуктуациям около
седлового решения Λ. Выбор матрицы Λ удобен тем, что при 𝑄 = Λ проводимости совпадают
с проводимостями, вычисленными в теории массивных мод 𝑃 .

Для того, чтобы строить теорию возмущений, матрицу 𝑄 необходимо параметризовать,
чтобы разрешить условие 𝑄2 = 1. Часто используются следующие параметризации:

корневая: 𝑄 = 𝑊 + Λ
√
1−𝑊 2,

экспоненциальная: 𝑄 = Λexp(Λ𝑊 ), (6.1)

дробно-рациональная: 𝑄 = Λ(1 + Λ𝑊/2)(1− Λ𝑊/2)−1.

Во всех трёх случаях матрица 𝑊 имеет блок-диагональный вид в RA-пространстве

𝑊 =

(︂
0 𝑤

𝑤† 0

)︂
, (6.2)

и, следовательно, антикоммутирует с матрицей Λ, Λ𝑊 = −𝑊Λ. Здесь 𝑤 независимая мат-
рица размера 𝑛 × 𝑛. Можно проверить, что для всех трёх параметризаций матрица 𝑄 удо-
влетворяет условию: 𝑄2 = 1.

При переходе от интегрирования по 𝑄 к интегрированию по 𝑊 возникает якобиан:∫︀
𝒟[𝑄] →

∫︀
𝒟[𝑊 ]𝐽 [𝑊 ]. Оказывается, что этот якобиан может быть вычислен в общем виде

[56]. Однако, трудность, связанную с дополнительными вкладами, возникающими из-за яко-
биана можно обойти, если для регуляризации расходящихся интегралов будем использовать
размерную регуляризацию, работая в размерности 𝑑 = 2+𝜖. В этом случае якобиан не будет
давать вклада в рассходящиеся при 𝜖→ 0 члены [57].

Заметим, что для всех трёх параметризаций разложение матрицы 𝑄 до второго порядка
по 𝑊 имеет один и тот же вид:

𝑄 = Λ+𝑊 − 1

2
Λ𝑊 2 + . . . . (6.3)

Подставляя это разложение в действие (4.98) находим, что квадратичная часть действия
нелинейной сигма-модели имеет вид

𝒮(2)
𝜎 [𝑄] =

𝜎̄𝑥𝑥
8

Tr(∇𝑊 )2 +
𝜋𝐷̄𝜂

2
Tr𝑊 2

=
𝜎̄𝑥𝑥
4

∫︁
𝑑2𝑞

(2𝜋)2

∑︁
𝛼𝛽

𝑤𝛼𝛽(𝑞)
[︁
𝑞2 + ℎ2𝜂

]︁
(𝑤†)𝛽𝛼(−𝑞). (6.4)
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где ℎ2𝜂 = 4𝜋𝐷̄𝜂/𝜎̄𝑥𝑥. Заметим, что выполняется соотношение (𝑤†)𝛽𝛼(−𝑞) = [𝑤𝛼𝛽(𝑞)]
*. Отсюда,

находим пропагатор в гауссовой теории:

⟨𝑤𝛼𝛽(𝑞)(𝑤†)𝛽𝛼(−𝑞)⟩ = 4

𝜎̄𝑥𝑥
𝒟(𝑞), 𝒟(𝑞) =

1

𝑞2 + ℎ2𝜂
. (6.5)

Обратим внимание, что в гауссовой теории нет вклада от члена в действии, пропор-
ционального 𝜎̄𝑥𝑦. Это совершенно естественно, т.к. этот член может быть записан в виде
интеграла по границе двумерной области, см. ур.(4.99). Из-за этого свойства это член вооб-
ще не будет давать вклада в теорию возмущений в любом порядке по 1/𝜎̄𝑥𝑥. Также отметим,
что в низшем порядке по 1/𝜎̄𝑥𝑥 якобиан не дает вклада в любом случае.

Начнем с вычисление поправки к плотности состояний. Используя (6.3), находим

⟨𝑄⟩ ≈ Λ− 1

2
Λ⟨𝑊 2⟩ = Λ

[︁
1− 2𝑛

𝜎̄𝑥𝑥

∫︁
𝑑2𝑞

(2𝜋)2
𝒟(𝑞)

]︁
(6.6)

Отсюда, пользуясь ур. (4.102), находим

𝐷(ℰ) = 𝐷(ℰ)
[︁
1− 2𝑛

𝜎̄𝑥𝑥

∫︁
𝑑2𝑞

(2𝜋)2
𝒟(𝑞)

]︁
. (6.7)

Заметим, что мы должны были бы устремить число реплик 𝑛 к нулю, но пока не будем этого
делать. Полагая 𝜂 = 0 мы видим, что интеграл по импульсам логарифмически расходит-
ся. Учитывая, что при нулевой температуре минимальная величина импульса ограничена
обратным размером системы 𝐿, а максимальная обратным циклотронным радиусом 𝑅−1

𝑐 ,
находим

𝐷(ℰ) = 𝐷(ℰ)
[︁
1− 𝑛

𝜋𝜎̄𝑥𝑥
ln

𝐿

𝑅𝑐

]︁
. (6.8)

Как мы видим, в репличном пределе 𝑛 → 0 точная плотность состояний совпадает с плот-
ностью состояний, вычисленной в 𝑃 -теории. Оказывается, что этот результат является точ-
ным: во всех порядках теории возмущений по 1/𝜎̄𝑥𝑥 и по всех порядках по непертурбативным
поправкам (см. ниже) плотность состояний 𝐷(ℰ) = 𝐷(ℰ).

Для вычисления продольной проводимости по формуле (4.100) в главном порядке доста-
точно заменить каждое 𝑄 на 𝑊 :∫︁

𝑑𝑟′ tr⟨⟨𝑄(𝑟)∇𝑄(𝑟) ·𝑄(𝑟′)∇𝑄(𝑟′)⟩⟩ ≈
∫︁
𝑑𝑟′ tr⟨⟨𝑊 (𝑟)∇𝑊 (𝑟) ·𝑊 (𝑟′)∇𝑊 (𝑟′)⟩⟩

= −16𝑛3

𝜎̄2
𝑥𝑥

∫︁
𝑑2𝑞

(2𝜋)2
𝑞2𝒟2(𝑞). (6.9)

Отсюда, подставляя этот результат в ур. (4.100), находим квантовую поправку к проводи-
мости диссипативной проводимости

𝜎𝑥𝑥 = 𝜎̄𝑥𝑥

[︁
1− 2𝑛

𝜎̄𝑥𝑥

∫︁
𝑑2𝑞

(2𝜋)2
𝑞2𝒟2(𝑞)

]︁
. (6.10)

Полагая 𝜂 = 0, получаем логарифмически расходящийся интеграл, так что

𝜎𝑥𝑥 = 𝜎̄𝑥𝑥

[︁
1− 𝑛

𝜋𝜎̄𝑥𝑥
ln

𝐿

𝑅𝑐

]︁
. (6.11)

Физически эта поправка соответствует интерференции обращенных по времени траекто-
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рий электрона, испытывающего рассеяние на примесях. Однако, так как магнитное поле
приводит к разности фаз между обращенными по времени траекториями, интерференция
подавляется, что соответствует исчезновению поправки при 𝑛→ 0.

Отметим, что поправка первого порядка в ℎ𝜂 отсутствует из-за сокращения поправок в
плотность состояний и в проводимость.

Посчитаем теперь поправки следующего порядка по 1/𝜎̄𝑥𝑥 к плотности состояний и прово-
димости. будем использовать корневую параметризацию. Для вычислений нам понадобится
выражение для вклада в действие четвертого порядка по 𝑊 :

𝒮(4)
𝜎 = − 𝜎̄𝑥𝑥

32

(︃
4∏︁
𝑗=1

∫︁
𝑑2𝑞𝑗

(2𝜋)2

)︃
𝛿

(︃
4∑︁
𝑗=1

𝑞𝑗

)︃[︁
(𝑞1 + 𝑞2)(𝑞3 + 𝑞4)+ (𝑞1 + 𝑞4)(𝑞2 + 𝑞3)− 2ℎ2𝜂

]︁
×
∑︁
𝛼𝑗

𝑤𝛼1𝛼2(𝑞1)𝑤
†
𝛼2𝛼3

(𝑞2)𝑤𝛼3𝛼4(𝑞3)𝑤
†
𝛼3𝛼1

(𝑞4). (6.12)

Отметим, что вершины четверные по 𝑊 (и старше) генерируемые действием нелинейной
сигма модели в крестовой диаграммной технике соответствуют хиками-боксам. Используя
разложения корня

√
1−𝑊 4 до четвертого порядка𝑊 , получаем два вклада второго порядка

по 1/𝜎̄𝑥𝑥 в среднее 𝑄:

⟨𝑄⟩(2) = 1

2
Λ⟨⟨𝑊 2 · 𝒮(4)

𝜎 ⟩⟩ − 1

8
Λ⟨𝑊 4⟩. (6.13)

Начнем с вычисления первого вклада

∑︁
𝛼2

⟨⟨𝑤𝛼1𝛼2𝑤
†
𝛼2𝛼1

· 𝒮(4)
𝜎 ⟩⟩ = 𝑛

2

∑︁
𝛼2,𝛼3,𝛼4

∫︁
𝑑2𝑞𝑑2𝑝𝑑2𝑘

(2𝜋)6
⟨⟨𝑤𝛼1𝛼2(𝑘)𝑤

†
𝛼2𝛼1

(−𝑘) · 𝑤𝛼3𝛼4(𝑝)𝑤
†
𝛼4𝛼3

(−𝑝)⟩⟩

×𝒟(𝑞)[(𝑞 − 𝑝)2 + 2ℎ2𝜂] =
8𝑛2

𝜎̄2
𝑥𝑥

∫︁
𝑑2𝑞𝑑2𝑝

(2𝜋)4

[︁
𝒟2(𝑝) +𝒟(𝑞)𝒟(𝑝)

]︁
. (6.14)

Для второго члена в ур. (6.13), получаем

∑︁
𝛼2,𝛼3,𝛼4

⟨𝑤𝛼1𝛼2𝑤
†
𝛼2𝛼3

𝑤𝛼3𝛼4𝑤
†
𝛼3𝛼1

⟩ = 32𝑛2

𝜎̄2
𝑥𝑥

∫︁
𝑑2𝑞𝑑2𝑝

(2𝜋)4
𝒟(𝑞)𝒟(𝑝). (6.15)

Собирая все вместе, получаем

⟨𝑄⟩(2) = Λ
4𝑛2

𝜎̄2
𝑥𝑥

∫︁
𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑

∫︁
𝑑𝑑𝑝

(2𝜋)𝑑
𝒟2(𝑝). (6.16)

Здесь 𝑑 = 2 + 𝜖, так как мы будем использовать размерную регуляризацию. Отметим, что
размерная регуляризация требует продолжения с целых размерностей на нецелые. Такое
продолжение определяется как удовлетворяющее следующим свойствам:

(i)

∫︁
𝑑𝑑𝑝

(2𝜋)𝑑
𝐹 (𝑝+ 𝑘) =

∫︁
𝑑𝑑𝑝

(2𝜋)𝑑
𝐹 (𝑝),

(ii)

∫︁
𝑑𝑑𝑝

(2𝜋)𝑑
𝐹 (𝜆𝑝) = |𝜆|−𝑑

∫︁
𝑑𝑑𝑝

(2𝜋)𝑑
𝐹 (𝑝), (6.17)

(iii)

∫︁
𝑑𝑑𝑝𝑑𝑑𝑘

(2𝜋)2𝑑
𝐹 (𝑝)𝐺(𝑘) =

∫︁
𝑑𝑑𝑝

(2𝜋)𝑑
𝐹 (𝑝)

∫︁
𝑑𝑑𝑘

(2𝜋)𝑑
𝐺(𝑘).
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Как следствие правила (ii), получается, что∫︁
𝑑𝑑𝑝

(2𝜋)𝑑
≡ 0. (6.18)

Таким образом, в размерной регуляризации поправка второго порядка по 1/𝜎̄𝑥𝑥 к плотности
состояний отсутствует при любом числе реплик.

Перейдем теперь к вычислению поправки второго порядка к проводимости. Для этого
удобно представить формулу Кубо для продольной проводимости в несколько другом виде.
Воспользуемся формулами (4.82) и (4.90). Тогда получим,

𝜎𝑥𝑥 =𝜎̄𝑥𝑥 +
𝜎̄𝑥𝑥
2𝑛

⟨tr Λ(𝑄− Λ)⟩+ 𝜎̄𝑥𝑥
8𝑛2

⟨[︁
tr Λ(𝑄− Λ)

]︁2⟩
+

𝜎̄2
𝑥𝑥

16𝑛2𝑑

∫︁
𝑑𝑟′ tr⟨⟨𝑄∇𝑄 ·𝑄∇𝑄− Λ𝑄∇𝑄 · Λ𝑄∇𝑄⟩⟩. (6.19)

Эта формула написана для произвольной размерности. Как мы увидим в дальнейшем для
вычисления поправки второго порядка по 1/𝜎̄𝑥𝑥 это важно. Формула (6.19) удобна тем, что
поправка первого порядка определяется простым выражением

𝜎𝑥𝑥 ≃ 𝜎̄𝑥𝑥 −
𝜎̄𝑥𝑥
4𝑛

⟨tr𝑊 2⟩ = 𝜎̄𝑥𝑥 − 2𝑛

∫︁
𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
𝒟(𝑞). (6.20)

Поправка второго порядка по 1/𝜎̄𝑥𝑥 определяется следующим выражением

𝛿2𝜎𝑥𝑥 =
𝜎̄𝑥𝑥
4𝑛

⟨⟨tr𝑊 2 · 𝒮(4)
𝜎 ⟩⟩ − 𝜎̄𝑥𝑥

16𝑛
⟨tr𝑊 4⟩+ 𝜎̄𝑥𝑥

32𝑛2
⟨(tr𝑊 2)2⟩ − 𝜎̄2

𝑥𝑥

32𝑛2𝑑

∫︁
𝑑𝑟′⟨⟨𝑊 2∇𝑊 ·𝑊 2∇𝑊 ⟩⟩.

(6.21)

Производя вычисления аналогичные тем, что приведены выше, находим (см. ур. (6.14))

𝜎̄𝑥𝑥
4𝑛

⟨⟨tr𝑊 2 · 𝒮(4)
𝜎 ⟩⟩ = 4𝑛2

𝜎̄𝑥𝑥

∫︁
𝑑𝑑𝑞𝑑𝑑𝑝

(2𝜋)2𝑑

[︁
𝒟(𝑞)𝒟(𝑝) +𝒟2(𝑞)

]︁
, (6.22)

затем

𝜎̄𝑥𝑥
16𝑛

⟨tr𝑊 4⟩ = 4𝑛2

𝜎̄𝑥𝑥

∫︁
𝑑𝑑𝑞𝑑𝑑𝑝

(2𝜋)2𝑑
𝒟(𝑞)𝒟(𝑝),

𝜎̄𝑥𝑥
32𝑛2

⟨(tr𝑊 2)2⟩ = 2(1 + 𝑛2)

𝜎̄𝑥𝑥

∫︁
𝑑𝑑𝑞𝑑𝑑𝑝

(2𝜋)2𝑑
𝒟(𝑞)𝒟(𝑝)

(6.23)

и, наконец,

− 𝜎̄2
𝑥𝑥

32𝑛2𝑑

∫︁
𝑑𝑟′⟨⟨𝑊 2∇𝑊 ·𝑊 2∇𝑊 ⟩⟩ = −4(1 + 𝑛2)

𝑑𝜎̄𝑥𝑥

∫︁
𝑑𝑑𝑞𝑑𝑑𝑝

(2𝜋)2𝑑
(𝑝+ 𝑞)2𝒟(𝑞)𝒟(𝑝)𝒟(𝑝+ 𝑞). (6.24)

В итоге для поправки второго порядка к проводимости получаем

𝛿2𝜎𝑥𝑥 =
2(𝑑− 2)(1 + 𝑛2)

𝑑𝜎̄𝑥𝑥

(︂
𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
𝒟(𝑞)

)︂2

+
2𝑛2

𝜎̄𝑥𝑥

∫︁
𝑑𝑑𝑞𝑑𝑑𝑝

(2𝜋)2𝑑
𝒟2(𝑞)

+
4(1 + 𝑛2)ℎ2𝜂

𝑑𝜎̄𝑥𝑥

∫︁
𝑑𝑑𝑞𝑑𝑑𝑝

(2𝜋)2𝑑
𝒟(𝑞)𝒟(𝑝)𝒟(𝑝+ 𝑞) (6.25)

Заметим, что последний вклав в выражении выше является конечным при 𝜖 → 0 (𝑑 →
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2), поэтому его можно не рассматривать. Предпоследний вклад содержит интегрирование
по импульсу от единицы, а значит в размерной регуляризации зануляется. Воспользуемся
равенством

∫︁
𝑑𝑑𝑞

(2𝜋)𝑑
𝒟(𝑞) =

𝑆𝑑ℎ
𝜖
𝜂

2(2𝜋)𝑑

∞∫︁
0

𝑑𝑥 𝑥𝑑/2−1

𝑥+ 1
= −

𝑆𝑑ℎ
𝜖
𝜂

(2𝜋)𝑑
Γ(1− 𝜖/2)Γ(1 + 𝜖/2)

𝜖
, (6.26)

где 𝑆𝑑 = 2𝜋𝑑/2/Γ(𝑑/2) – площадь сферы в 𝑑-мерном пространстве. Введем переменную 𝑡 =

2𝑆𝑑Γ(1−𝜖/2)Γ(1+𝜖/2)/[(2𝜋)𝑑𝜎̄𝑥𝑥]. Тогда поправки первого и второго порядка к проводимости
можно записать в виде:

𝜎𝑥𝑥 ≃ 𝜎̄𝑥𝑥

[︁
1 + 𝑎1

𝑡ℎ𝜖𝜂
𝜖

+
𝑡2ℎ2𝜖𝜂
𝜖2

(𝑏1 + 𝜖𝑏2)
]︁
, 𝑎1 = 𝑛, 𝑏1 = 0, 𝑏2 =

1 + 𝑛2

4
. (6.27)

Так как 𝜎𝑥𝑥 физическая проводимость, то она не должна содержать расходимостей в пределе
𝜖 → 0. Этого можно добиться за счет переопределения 𝑡. Выразим 𝑡 через безразмерную
переменную 𝑡, которая будет зависеть от произвольной длины ℓ:

𝑡 = ℓ𝜖𝑡𝑍(𝑡). (6.28)

Подчеркнем, что 𝑡 от ℓ (в силу произвольности этого масштаба длины) не зависит. Подберем
теперь 𝑍(𝑡) таким образом, чтобы в зависимости 𝜎𝑥𝑥 от 𝑡 расходимостей не было. Естественно
выбор функции 𝑍(𝑡) не единственный, но мы оставим в ней только расходящиеся в пределе
𝜖→ 0 члены. Такая схема называется схемой минимального вычитания (minimal subtraction
scheme) [57]. Тогда получим

𝑍(𝑡) = 1 + 𝑎1
𝑡

𝜖
+
𝑡2

𝜖2
(𝑏1 + 𝑎21 + 𝜖𝑏2). (6.29)

Используя условие независимости 𝑡 от ℓ, получим уравнение на зависимость 𝑡 от ℓ:

𝑑𝑡

𝑑 ln ℓ
= − 𝜖𝑡

1 + 𝑡𝑑 ln𝑍/𝑑𝑡
≃ −𝜖𝑡+ 𝑎1𝑡

2 +
𝑏1𝑡

3

2𝜖
+ 2𝑏2𝑡

3 +𝑂(𝑡4). (6.30)

Отметим, член пропорциональный 𝑏1. При отличном от нуля 𝑏1 этот член расходится в
пределе 𝜖 → 0, что сигнализирует о проблемах с перенормируемостью теории. В нашем
вычислении 𝑏1 = 0 и предел 𝜖 → 0 существует. В итоге для 𝑑 = 2 получаем следующее
уравнение ренормализационной группы:

𝑑𝑡

𝑑 ln ℓ
= 𝑛𝑡2 +

1 + 𝑛2

2
𝑡3 +𝑂(𝑡4). (6.31)

Отметим, что это же уравнение может быть получено из ур. (6.27) дифференцированием
обоих сторон по lnℎ𝜂 и c последующим отождествлением 𝜎̄𝑥𝑥 с 𝜎𝑥𝑥, а lnℎ𝜂 c − ln𝐿. Таким
образом, получится уравнение на зависимость 𝜎𝑥𝑥 от размера системы при конечном числе
реплик:

𝑑𝜎𝑥𝑥
𝑑 ln𝐿

= −𝑛
𝜋
− 1 + 𝑛2

2𝜋2𝜎𝑥𝑥
− 𝑛(7 + 3𝑛2)

8𝜋3𝜎2
𝑥𝑥

− 24 + 55𝑛2 + 19𝑛4

48𝜋4𝜎3
𝑥𝑥

+𝑂(1/𝜎4
𝑥𝑥). (6.32)

Здесь мы добавили известные из литературы члены следуюших порядков малости [58, 59].

Отметим, что зануление поправки типа слабой локализации из-за разрушения кванто-
вой интерференции магнитным полем, приводит к следующему явлению. Определим длину
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локализации 𝜉loc как длину, на которой проводимость становится порядка единицы (в без-
размерных единицах 𝑒2/ℎ). Из ур. (6.32) находим 𝜉loc ≃ 𝑅𝑐𝑏𝑎𝑟𝜎

−2
𝑥𝑥 exp(𝜋2𝜎̄2

𝑥𝑥. Отметим, что
логарифм длины локализации растет как квадрат проводимости на масштабе 𝑅𝑐. В случае
отсутствия магнитного поля, вместо квадрата была бы первая степень. Это означает, что
стартуя с ситуации слабого магнитного поля, когда заполнено много уровней Ландау и 𝜎̄𝑥𝑥
велико, для достижения режима, в котором квантовые эффекты важны, требуются большие
размеры системы. Последнее принципиально важно для численных экспериментов.

В заключение этой лекции приведем формулу для перенормировки плотности состояний
в старших порядках [60]

𝑑 ln𝐷

𝑑 ln𝐿
= − 𝑛

𝜋𝜎𝑥𝑥
− 3𝑛(1 + 𝑛2)

8𝜋3𝜎3
𝑥𝑥

+𝑂(1/𝜎4
𝑥𝑥). (6.33)

Как указывалось выше в репличном пределе 𝑛 = 0 перенормировка плотности состояний
отсутствует.

Задачu:

6.1.1 Вычислить якобиан для дробно-рациональной параметрации.

6.1.2 Вычислить трех-петлевую поправку к плотности состояний в размерной регуляризации, см.
ур. (6.33) .
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6.2 Инстантоны и их вклад в статистическую сумму

В этом разделе мы покажем как можно вычислить вклад инстантонных конфигураций в сво-
бодную энергию рассматриваемой системы.

В отсутствие членов, нарушающих симметрию, существование классических решений (т.е. ре-
шений уравнений движения) следует из неравенства Шварца–Богомольного

tr (∇𝑥𝑄± 𝑖𝑄∇𝑦𝑄)2 ⩾ 0. (6.34)

Это очевидное неравнество может быть переписано в виде

1

8
Tr(∇𝑄)2 ⩾ 2𝜋|𝒞[𝑄]|. (6.35)

Конфигурации поля 𝑄, которые реализуют нижнюю границу неравенства (6.35), называются ин-
стантонами. Классическое действие на инстантонах равно

𝒮 inst
𝜎 = 2𝜋𝜎̄𝑥𝑥|𝒞[𝑄]| − 𝑖𝜃𝒞[𝑄]. (6.36)

Мы положили 𝜂 = 0, так как для регуляризации расходящихся вкладов от флуктуаций поля 𝑄

будем использовать регуляризацию Паули–Вилларса, а не размерную решуляризацию.
В этой лекции нас будут интересовать только инстантоны, соответствующие минимальному по

модулю топологическому заряду, 𝒞[𝑄] = ±1. Удобное представление для инстантона имеет вид
[52, 53]

𝑄inst(r) = 𝑇−1Λinst(r)𝑇, Λinst(r) = Λ + 𝜌(r). (6.37)

Здесь матрица 𝜌𝑝𝑞𝛼𝛽(r) имеет только четыре ненулевых элемента

𝜌1111 = −𝜌11−1−1 = − 2𝜆2

|𝑧 − 𝑧0|2 + 𝜆2
, 𝜌111−1 = 𝜌11−11 =

2𝜆(𝑧 − 𝑧0)

|𝑧 − 𝑧0|2 + 𝜆2
, (6.38)

где 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦, а верхняя черта означает комплексное сопряжение. Комплексная величина 𝑧0 яв-
ляется свободным параметром и соответствует положению центра инстантона. Параметра 𝜆 также
является свободным параметром и соответствует размеру инстантона. Эти три действительных
параметра вместе с параметрами, параметризующими глобальные повороты 𝑇 ∈ 𝑈(2𝑛), описыва-
ют пространство состояний инстантона. Анти-инстантон, т.е. инстантон с топологическим зарядом
𝒞[𝑄] = −1, получается комплексный сопряжением.

Инстантонное решение удобно параметризовать следующим образом. Перепишем инстантонное
решение Λinst в ур. (6.37) и (6.38) как унитарное вращение 𝑅 вокруг тривиального решения Λ

Λinst = 𝑅−1Λ𝑅 (6.39)

где

𝑅𝑝𝑝
′

𝛼𝛽 =

(︃
𝛿𝛼𝛽 + (𝑒1 − 1)𝛿𝛼1𝛿𝛽1 𝑒0𝛿

𝛼1𝛿𝛽1

−𝑒0𝛿𝛼1𝛿𝛽1 𝛿𝛼𝛽 + (𝑒1 − 1)𝛿𝛼1𝛿𝛽1

)︃
𝑝𝑝′

. (6.40)

Величины 𝑒0 и 𝑒1 определены следующим образом

𝑒0 =
𝜆√︀

|𝑧 − 𝑧0|2 + 𝜆2
, 𝑒1 =

𝑧 − 𝑧0√︀
|𝑧 − 𝑧0|2 + 𝜆2

. (6.41)

Вид матрицы 𝑅𝑝𝑝
′

𝛼𝛽 показан на Рис. 6.1.
Посчитаем число параметров, которыми фиксируется инстантонное решение. Заметим, что так

как классическое действие независит от них, то это нулевые моды. Вращения 𝑇 удобно разделить
на вращения из 𝑈(2𝑛)/(𝑈(𝑛)×𝑈(𝑛) и из 𝑈(𝑛)×𝑈(𝑛). Первые не коммутируют с Λ и поэтому дают
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Рис. 6.1: Структура матрицы 𝑅.

2𝑛2 действительных параметров. Вторые коммутируют с Λ, но 4𝑛− 3 из них не коммутируют с 𝑅.
Кроме этого мы должны учесть 3 действительные переменных из-за 𝜆 и 𝑧0. Итак, всего инстантон-
ное решение определяется 2𝑛2 + 4𝑛 действительными параметрами. Отметим, что в случае 𝑛 = 1

имеется 6 действительных нулевых моды, которые соответствуют 𝜆 и 𝑧0, а также 3м углам Эйлера,
параметризующим повороты.

Общий вид матрицы 𝑄 с топологическим зарядом 𝒞[𝑄] = 1 можно представить в виде

𝑄 = 𝑇−1𝑅−1𝑞 𝑅𝑇, 𝑞2 = 1. (6.42)

При этом для матрицы 𝑞 можно использовать одну из стандартных параметризаций, например,
корневую

𝑞 =𝑊 + Λ
√︀
1−𝑊 2, 𝑊 =

(︃
0 𝑣

𝑣† 0

)︃
. (6.43)

Матричные поля 𝑣† и 𝑣 описывают флуктуации около инстантонного решения. Ниже мы изучим
их подробно.

Воспользуемся следующим удобным представлением

𝜎̄𝑥𝑥
8

Tr(∇𝑄)2 =
𝜎̄𝑥𝑥
8

Tr[∇+𝐴, 𝑞]2, (6.44)

где матрица 𝐴 содержит информацию о инстантонном решении

𝐴 = 𝑅𝑇∇(𝑇−1𝑅−1) = 𝑅∇𝑅−1. (6.45)

129



Оператор Число полей 𝑣𝛼𝛽 Вырождение

𝑂(0) (𝑛− 1)2 1

𝑂(1) 2(𝑛− 1) 2

𝑂(2) 1 3

Таблица 6.1: Подсчет числа нулевых мод

Раскладывая матрицу 𝑞 в ур. Eq. (6.44) до второго порядка по 𝑣 и 𝑣†, находим

𝛿𝒮𝜎 =
𝜎̄𝑥𝑥
8

∫︁
𝑑r tr[∇+ A, 𝑞]2 =

𝜎̄𝑥𝑥
4

∫︁
𝑑r𝜇2(r)

[︃
𝑣11𝑂

(2)𝑣†11 +
𝑛∑︁

𝛼=2

𝑣𝛼1𝑂
(1)𝑣†1𝛼

+

𝑛∑︁
𝛽=2

𝑣1𝛽𝑂
(1)𝑣†𝛽1 +

𝑛∑︁
𝛼=2

𝑛∑︁
𝛽=2

𝑣𝛼𝛽𝑂
(0)𝑣†𝛽𝛼

]︃
. (6.46)

Здесь три дифференциальных оператора, определены как

𝑂(𝑎) =
(𝑟2 + 𝜆2)2

4𝜆2

[︂
∇𝑏 +

𝑖𝑎𝜀𝑏𝑐𝑟𝑐
𝑟2 + 𝜆2

]︂2
+
𝑎

2
, 𝑎 = 0, 1, 2. (6.47)

Также мы ввели функцию

𝜇(r) =
2𝜆

𝑟2 + 𝜆2
, (6.48)

которая играет роль пространственной меры. Это связано с тем, что инстантон для флуктуаций эф-
фективно создает пространство с метрикой сферы радиуса 𝜆. Удобно перейти к стереографическим
координатам

𝜂 =
𝑟2 − 𝜆2

𝑟2 + 𝜆2
, −1 < 𝜂 < 1, 𝜃 = tan−1 𝑦

𝑥
, 0 ⩽ 𝜃 < 2𝜋, (6.49)

и воспользоваться соотношениям ∫︁
𝑑r𝜇2(r) =

∫︁
𝑑𝜂𝑑𝜃. (6.50)

Также удобно переписать функции 𝑒0,1 через стереографические координаты:

𝑒0 =

√︂
1− 𝜂

2
, 𝑒1 =

√︂
1 + 𝜂

2
𝑒𝑖𝜃. (6.51)

Дифференциальные операторы в новых координатах принимают следующий вид

𝑂(𝑎) = − 𝜕

𝜕𝜂

[︂
(1− 𝜂2)

𝜕

𝜕𝜂

]︂
− 1

1− 𝜂2
𝜕2

𝜕2𝜃
+

𝑖𝑎

1− 𝜂

𝜕

𝜕𝜃
+
𝑎2

4

1 + 𝜂

1− 𝜂
− 𝑎

2
, 𝑎 = 0, 1, 2. (6.52)

Наконец, используя ур. (6.46) можно подсчитать число полей 𝑣𝛼𝛽 , на которые действует каждый
из операторов 𝑂(𝑎) (см. Таблицу 6.2).

Для нахождения спектра и собственных функций дифференциальных операторов 𝑂(𝑎) надо
решить спектральную задачу

𝑂(𝑎)Φ(𝑎)(𝜂, 𝜃) = 𝐸(𝑎)Φ(𝑎)(𝜂, 𝜃), (6.53)

где собственные функции Φ(𝑎) предполагаются ортонормированными в смысле стандартного ска-
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лярного произведения

Φ̄
(𝑎)
1 · Φ(𝑎)

2 =

∫︁
𝑑𝜂𝑑𝜃 Φ̄

(𝑎)
1 (𝜂, 𝜃)Φ

(𝑎)
2 (𝜂, 𝜃). (6.54)

Оказывается, что собственные энергии и собственные функции операторов 𝑂(𝑎) параметризуются
угловым моментом 𝐽 и его проекцией 𝑀 :

𝐸
(0)
𝐽 = 𝐽(𝐽 + 1), 𝐽 = 0, 1, · · ·

𝐸
(1)
𝐽 = (𝐽 − 1)(𝐽 + 1), 𝐽 = 1, 2, · · ·

𝐸
(2)
𝐽 = (𝐽 − 1)(𝐽 + 2), 𝐽 = 1, 2, · · ·

(6.55)

then the eigenfunctions are labelled by (𝐽,𝑀) and can be written as follows

Φ
(0)
𝐽,𝑀 = 𝐶

(0)
𝐽,𝑀𝑒

−𝑖𝑀𝜃
√︀
(1− 𝜂2)𝑀𝑃𝑀,𝑀

𝐽−𝑀 (𝜂), 𝑀 = −𝐽, · · · , 𝐽,
Φ
(1)
𝐽,𝑀 = 𝐶

(1)
𝐽,𝑀𝑒

−𝑖𝑀𝜃
√︀
(1− 𝜂2)𝑀

√
1− 𝜂𝑃𝑀+1,𝑀

𝐽−𝑀−1 (𝜂), 𝑀 = −𝐽, · · · , 𝐽 − 1,

Φ
(2)
𝐽,𝑀 = 𝐶

(2)
𝐽,𝑀𝑒

−𝑖𝑀𝜃
√︀

(1− 𝜂2)𝑀 (1− 𝜂)𝑃𝑀+2,𝑀
𝐽−𝑀−1 (𝜂), 𝑀 = −𝐽 − 1, · · · , 𝐽 − 1.

(6.56)

Здесь зависимость от 𝜂 определяется обобщенными полиномами Якоби:

𝑃𝛼,𝛽𝑛 (𝜂) =
(−1)𝑛

2𝑛𝑛!
(1− 𝜂)−𝛼(1 + 𝜂)−𝛽

𝑑𝑛

𝑑𝜂𝑛
(1− 𝜂)𝑛+𝛼(1 + 𝜂)𝑛+𝛽, (6.57)

а постоянные нормировки равны

𝐶
(0)
𝐽,𝑀 =

√︀
Γ(𝐽 −𝑀 + 1)Γ(𝐽 +𝑀 + 1)(2𝐽 + 1)

2𝑀+1
√
𝜋Γ(𝐽 + 1)

,

𝐶
(1)
𝐽,𝑀 =

√︀
Γ(𝐽 −𝑀)Γ(𝐽 +𝑀 + 1)

2𝑀+1
√
𝜋Γ(𝐽)

,

𝐶
(2)
𝐽,𝑀 =

√︀
Γ(𝐽 −𝑀)Γ(𝐽 +𝑀 + 2)(2𝐽 + 1)

2𝑀+2
√
𝜋Γ(𝐽)

√︀
𝐽(𝐽 + 1)

.

(6.58)

Как видно из ур. (6.55), для каждого из операторов существуют собственные состояния с нулевой
энергией: нулевые моды. Соответствующие собственные функции можно выписать явно

𝑂(0) =⇒ Φ
(0)
0,0 = 1,

𝑂(1) =⇒ Φ
(1)
1,−1 =

1√
2𝜋
𝑒1, Φ

(1)
1,0 =

1√
2𝜋
𝑒0,

𝑂(2) =⇒ Φ
(2)
1,−2 =

√︂
3

4𝜋
𝑒21, Φ

(2)
1,−1 =

√︂
3

2𝜋
𝑒0𝑒1, Φ

(2)
1,0 =

√︂
3

4𝜋
𝑒20.

(6.59)

Число нулевых мод для каждого из операторов 𝑂(𝑎) перечислено в таблице 6.2. Полное число
нулевых мод равно 2𝑛2+4𝑛 в согласие с подсчетом на основе общего вида решения для инстантона.

Как обычно, для интегрирования по нулевым модам мы не можем использовать гауссово, квад-
ратичное приближение. Поэтому нам нужно связать выражения для нулевых мод, полученное в
гауссовом приближении, с параметрами, которые параметризуют инстантонное решение. Для этого
запишем формально инстантонное решение в виде

𝑄inst(𝜉𝑖) = 𝑈−1(𝜉𝑖)Λ𝑈(𝜉𝑖), (6.60)

где 𝑈 = 𝑅𝑇 , а 𝜉𝑖 включают в себя 𝑧0, 𝜆 и генераторы вращений 𝑇 . Тогда изменение параметров
𝜉𝑖 → 𝜉𝑖 + 𝜀𝑖 в инстантонном решении 𝑄inst может быть записано в форме ур. (6.42):

𝑄inst(𝜉𝑖 + 𝜀𝑖) = 𝑈−1(𝜉𝑖)𝑞𝜀𝑈(𝜉𝑖), 𝑞𝜀 ≈ Λ− 𝜀𝑖
[︀
𝑈𝜕𝜀𝑖𝑈

−1,Λ
]︀
. (6.61)
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Рис. 6.2: Структура нарушения симметрии инстантоном.

Отметим, что

−𝜀𝑖
[︀
𝑈𝜕𝜀𝑖𝑈

−1,Λ
]︀
𝛼𝛽

= 2𝜀𝑖

(︃
0

[︀
𝑈𝜕𝜀𝑖𝑈

−1
]︀1,−1

𝛼𝛽

−
[︀
𝑈𝜕𝜀𝑖𝑈

−1
]︀−1,1

𝛼𝛽
0

)︃
. (6.62)

Сравнивая это выражение с выражением (6.42), находим следующее соответствие

𝑣𝛼𝛽 = 2𝜀𝑖
[︀
𝑅𝑇𝜕𝜀𝑖𝑇

−1𝑅−1
]︀1,−1

𝛼𝛽
, 𝑣†𝛼𝛽 = −2𝜀𝑖

[︀
𝑅𝑇𝜕𝜀𝑖𝑇

−1𝑅−1
]︀−1,1

𝛼𝛽
. (6.63)

Обозначая через 𝑡 бесконечно малый 𝑈(2𝑛) поворот 𝑇 = 12𝑛 + 𝑖 𝑡, а 𝛿𝜆 и 𝛿𝑧0 бесконечно малые
изменения размера инстантона и его положения,

𝑅(𝜆+ 𝛿𝜆, 𝑧0 + 𝛿𝑧0) = 𝑅(𝜆, 𝑧0)
[︀
12𝑛 + 𝛿𝜆𝑅−1𝜕𝜆𝑅+ 𝛿𝑧0𝑅

−1𝜕𝑧0𝑅
]︀
, (6.64)

получаем явные формулы, связывающие их с гауссовами флуктуациями:

𝑣𝛼𝛽 = 2𝑖𝑡1,−1
𝛼𝛽 Φ̄

(0)
0,0[︃

𝑣𝛼1
𝑣1𝛽

]︃
= 2

√
2𝜋𝑖

(︃
𝑡1,−1
𝛼1 −𝑡1,1𝛼1
𝑡1,−1
1𝛽 𝑡−1,−1

1𝛽

)︃[︃
Φ̄
(1)
1,−1

Φ̄
(1)
1,0

]︃

𝑣11 = 4

√︂
𝜋

3

[︂
𝑖𝑡−1,1
11 ,

(︂
𝑖𝑡−1,−1
11 − 𝑖𝑡1,111 − 𝛿𝜆

𝜆

)︂
, −𝑖𝑡1,−1

11 +
𝛿𝑧0
𝜆

]︂⎡⎢⎣ Φ̄
(2)
1,−2

Φ̄
(2)
1,−1

Φ̄
(2)
1,0

⎤⎥⎦
(6.65)

Из полученного выше выражения можно сделать вывод, что кроме размера инстантона 𝜆 и
его положения 𝑧0, пространство параметров инстантона задачется 𝑡1,−1

𝛼𝛽 и 𝑡−1,1
𝛼𝛽 , которые являются

генераторами класса смежности 𝑈(2𝑛)/[𝑈(𝑛)×𝑈(𝑛)]. Также пространство параметров инстантона
задается величинами 𝑡1,11𝛼 и 𝑡1,1𝛼1 при 𝛼 > 1, которые являются генераторами класса смежности
𝑈(𝑛)/[𝑈(𝑛−1)×𝑈(1)]. (Аналогично для 𝑡−1,−1

1𝛼 и 𝑡−1,−1
𝛼1 ) Наконец, флуктуации зависят от комбинации

𝑡111,1− 𝑡
−1,−1
11 , которая описывает вращение 𝑂(3) относительно оси 𝑧. Структура иерархии нарушения

симметрии инстантоном показана на Рис. 6.2.
Зная сруктуру флуктуаций около инстантонного решения, мы можем вычислить поправку к
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свободной энергии от инстантонов. Воспользуемся разложением для статистической суммы по то-
пологическим секторам

𝑍 =
∑︁
𝑊

𝑍𝑊 , (6.66)

где 𝑍𝑊 – статистическая сумма в секторе с топологическим зарядом 𝒞[𝑄] = 𝑊 . Имея в виду, что
𝑍𝑊 ∼ exp(−2𝜋𝜎̄𝑥𝑥|𝑊 |), можно для свободной энергии получить приближенной выражение:

ln𝑍 ≃ ln𝑍0 +
𝑍1 + 𝑍−1

𝑍0
+ . . . (6.67)

Нас будет интересовать первый неисчезающий вклад, (𝑍1+𝑍−1)/𝑍0, который определяется инстан-
тонными конфигурациями. Запишем выражение для этого вклада в следующем виде:

𝑍±1

𝑍0
=

∫︀
𝒟[𝑄inst]∫︀
𝒟[𝑄0]

𝑍
(mass)
±1

𝑍
(mass)
0

. (6.68)

Здесь первая дробь в правой части равенства учитывает интегрирование по нулевым модам инстан-
тона (числитель) и тривиального решения (знаменатель). Вторая дробь – это отношение вкладов в
статистические суммы за счет массивных мод.

Параметризуем массивные моды в следующем виде

𝑣𝛼𝛽(𝜂, 𝜃) =
2√
𝜎̄𝑥𝑥

∑︁
𝐽,𝑀

𝑢𝛼𝛽𝐽𝑀 Φ̄𝐽,𝑀 (𝜂, 𝜃), 𝑣†𝛼𝛽(𝜂, 𝜃) =
2√
𝜎̄𝑥𝑥

∑︁
𝐽,𝑀

𝑢̄𝛽𝛼𝐽𝑀Φ𝐽,𝑀 (𝜂, 𝜃) (6.69)

Тогда, получим явное выражение для вклада от массивных мод.

𝑍
(mass)
±1

𝑍
(mass)
0

= 𝑒−2𝜋𝜎̄𝑥𝑥±𝑖𝜃

[︂∏︀∞
𝐽=1

∏︀𝐽
𝑀=−𝐽

∫︀ 𝑑𝑢𝛼𝛽
𝐽𝑀𝑑𝑢̄𝛼𝛽

𝐽𝑀
𝜋 𝑒−

∑︀∞
𝐽=1

∑︀𝐽
𝑀=−𝐽 𝐸

(0)
𝐽 |𝑢𝛼𝛽

𝐽𝑀 |2
]︂(𝑛−1)2

[︂∏︀∞
𝐽=1

∏︀𝐽
𝑀=−𝐽

∫︀ 𝑑𝑢𝛼𝛽
𝐽𝑀𝑑𝑢̄𝛼𝛽

𝐽𝑀
𝜋 𝑒−

∑︀∞
𝐽=1

∑︀𝐽
𝑀=−𝐽 𝐸

(0)
𝐽 |𝑢𝛼𝛽

𝐽𝑀 |2
]︂(𝑛−1)2

×

[︂∏︀∞
𝐽=2

∏︀𝐽−1
𝑀=−𝐽

∫︀ 𝑑𝑢𝛼𝛽
𝐽𝑀𝑑𝑢̄𝛼𝛽

𝐽𝑀
𝜋 𝑒−

∑︀∞
𝐽=2

∑︀𝐽−1
𝑀=−𝐽 𝐸

(1)
𝐽 |𝑢𝛼𝛽

𝐽𝑀 |2
]︂2(𝑛−1)

[︂∏︀∞
𝐽=1

∏︀𝐽
𝑀=−𝐽

∫︀ 𝑑𝑢𝛼𝛽
𝐽𝑀𝑑𝑢̄𝛼𝛽

𝐽𝑀
𝜋 𝑒−

∑︀∞
𝐽=1

∑︀𝐽
𝑀=−𝐽 𝐸

(0)
𝐽 |𝑢𝛼𝛽

𝐽𝑀 |2
]︂2(𝑛−1)

×

[︂∏︀∞
𝐽=2

∏︀𝐽−1
𝑀=−𝐽−1

∫︀ 𝑑𝑢𝛼𝛽
𝐽𝑀𝑑𝑢̄𝛼𝛽

𝐽𝑀
𝜋 𝑒−

∑︀∞
𝐽=2

∑︀𝐽−1
𝑀=−𝐽−1 𝐸

(2)
𝐽 |𝑢𝛼𝛽

𝐽𝑀 |2
]︂

[︂∏︀∞
𝐽=1

∏︀𝐽
𝑀=−𝐽

∫︀ 𝑑𝑢𝛼𝛽
𝐽𝑀𝑑𝑢̄𝛼𝛽

𝐽𝑀
𝜋 𝑒−

∑︀∞
𝐽=1

∑︀𝐽
𝑀=−𝐽 𝐸

(0)
𝐽 |𝑢𝛼𝛽

𝐽𝑀 |2
]︂ . (6.70)

Отметим, что здесь нормировка интегрирования по 𝑢𝛼𝛽𝐽𝑀 с 1/𝜋 объясняется варажением (3.4) для
представления функции Грина в виде интеграла. После взятия гауссовых интегралов находим

𝑍
(mass)
±1

𝑍
(mass)
0

= exp
(︁
−2𝜋𝜎̄𝑥𝑥 ± 𝑖𝜃 − 2(𝑛− 1)𝐷(1) −𝐷(2)

)︁
, (6.71)

где

𝐷(𝑟) =
∞∑︁
𝐽=2

(2𝐽 + 𝑟 − 1) ln𝐸
(𝑟)
𝐽 −

∞∑︁
𝐽=1

(2𝐽 + 1) ln𝐸
(0)
𝐽 . (6.72)

Воспользуемся теперь соотношениями между собственными модами 𝑢𝛼𝛽𝐽𝑀 и генераторами преобра-
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зований, соответствующих нулевым модам,

𝑢𝛼𝛽0,0 = 𝑖
√
4𝜋𝜎̄𝑥𝑥𝑡

1,−1
𝛼𝛽 , 𝛼, 𝛽 > 1, (6.73)

𝑢1,−1
1𝛼 = 𝑖

√
2𝜋𝜎̄𝑥𝑥𝑡

1,−1
1𝛼 , 𝑢1𝛼1,0 = 𝑖

√
2𝜋𝜎̄𝑥𝑥𝑡

−1,−1
1𝛼 , 𝛼 > 1, (6.74)

𝑢𝛼11,−1 = 𝑖
√
2𝜋𝜎̄𝑥𝑥𝑡

1,−1
𝛼1 , 𝑢𝛼11,0 = −𝑖

√
2𝜋𝜎̄𝑥𝑥𝑡

1,1
𝛼1 , 𝛼 > 1, (6.75)

𝑢111,−2 = 𝑖

√︂
4𝜋𝜎̄𝑥𝑥

3
𝑡−1,1
11 , 𝑢111,−1 =

√︂
4𝜋𝜎̄𝑥𝑥

3
(𝑖𝑡−1,−1

11 − 𝑖𝑡1,111 − 𝛿𝜆

𝜆
), (6.76)

𝑢111,0 =

√︂
4𝜋𝜎̄𝑥𝑥

3
(−𝑖𝑡1,−1

11 +
𝛿𝑧

𝜆
). (6.77)

С помощью этих выражений можно вычислить якобиан преобразования от 𝑢𝛼𝛽𝐽𝑀 к 𝑡𝑝𝑝
′

𝛼𝛽 , 𝑧0 и 𝜆 . В
итоге получим

𝑍±1

𝑍0
=

∫︁
𝑑r0

∫︁
𝑑𝜆

𝜆3

(︂
2𝜋𝜎̄𝑥𝑥
𝜋

)︂4(𝑛−1)(︂4𝜋𝜎̄𝑥𝑥
3𝜋

)︂3(︂4𝜋𝜎̄𝑥𝑥
𝜋

)︂−2(𝑛−1)(︂4𝜋𝜎̄𝑥𝑥
𝜋

)︂−1

vol [𝑈(1)]

×vol

[︂
𝑈(𝑛)

𝑈(1)× 𝑈(𝑛− 1)

]︂
vol

[︂
𝑈(𝑛)

𝑈(1)× 𝑈(𝑛− 1)

]︂
𝑒−2𝜋𝜎̄𝑥𝑥±𝑖𝜃−2(𝑛−1)𝐷(1)−𝐷(2)

. (6.78)

Отметим, что полученный выше ответ не является еще окончательным, так как величины 𝐷(1,2)

имеют ультра-фиолетовые расходимости. Так как инстантонное решение (также как и топологиче-
ский член) существуют строго в размерности 𝑑 = 2, то мы не можем применить метод размерной
регуляризации. Вместо этого мы применим метод регуляризации Паули–Вилларса [?]. В этом ме-
тоде мы заменим 𝛿𝒮𝜎 на

𝛿𝒮(reg)
𝜎 = 𝛿𝒮𝜎 +

𝐾∑︁
𝑓=1

𝑒𝑓𝛿𝒮(𝑓)
𝜎 . (6.79)

Здесь 𝛿𝒮(𝑓)
𝜎 получается из 𝛿𝒮𝜎 заменой операторов 𝑂(𝑎) на 𝑂(𝑎) +ℳ2

𝑓 , где ℳ𝑓 ≫ 1. Параметры 𝑒𝑓
равные по модулю единице и их число 𝐾 подбираются так, чтобы сократить расходимости. Их кон-
кретные значения определим ниже. В итоге регуляризованное значение величины𝐷(𝑟) определяется
следующим образом:

𝐷(𝑟)
reg = lim

Λ→∞

[︂
Φ(Λ)
reg

(︂
1 + 𝑟

2

)︂
− Φ(Λ)

reg

(︂
1

2

)︂]︂
, (6.80)

где

Φ(Λ)
reg (𝑝) =

Λ∑︁
𝐽=𝑝+1

2𝐽 ln(𝐽2 − 𝑝2) +
𝐾∑︁
𝑓=1

𝑒𝑓

Λ∑︁
𝐽=𝑝

2𝐽 ln(𝐽2 − 𝑝2 +ℳ2
𝑓 ), (6.81)

причем мы считаем выполненным условие Λ ≫ ℳ𝑓 . В присутствие большого параметра ℳ𝑓 , можно
вычислять вторую сумму по 𝐽 в Φ

(Λ)
reg (𝑝) c помощью формулы Эйлера–Маклорена

Λ∑︁
𝐽=𝑝+1

𝑔(𝐽) =

∫︁ Λ

𝑝
𝑑𝑥 𝑔(𝑥) +

1

2
𝑔(𝑥)

⃒⃒⃒Λ
𝑝
+

1

12
𝑔′(𝑥)

⃒⃒⃒Λ
𝑝
. (6.82)

Прямым вычислением выражения (6.81) получаем

Φ(Λ)
reg (𝑝) =4

Λ∑︁
𝐽=1

𝐽 ln 𝐽 + 2𝑝2 − 2

2𝑝∑︁
𝐽=1

(𝐽 − 𝑝) ln𝐽 − 2𝑝2 ln Λ +

𝐾∑︁
𝑓=1

𝑒𝑓

[︁
2Λ(Λ + 1) lnΛ− Λ2 +

ln 𝑒Λ

3

− 1− 6𝑝

3

𝐾∑︁
𝑓=1

𝑒𝑓 lnℳ𝑓 − 2ℳ2
𝑓 lnℳ𝑓 + 2ℳ2

𝑓 ln Λ− 2𝑝2 ln Λ
]︁
. (6.83)

Для того, чтобы сделать величину Φ
(Λ)
reg (𝑝) расходящейся не быстрее чем lnℳ𝑓 , наложим следующие
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условия
𝐾∑︁
𝑓=1

𝑒𝑓 = −1,

𝐾∑︁
𝑓=1

𝑒𝑓ℳ2
𝑓 = 0,

𝐾∑︁
𝑓=1

𝑒𝑓ℳ2
𝑓 lnℳ𝑓 = 0. (6.84)

Для того, чтобы удовлетворить этим трём условиям достаточно выбрать 𝐾 = 3. Также введем
следующее определение

𝐾∑︁
𝑓=1

𝑒𝑓 lnℳ𝑓 = − lnℳ. (6.85)

В итоге, получаем

Φ(Λ)
reg (𝑝) = 4

Λ∑︁
𝐽=1

𝐽 ln 𝐽 + 2𝑝2 − 2

2𝑝∑︁
𝐽=1

(𝐽 − 𝑝) ln𝐽 − 2Λ(Λ + 1) lnΛ + Λ2 − ln 𝑒Λ

3
+

1− 6𝑝

3
lnℳ. (6.86)

Подставляя это выражение в ур. (6.80), находим

𝐷(1)
reg = − lnℳ+

3

2
− 2 ln 2, 𝐷(2)

reg = −2 lnℳ+ 4− 3 ln 3− ln 2. (6.87)

Для окончательного вычисления поправки к свободной энергии воспользуемся известным соот-
ношением для объема класса смежности [?]

vol
[︂

𝑈(𝑘)

𝑈(1)× 𝑈(𝑘 − 1)

]︂
=
𝜋𝑘−1

Γ(𝑘)
. (6.88)

В итоге для инстантонной поправки к статистической суммы, получаем следующее выражение

𝑍±1

𝑍0
=
𝑛2

2
𝐷𝑛

∫︁
𝑑r0

∫︁
𝑑𝜆

𝜆3
(2𝜋𝜎̄𝑥𝑥)

2𝑛𝑒−2𝜋𝜎̄𝑥𝑥(ℳ)±𝑖𝜃, 𝐷𝑛 =
4

𝜋𝑒
𝑒−2𝑛(𝛾+3/2−ln 2)Γ−2(1 + 𝑛). (6.89)

Здесь величина

𝜎̄𝑥𝑥(ℳ) = 𝜎̄𝑥𝑥

[︂
1− 𝑛

𝜋𝜎̄𝑥𝑥
lnℳ𝑒𝛾

]︂
(6.90)

в точности представляет собой выражение для однопетлевой пертурбативной поправки, вычислен-
ной в регуляризации Паули-Вилларса.

Отметим, что инстантонная поправка к статистической сумме оказывается пропорциональна
числу реплик в квадрате, ∼𝑛2. Это означает, что в репличном пределе, 𝑛 → 0, инстантонной по-
правки к свободной энергии не возникает.

Задачu:

6.2.1 Вычислить однопетлевую пертурбативную поправку к продольной проводимости в регуляри-
зации Паули-Вилларса.

6.2.2 Вычислить однопетлевую пертурбативную поправку к плотности состояний в регуляризации
Паули-Вилларса.

6.2.3 Вычислить диагональные матричные элементы от функций 𝑒20 и |𝑒1|2 по собственным состо-
яниям оператора 𝑂(1).

135



6.2.4 Вычислить диагональные матричные элементы от функций 𝑒20 и |𝑒1|2 по собственным состо-
яниям оператора 𝑂(2).
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6.3 Вклад инстантонов в поправки к проводимости
В этом разделе мы применим полученные в предыдущем разделе формулы для инстантонной по-
правки к статистической сумме для вычисления инстантонной поправки к проводимости. Несмотря
на их экспоненциальную малость, ∼ exp(−2𝜋𝜎̄𝑥𝑥), эти поправки важны по следующим причинам.
Во-первых, инстантонная поправка к 𝜎𝑥𝑥 будет зависеть от 𝜃 в отличие от пертурбативных попра-
вок. Во-вторых, инстантоны – это единественный источник поправок к 𝜎𝑥𝑦, так как пертурбативные
поправки к холловской проводимости отсутствуют.

Рассмотрим произвольный оператор 𝐴[𝑄]. Его среднее значение с действием нелинейной сигма-
модели можно представить в виде разложения по топологическим секторам

⟨𝐴⟩ = ⟨𝐴⟩0
(︂
1− 𝑍1 + 𝑍−1

𝑍0

)︂
+
𝐴1 +𝐴−1

𝑍0
+ · · · = ⟨𝐴⟩0 + ⟨𝐴⟩inst + . . . (6.91)

Здесь ⟨𝐴⟩0 = 𝐴0/𝑍0 – это среднее значение оператора 𝐴, вычисленное в тривиальном топологиче-
ском секторе. Величина

⟨𝐴⟩inst =
𝐴1 +𝐴−1

𝑍0
− 𝐴0

𝑍0

𝑍1 + 𝑍−1

𝑍0
(6.92)

представляет инстантонную поправку, которая учитывает одноинстантонное решение.
Если у оператора 𝐴 есть не нулевое значение на классическом решение, соответствующем ин-

стантону, 𝐴[𝑄inst] ̸= 0, то тогда в главном приближении ⟨𝐴⟩inst может быть ппредставлена в следу-
ющем виде

⟨𝐴⟩inst = (⟨𝐴[𝑄inst]⟩zm −𝐴[Λ])
𝑍1

𝑍0
+ (⟨𝐴[𝑄̄inst]⟩zm −𝐴[Λ])

𝑍−1

𝑍0
. (6.93)

Здесь ⟨. . . ⟩zm обозначает уследнение по нулевым модам инстантона.
Для вычисления инстантонной поправки к продольной проводимости 𝜎𝑥𝑥 воспользуемся фор-

мулой (4.100). Рассмотрим оператор

𝐴𝑥𝑥[𝑄] =

∫︁
𝑑𝑟𝑑𝑟′ tr𝑄(𝑟)∇𝑄(𝑟)𝑄(𝑟′)∇𝑄(𝑟′). (6.94)

Используя выражения (6.37)и (6.39), находим

𝐴𝑥𝑥[𝑄inst] = tr𝑌𝜇𝑌𝜇, 𝑌𝜇 =

∫︁
𝑑𝑟𝑅−1[Λ, 𝑅∇𝜇𝑅

−1]Λ𝑅 (6.95)

Заметим, что матрица 𝑌 в репличном пространстве имеет ненулевые матричные элемента только
в канале первой реплики, 𝑌 𝛼𝛽 ∝ 𝛿𝛼1𝛿𝛽1. Используя выражение (6.40) для матрицы 𝑅, находим

𝑌𝑥 = −2𝜋𝑖𝜆𝜏𝑦, 𝑌𝑦 = −2𝜋𝑖𝜆𝜏𝑥, (6.96)

где 𝜏𝑥,𝑦 – стандартные матрицы Паули, действующие в RA-пространстве. В итоге, находим

𝐴𝑥𝑥[𝑄inst] = −16𝜋2𝜆2. (6.97)

Используя выражение (4.100) и формулу (6.89), получаем

𝜎𝑥𝑥 = 𝜎̄𝑥𝑥 − 𝜋2𝐷0

∫︁
𝑑𝜆

𝜆
𝜎̄2𝑥𝑥𝑒

−2𝜋𝜎̄𝑥𝑥(ℳ) cos 𝜃. (6.98)

В полученном выражении есть несколько проблем. Во-первых, подъынтегральное выражение за-
висит от безразмерной массы Паули-Вилларса, ℳб а интегрирование идет по размеру инстантона
𝜆. Во-вторых, неопределены пределы интеграла по 𝜆. Первый вопрос решается следующим обра-
зом. вязать безразмерный параметр ℳ и размер инстантона 𝜆. Единственный возможный вариант
для связи безразмерного параметра ℳ и размера инстантона 𝜆, как это следует из ур. (6.11) и
(6.90) – это ℳ = 𝜁𝜆/𝑙, где 𝜁-число порядка единицы, а 𝑙 ∼ 𝑅𝑐 – масштаб, на котором определены
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затравочные параметры 𝜎̄𝑥𝑥 и 𝜃. Заметим, что величина 𝜁 может быть определена из требования,
чтобы 𝜎𝑥𝑥(𝜁𝜆/𝑙) совпадало с однопетлевой поправкой к проводимости, вычисленной в размерной
регуляризации.

Таким образом, получаем

𝜎𝑥𝑥(𝜆
′) = 𝜎̄𝑥𝑥(𝜆

′)− 𝜋2𝐷0

∫︁ 𝜆′ 𝑑𝜆

𝜆
𝜎̄2𝑥𝑥𝑒

−2𝜋𝜎̄𝑥𝑥(𝜆) cos 𝜃, (6.99)

где
𝜎̄𝑥𝑥(𝜆) = 𝜎̄𝑥𝑥 −

𝑛

𝜋
ln 𝜁𝑒𝛾𝜆/𝑙. (6.100)

Масштаб 𝜆′ ∼ 1/𝐿. Заметим, что интеграл по 𝜆 сходится при 𝜆 → 0. Однако, наше рассмотрение
имеет смысл, только при 𝜆 > 𝑙, т.к. иначе поле 𝑄 меняется на масштабах меньших 𝑙, что проти-
воречит предположению при выводе сигма-модели. Учет следующих порядков теории возмущении
вокруг инстантонного решения приведет к зависимости 𝜎̄𝑥𝑥 в предэкспоненте от 𝜆. Таким, образом

𝜎𝑥𝑥(𝜆
′) = 𝜎̄𝑥𝑥 −

∫︁ 𝜆′

𝑙

𝑑𝜆

𝜆

[︁𝑛
𝜋
+ 𝜋2𝐷0𝜎̄

2
𝑥𝑥(𝜆)𝑒

−2𝜋𝜎̄𝑥𝑥(𝜆) cos 𝜃
]︁
. (6.101)

Здесь в предэкспоненте мы заменили затравочное значение 𝜎̄𝑥𝑥 на перенормированное в рамках
однопетлевого приближения. Также отметим принципиальное отличие инстантонной поправки от
пертурбативных поправок. В отличие от последних инстантонная поправка не расходится в пределе
малых 𝜆. Для вычисления инстантонной поправки к холловской проводимости, см. ур. (4.101),
рассмотрим оператор

𝐴𝑥𝑦[𝑄] = 𝜖𝜇𝜈

∫︁
𝑑𝑟𝑑𝑟′ tr𝑄(𝑟)∇𝜇𝑄(𝑟)𝑄(𝑟′)∇𝜈𝑄(𝑟′)Λ. (6.102)

Аналогично тому, что было написано выше, находим

𝐴𝑥𝑦[𝑄inst] = tr[𝑌𝑥, 𝑌𝑦]Λ = 16𝜋2𝜆𝑖. (6.103)

Используя этот результат, аналогично изложенному выше, получаем инстантонную поправку к
холловской проводимости:

𝜃(𝜆′)

2𝜋
=

𝜃

2𝜋
−
∫︁ 𝜆′

𝑙

𝑑𝜆

𝜆

[︁
0 + 𝜋2𝐷0𝜎̄

2
𝑥𝑥(𝜆)𝑒

−2𝜋𝜎̄𝑥𝑥(𝜆) sin 𝜃
]︁
. (6.104)

Заметим, что член в ур. (4.101), пропорциональный 1/𝑛 вклада в репличном пределе не дает.

Заметим, что 𝜎𝑥𝑥(𝜆
′) отличается от 𝜎̄𝑥𝑥(𝜆), так как последния содержит только пертурбатив-

ные поправки. Для того, чтобы показать, что 𝜎̄𝑥𝑥(𝜆) в экспоненте в ур. (6.101) и (6.104) содержат
и инстантонные поправки необходимо решить более сложную задачу. А именно, в флуктуациях
около инстантона с размером 𝜆 учесть непертурбативные вклады в перенормировку классического
действия, приходящие от инстантонов с размерами меньшими 𝜆. Если поверить, что такая пере-
нормировка действительно реализуется, то можно 𝜎̄𝑥𝑥(𝜆) заменить на 𝜎𝑥𝑥(𝜆) и 𝜃 на 𝜃(𝜆). Тогда ур.
(6.101) и (6.104) можно интерпретировать как неявные интегральные уравнения

𝜎𝑥𝑥(𝜆
′) = 𝜎̄𝑥𝑥 −

∫︁ 𝜆′

𝑙

𝑑𝜆

𝜆
𝛽𝜎(𝜎𝑥𝑥(𝜆), 𝜃(𝜆)), (6.105)

𝜃(𝜆′)

2𝜋
=

𝜃

2𝜋
−
∫︁ 𝜆′

𝑙

𝑑𝜆

𝜆
𝛽𝜃(𝜎𝑥𝑥(𝜆), 𝜃(𝜆)). (6.106)
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Здесь функции

𝛽𝜎(𝜎𝑥𝑥, 𝜃) = − 𝑑𝜎𝑥𝑥
𝑑 ln𝜆

=
1

2𝜋2𝜎𝑥𝑥
+𝒟𝜎2𝑥𝑥𝑒−2𝜋𝜎𝑥𝑥 cos 𝜃,

𝛽𝜃(𝜎𝑥𝑥, 𝜃) = −𝑑(𝜃/2𝜋)
𝑑 ln𝜆

= 𝒟𝜎2𝑥𝑥𝑒−2𝜋𝜎𝑥𝑥 sin 𝜃.

(6.107)

могут быть интерпретированы как 𝛽-функции, описывающие ренормгрупповой поток 𝜎𝑥𝑥 и 𝜃. Отме-
тим, что мы добавли пертурбативную двухпетлевую поправку к 𝜎𝑥𝑥. Постоянная 𝒟 = 𝜋2𝐷0 = 4𝜋/𝑒.
Отметим, что в работах [61, 62] для коэффициента 𝒟 было ошибочно получено значение в 4 раза
больше.

Задачu:

6.3.1 Используя ур. (6.107) найти зависимость 𝜎𝑥𝑥 и 𝜃 от 𝜆 в области 𝜎𝑥𝑥 ≫ 1.
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Глава 7

Физические явления в ЦКЭХ

Введение

141



7.1 Делокализованные состояния и их всплывание. Кван-
товохолльные осцилляции

В предыдущей лекции были получены непертурбативные уравнения ренорм-группы, которые опи-
сывают зависимость продольной и холловской проводимости, 𝜎𝑥𝑥 и 𝜎𝑥𝑦, от размера системы 𝐿. Для
удобства читателя, воспроизведем эти уравнения еще раз:

𝛽𝜎(𝜎𝑥𝑥, 𝜎𝑥𝑦) = − 𝑑𝜎𝑥𝑥
𝑑 ln𝐿

=
1

2𝜋2𝜎𝑥𝑥
+

1

2𝜋4𝜎3𝑥𝑥
+𝒟𝜎2𝑥𝑥𝑒−2𝜋𝜎𝑥𝑥 cos 2𝜋𝜎𝑥𝑦, (7.1)

𝛽𝜃(𝜎𝑥𝑥, 𝜎𝑥𝑦) = − 𝑑𝜎𝑥𝑦
𝑑 ln𝐿

= 𝒟𝜎2𝑥𝑥𝑒−2𝜋𝜎𝑥𝑥 sin 2𝜋𝜎𝑥𝑦, (7.2)

где 𝒟 = 4𝜋/𝑒 и мы добавили 4-х петлевой пертурбативный результат. Уравнения (7.1)-(7.2) должны
решаться при начальных условиях 𝜎𝑥𝑥(𝑙) = 𝜎̄𝑥𝑥 и 𝜎𝑥𝑦(𝑙) = 𝜎̄𝑥𝑦. Отметим, что мы перешли от
переменой 𝜃 к полной холловской проводимости 𝜎𝑥𝑦.

Несмотря на то, что уравнения (7.1)-(7.2) получены в пределе «слабой связи», 1/𝜋𝜎𝑥𝑥 ≪ 1, они
имеют правильное качественное поведение. Холловская проводимость неперенормируется при це-
лых, 𝜎𝑥𝑦 = 𝑁 , и полуцелых, 𝜎𝑥𝑦 = 𝑁 + 1/2, значениях. При этом линия 𝜎𝑥𝑦 = 𝑁 (𝜎𝑥𝑦 = 𝑁 + 1/2)
является устойчивой (неуcтойчивой) с точки зрения ренорм-группового потока в область больших
𝐿 (cм. Рис. 7.1). При 𝜎𝑥𝑦 = 𝑁 инстантонная поправка в 𝛽𝜎 положительна, т.е. также как и пертур-
бативные поправки приводит к уменьшению 𝜎𝑥𝑥. При 𝜎𝑥𝑦 = 𝑁+1/2 инстантонная поправка меняет
знак и инстантоны приводят к антилокализации в отличие от локализационных пертурбативных
поправок. Таким образом, можно ожидать, что точный инстантонный вклад будет компенсировать
пертурбативные поправки и 𝛽𝜎 обратится в нуль при некотором 𝜎𝑥𝑥 = 𝜎*𝑥𝑥 и 𝜎𝑥𝑦 = 𝑁 + 1/2:

𝛽𝜎(𝜎
⋆
𝑥𝑥, 𝜎

⋆
𝑥𝑦) = 𝛽𝜃(𝜎

⋆
𝑥𝑥, 𝜎

⋆
𝑥𝑦) = 0, 𝜎⋆𝑥𝑦 = 𝑁 + 1/2. (7.3)

Отметим, что одноинстантонного вклада не достаточно, чтобы в рамках ур. (7.1) получить нуль
𝛽𝜎. Неустойчивая фиксированная точка (𝜎⋆𝑥𝑥, 𝜎

⋆
𝑥𝑦) соответствует переходу между плато с 𝜎𝑥𝑦 = 𝑁

и 𝜎𝑥𝑦 = 𝑁 + 1. Существенным предсказанием теории является, что значение 𝜎⋆𝑥𝑥 одинаковое для
всех 𝑁 .

Решение ур. (7.1)-(7.2) может быть записано в виде

𝜎𝑎𝑏 = 𝐺𝑎𝑏(𝐿/𝑙, 𝜎̄𝑥𝑥, 𝜎̄𝑥𝑦). (7.4)

Скейлинговая гипотеза означает, что на самом деле 𝜎𝑎𝑏 не должна зависеть от 𝑙. Это приводит к
уравнению Каллана-Симанчика

𝑙
𝜕𝐺𝑎𝑏
𝜕𝑙

− 𝛽𝜎(𝜎̄𝑥𝑥, 𝜎̄𝑥𝑦)
𝜕𝐺𝑎𝑏
𝜕𝜎̄𝑥𝑥

− 𝛽𝜃(𝜎̄𝑥𝑥, 𝜎̄𝑥𝑦)
𝜕𝐺𝑎𝑏
𝜕𝜎̄𝑥𝑦

= 0. (7.5)

Отметим, что фактически уравнения ренорм-группы – это решение уравнения Каллана-Симанчека
методом характеристик. Удобно ввести следующие переменные, описывающие отклонение старто-
вых значений проводимости от значений проводимости в неустойчивой фиксированной точке:

Δ𝜃 = 𝜎̄𝑥𝑦 −𝑁 − 1

2
, Δ𝜎 = 𝜎̄𝑥𝑥 − 𝜎⋆𝑥𝑥. (7.6)

Рис. 7.1:
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Считая их малыми, перепишем уравнение (7.5) в следующем виде

−𝑡𝜕𝐺𝑎𝑏
𝜕𝑡

+
1

𝜈
Δ𝜃

𝜕𝐺𝑎𝑏
𝜕Δ𝜃

+ 𝑦𝜎Δ𝜎
𝜕𝐺𝑎𝑏
𝜕Δ𝜎

= 0, (7.7)

где 𝑡 = 𝐿/𝑙 и

𝜈−1 = −
(︂
𝑑𝛽𝜃
𝑑𝜎𝑥𝑦

)︂*
> 0, 𝑦𝜎 = −

(︂
𝑑𝛽𝜎
𝑑𝜎𝑥𝑥

)︂*
< 0. (7.8)

Отметим, что критические индексы 𝜈 и 𝑦𝜎 одинаковые для всех 𝑁 . Общее решение уравнения (7.7)
имеет скейлинговый вид

𝐺𝑎𝑏 = 𝐺𝑎𝑏(𝑋,𝑌 ), 𝑋 =

(︂
𝐿

𝑙

)︂1/𝜈

Δ𝜃, 𝑌 = Δ𝜎

(︂
𝐿

𝑙

)︂𝑦𝜎
. (7.9)

Заметим, что переменная 𝑋 растет с ростом 𝐿, а переменная 𝑌 наоборот убывает. Пренебрегая
зависимостью от 𝑌 в пределе 𝐿→ ∞,

𝜎𝑎𝑏(𝐿) = 𝐺𝑎𝑏(𝐿/𝜉, 0) (7.10)

где 𝜉 = 𝑙|Δ𝜃|−𝜈 - корреляционная длина, которая расходится в точке Δ𝜃 = 0. Индекс 𝜈 называется
индексом корреляционной длины. Численный эксперимент дает значение 𝜈 = 2.593 ± 0.006 [63].
Критический индекс 𝑦𝜎 известен с гораздо меньшей точностью −0.6 < 𝑦𝜎 < −0.4 [64].

Отметим, что критический индекс 𝜈 измерялся в экспериментах. Мы детально обсудим это в лек-
ции 7.3. Также отметим, что экспериментально были измерены скейлинговые функции 𝐺𝑎𝑏(𝑋,𝑌 ).
Экспериментальные данные для перехода между плато 𝜎𝑥𝑦 = 0 и 𝜎𝑥𝑦 = 1 удалось аппроксимировать
следующими соотношениями [65],

𝐺𝑥𝑥(𝑋,𝑌 ) =
𝑒−𝑋

𝑒−2𝑋 + 1 + 2𝑌 𝑒−𝑋
, 𝐺𝑥𝑦(𝑋,𝑌 ) =

1 + 𝑌 𝑒−𝑋

𝑒−2𝑋 + 1 + 2𝑌 𝑒−𝑋
. (7.11)

Так что в точке перехода, Δ𝜃 = 0, при конечном 𝐿, 𝐺𝑥𝑥 < 1/2, а 𝐺𝑥𝑦 = 1/2. В пределе 𝐿→ ∞, 𝐺𝑥𝑥
стремится к значению 1/2. Отметим, что такое значение продольной проводимости в критической
точке получалось при отображении модели Чалкера-Коддингтона на нелинейную сигма-модель, см.
ур. (5.82).

Обсудим теперь физические следствия из существования фиксированной точки 𝜎⋆𝑥𝑥 при 𝜎𝑥𝑦(𝐿) =
𝑁 + 1/2. Так как продольная проводимость стремится к конечному пределу 𝜎⋆𝑥𝑥 при 𝐿 → ∞, то
должно существовать делокализованное состояние. Проследим как зависит энергия этого делока-
лизованного состояния от магнитного поля. Будем следовать работам [66, 67]. Делокализованное
состояние должно находится при таком значении энергии 1, что выполняется соотношение

𝜎̄𝑥𝑦(𝜀) = 𝑁 + 1/2. (7.12)

Используя выражение (2.178) для холловской проводимости в самосогласованном борновском при-
ближении в сильном магнитном поле

𝜎̄𝑥𝑦(𝜀) = 𝑁 +
2

𝜋Γ2

∫︁ 𝜀

−Γ
𝑑𝜀′
√︀
Γ2 − 𝜀′2 − 2

𝜋
(𝑁 + 1/2)

Γ3(𝜀)

𝜔𝑐Γ2

𝜏20
𝜏2tr,1

. (7.13)

1Здесь мы будем говорить про энергию, но так как обсуждается задача без взаимодействия, то это же есть
и химический потенциал. Для задачи с взаимодействием говорить можно только про положение химического
потенциала.
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Решая полученное уравнение на 𝜀 в приближении 𝜔𝑐 ≫ 𝑁Γ𝜏20 /𝜏
2
tr,1, получим

ℰ ≃ 𝜔𝑐(𝑁 + 1/2)

(︃
1 +

Γ2

𝜔2
𝑐

𝜏20
𝜏2tr,1

)︃
= 𝜔𝑐(𝑁 + 1/2) +

2(𝑁 + 1/2)𝜏0
𝜋𝜏2tr,1

. (7.14)

Таким образом, мы видим, что, во-первых, на каждом уровне Ландау имеется одно делокализован-
ное состояние, и, во-вторых, наличие беспорядка в сильном магнитном поле сдвигает положение
делокализованного уровня энергии выше середины уровня Ландау.

Возникает вопрос, что происходит с этими делокализованными уровнями по-мере уменьшения
магнитного поля, т.е. в пределе 𝜔𝑐 → 0? Для ответа на этот вопрос воспользуемся формулой (2.177)
для холловской проводимости в слабом магнитном поле. Пренебрегая осцилляциями Шубникова-де
Гааза и оценивая плотность электронов как 𝑛𝑒 ≃ 𝑚𝑒ℰ/(2𝜋), находим положение делокализованных
уровней энергии

ℰ = 𝜔𝑐(𝑁 + 1/2) +
(𝑁 + 1/2)

𝜔𝑐𝜏2tr,1
(7.15)

Отметим, что в пределе 𝜔𝑐 → 0 при фиксированном 𝑁 , энергия делокализованного состояния
стремиться к бесконечности, т.е. делокализованное состояние всплывает над уровнем Ферми. Это
согласуется с отсутствием края подвижности в двумерной системе в нулевом магнитном поле.

Заметим, что положение энергий делокализованных состояний в слабом поле, ур. (7.15), не сов-
падает с центами уровней Ландау, и значит с максимумами в плотности состояний. В этом режиме
слабых магнитных полей, при изменении каким-то параметром 𝜎̄𝑥𝑦, согласно формулам (6.107)
должно наблюдаться периодическое изменение холловской проводимости, связанное с периодиче-
ским прохождением через энергии делокализованных состояний. Такие осцилляции называются
кванто-холльными осцилляциями [67].

Рассмотрим решение уравнения Каллана-Симанчика в случае 𝜎𝑥𝑥 ≫ 1:[︂
𝑡
𝜕

𝜕𝑡
+

[︂
1

2𝜋2𝜎̄𝑥𝑥
+𝒟𝜎̄2𝑥𝑥𝑒−2𝜋𝜎̄𝑥𝑥 cos 𝜃

]︂
𝜕

𝜕𝜎̄𝑥𝑥
+ 2𝜋𝒟𝜎̄2𝑥𝑥𝑒−2𝜋𝜎̄𝑥𝑥 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃

]︂
𝐺𝑎𝑏 = 0 (7.16)

Будем искать решение в виде тригонометрического ряда по 𝜃:

𝐺𝑥𝑥 = 𝑔0(𝑡, 𝜎̄𝑥𝑥) + 𝑔𝑐(𝑡, 𝜎̄𝑥𝑥) cos 𝜃, 𝐺𝑥𝑦 =
𝜃

2𝜋
+ 𝑔𝑠(𝑡, 𝜎̄𝑥𝑥) sin 𝜃, (7.17)

Из ур. (7.16) находим следующие уравнения для функций 𝑔0, 𝑔𝑐 и 𝑔𝑠:[︂
𝑡
𝜕

𝜕𝑡
+

1

2𝜋2𝜎̄𝑥𝑥

𝜕

𝜕𝜎̄𝑥𝑥

]︂
𝑔0 = 0,

[︂
𝑡
𝜕

𝜕𝑡
+

1

2𝜋2𝜎̄𝑥𝑥

𝜕

𝜕𝜎̄𝑥𝑥

]︂
𝑔𝑐 = −𝒟𝜎̄2𝑥𝑥𝑒−2𝜋𝜎̄𝑥𝑥 𝜕𝑔0

𝜕𝜎̄𝑥𝑥
, (7.18)[︂

𝑡
𝜕

𝜕𝑡
+

1

2𝜋2𝜎̄𝑥𝑥

𝜕

𝜕𝜎̄𝑥𝑥

]︂
𝑔𝑠 = −𝒟𝜎̄2𝑥𝑥𝑒−2𝜋𝜎̄𝑥𝑥 . (7.19)

Решая эти уравнения, находим

𝑔0 = 𝑔0(𝑌0), 𝑌0 = 𝑡𝑒−𝜋
2𝜎̄2

𝑥𝑥 ≡ 𝐿/𝜉𝜎, 𝑔𝑐 =
[︁
𝑓𝜎(𝑌0)− 2𝜋3𝒟𝜎̄4𝑥𝑥𝑒−2𝜋𝜎̄𝑥𝑥

]︁
𝑌0𝑔

′
0(𝑌0), (7.20)

𝑔𝑠 = 𝑓𝜃(𝑌0) + 𝜋𝒟𝜎̄3𝑥𝑥𝑒−2𝜋𝜎̄𝑥𝑥 . (7.21)

здесь 𝜉𝜎 = 𝑙 exp(𝜋2𝜎̄2𝑥𝑥) - динамически появляющаяся длина локализации, а 𝑔0, 𝑓𝜎, и 𝑓𝜃 - произволь-
ные регулярные функции своих аргументов. Окончательно находим скейлинговые зависимости

𝐺𝑥𝑥 = 𝑔0(𝑌 ) + 𝑓𝜎(𝑌 ) cos(𝑋/𝑌 ), 𝐺𝑥𝑦 =
𝑋

2𝜋𝑌
+ 𝑓𝜃(𝑌 ) sin(𝑋/𝑌 ) (7.22)

𝑌 = (𝐿/𝑙)𝑒−𝜋
2𝜎̄2

𝑥𝑥
[︀
1− 2𝜋3𝒟𝜎̄4𝑥𝑥𝑒−2𝜋𝜎̄𝑥𝑥 cos 𝜃

]︀
, 𝑋 = 𝑌 𝜃 (7.23)

Заметим, что функции 𝑔0, 𝑓𝜎 и 𝑓𝜃 нельзя определить из уравнения Каллана-Симанчика. Найдем
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эти функции напрямую, предполагая, что 𝐺𝑎𝑏 совпадает с 𝜎𝑎𝑏(𝐿). Тогда интегрируя уравнения

𝜎𝑥𝑥(𝐿) = 𝜎̄𝑥𝑥−
∫︁ 𝐿

𝑙

𝑑𝜆

𝜆

[︂
1

2𝜋2𝜎𝑥𝑥
+𝐷𝜎2𝑥𝑥𝑒

−2𝜋𝜎𝑥𝑥 cos 𝜃

]︂
, 𝜎𝑥𝑦(𝐿) = −

∫︁ 𝐿

𝑙

𝑑𝜆

𝜆
𝐷𝜎2𝑥𝑥𝑒

−2𝜋𝜎𝑥𝑥 sin 𝜃 (7.24)

Пренебрегая инстантонными вкладами находим

𝑔0(𝑌 ) =
1

𝜋

√︀
ln 1/𝑌 (7.25)

Интегрируя инстантонный вклад с учетом соотношения 𝑑 ln𝜆 = −2𝜋2𝜎𝑥𝑥𝑑𝜎𝑥𝑥, находим

𝑓𝜎(𝑌 ) = 𝑓𝜃(𝑌 ) = −𝜋𝐷𝑔30(𝑌 )𝑒−2𝜋𝑔0(𝑌 ) (7.26)

Еще раз подчеркнем, что рассмотренные осцилляции продольной и холловской проводимости с
магнитным полем (𝜃) являются отличными от осцилляций Шубникова-де Гааза. Последние связаны
с периодической структурой плотности состояний в магнитном поле. Квантово-холльные осцилля-
ции связаны с периодической структурой делокализованных состояний и могут существовать даже
в случае независящей от магнитного поля плотности состояний. Именно они при увеличении раз-
мера системы (или при понижении температуры) переходят в плато квантового эффекта Холла.
Возможно они наблюдались экспериментально в работе [68, 69].

Задачu:

7.1.1 Вывести выражение для энергии делокализованных состояний в слабом магнитном поле с
учетом поправки от осцилляций Шубникова-Де Гааза.
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7.2 Мезоскопические флуктуации локальной плотности
состояний

Понятие мультифрактальности c математической точки зрения можно определить как случайный
процесс 𝑠(𝑥), который удовлетворяет следующему свойству

lim
𝑎→0

[𝑠(𝑥+ 𝑎)− 𝑠(𝑥)] ∼ 𝑎ℎ(𝑥). (7.27)

Если ℎ(𝑥) не зависит от 𝑥, то процесс называется фрактальным. Для математического обзора по
мультифракталам можно рекомендовать книгу [70].

Оказывается, что явление мультифрактальности возникает в электронной системе с беспоряд-
ком. Ниже мы будем обсуждать мультифрактальность в двумерной системе при наличии магнит-
ного поля, однако, схожие явления возникают и в других ситуациях (классах симметрии). Идея
о мультифрактальности волновых функций в задаче о Андерсоновской локализации впервые по-
явилась в работе [71], хотя фактически это явление было открыто в работе [72]. Более детально
вопросы обсуждаемые в этой лекции изложены в обзорах [73] и [74].

Рассмотрим моменты волновых функций усредненные по беспорядку (inverse participation ratios)
для системы конечного объема 𝐿𝑑,

𝑃𝑞(ℰ) =
1

𝐿𝑑𝐷(ℰ)

∫︁
𝑑𝑟
∑︁
𝑎

⟨︀
|𝜑𝑎(𝑟)|2𝑞𝛿(ℰ − 𝐸𝑎)

⟩︀
, 𝑞 = 0, 1, 2, . . . (7.28)

где 𝜑𝑎(𝑟) и 𝐸𝑎 – это собственные функции и энергии электрона в случайном потенциале. Заметим,
что 𝑃0(ℰ) = 𝐿𝑑, а 𝑃1(ℰ) = 1, так что интересного можно ждать для 𝑞 ⩾ 2.

Считая, что энергия контролирует близость к критической точке, например, положению дело-
кализованного состояния ℰ𝑐, которые обсуждались в предыдущей лекции, можно записать такое
скейлинговое выражение

𝑃𝑞(ℰ) ∼ 𝜉−𝜏𝑞𝐹𝑞(𝐿/𝜉) = 𝐿−𝜏𝑞𝐹𝑞(𝐿/𝜉), 𝜏𝑞 = 𝑑(𝑞 − 1) + Δ𝑞, 𝜉 ∼ |ℰ − ℰ𝑐|−𝜈 . (7.29)

Величины Δ𝑞 называются аномальными размерностями, причем Δ0 = Δ1 = 0. Как мы увидим
ниже, Δ𝑞 < 0 для 𝑞 ⩾ 2. Иногда вместо 𝜏𝑞 вводят фрактальную размерность 𝐷𝑞 = 𝜏𝑞/(𝑞 − 1).

Для того, чтобы понять физический смысл индексов 𝜏𝑞, рассмотрим >плотность вероятности
для вероятности нахождения частицы в точке 𝑟,

𝒫(𝑢) =
1

𝐿𝑑𝐷(ℰ)
∑︁
𝑎

⟨︀
𝛿(|𝜑𝑎|2 − 𝑢)𝛿(ℰ − 𝐸𝑎)

⟩︀
. (7.30)

С помощью введенной функции распределения 𝒫(𝑢) средний момент плотности состояний можно
записать как

𝑃𝑞(ℰ) ∼ 𝐿𝑑
∫︁ ∞

0
𝑑𝑢𝑢𝑞𝒫(𝑢). (7.31)

Предположим, что функции распределения имеет следующий вид

𝒫(𝑢) ∼ 1

𝑢 ln𝐿
𝐿−𝑑+𝑓(− ln𝑢/ ln𝐿), (7.32)

где 𝑓(𝑥) – произвольная функция. Тогда подставляя такой анзац в ур. (7.31), находим в пределе
𝐿→ ∞,

𝑃𝑞 ∼
∫︁
𝑑𝛼𝐿𝑓(𝛼)−𝛼𝑞 ∼ 𝐿−𝜏𝑞 , 𝜏𝑞 = 𝑞𝛼− 𝑓(𝛼), 𝑞 = 𝑓 ′(𝛼). (7.33)

Здесь мы сделали подстановку 𝑢 = 𝐿−𝛼 и вычислили интеграл по 𝛼 методом перевала. Из формул
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выше, видно, что функция 𝑓(𝛼) имеет следующий смысл. Число точек, в которых |𝜑(𝑟)|2 ∼ 𝐿−𝛼,
имеет объем 𝐿𝑓(𝛼). Функция 𝑓(𝛼) называется спектром сингулярности (singularity spectrum) и свя-
зана преобразованием Лежандра с 𝜏𝑞. Функция 𝑓(𝛼) определена при 𝛼 ⩾ 0, причем 𝑓 ′′(𝛼) ⩽ 0 как
следует из сходимости интеграла в правой части ур. (7.33). Существует точка 𝛼0 (𝑞 = 0), в кото-
рой 𝑓(𝛼) достигает максимума 𝑓(𝛼0) = 𝑑. Также есть точка 𝛼1 (𝑞 = 1), в которой 𝑓(𝛼1) = 𝛼1 и
𝑓 ′(𝛼1) = 1.

Типичный вид функции 𝑓(𝛼) представлен на Рис. ??. Отметим, что существуют два значения
𝛼±, в которых 𝑓(𝛼) обращается в нуль. Отметим, что так как для таких значений 𝛼 объем со-
ответствующих состояний стремиться к нулю в термодинамическом пределе, среднее от моментов
волновых функций с соответствующими 𝑞 теряет смысл [74]. Фактически есть только одно ред-
кое состояние, которое и определяет соответствующий момент волновой функции. В этом случае
говорить о среднем значении становится бессмысленно.

Функция 𝑓(𝛼) имеет нетривиальное свойство симметрии [75]

𝑓(2𝑑− 𝛼) = 𝑓(𝛼) + 𝑑− 𝛼 ⇔ Δ𝑞 = Δ1−𝑞. (7.34)

С учетом соотношения (7.34), вблизи максимума, расположенного в точке 𝛼0, функцию 𝑓(𝛼) можно
апроксимировать параболой

𝑓(𝛼) = 𝑑− (𝛼− 𝛼0)
2

4(𝛼0 − 𝑑)
, 𝜏𝑞 = 𝑑(𝑞 − 1)− (𝛼0 − 𝑑)𝑞(𝑞 − 1) (7.35)

Заметим, что аномальное поведение с размером волновых функций в данной точке пространства
означает наличие пространственных корреляций. В частности можно вывести следующее общее
соотношение

𝐿𝑑(𝑞1+𝑞2)⟨|𝜑𝑎(𝑟1)|2𝑞1 |𝜑𝑎(𝑟2)|2𝑞2⟩ ∼ 𝐿−Δ𝑞1−Δ𝑞2

(︂
|𝑟1 − 𝑟2|

𝐿

)︂Δ𝑞1+𝑞2−Δ𝑞1−Δ𝑞2

. (7.36)

Изучение скейлинга усредненых моментов волновых функций удобно при численном анализе.
Для аналических расчетов более удобно изучать средние моменты локальной плотности состояний,

𝜌(ℰ , 𝑟) =
∑︁
𝑎

|𝜑𝑎(𝑟)|2𝛿(ℰ − 𝐸𝑎). (7.37)

Для того, чтобы отличать локальную плотность состояний от глобальной плотности состояний мы
используем другое обозначение. Отметим, что средняя локальная плотность состояний совпадает со
средней плотностью состояний, введенной ранее, 𝜌0 = ⟨𝜌(ℰ , 𝑟)⟩ ≡ 𝐷(ℰ). Найдем скейлинг квадрата
плотности состояний c размером системы:

⟨𝜌2(ℰ , 𝑟)⟩ =
∑︁
𝑎,𝑏

⟨︀
|𝜑𝑎(𝑟)|2|𝜑𝑏(𝑟)|2𝛿(ℰ − 𝐸𝑎)𝛿(ℰ − 𝐸𝑏)

⟩︀
=

1

𝜋𝛾

∑︁
𝑎

⟨︀
|𝜑𝑎(𝑟)|4𝛿(ℰ − 𝐸𝑎)

⟩︀
+
1

𝜋

∑︁
𝑎̸=𝑏

⟨︀
|𝜑𝑎(𝑟)|2|𝜑𝑏(𝑟)|2

𝛾

𝛾2 + (𝐸𝑏 − 𝐸𝑎)2
𝛿(ℰ − 𝐸𝑎)

⟩︀
=
𝐿−𝜏2𝐷(ℰ)

𝜋𝛾

+
𝛾

Δ2

∑︁
𝑎̸=𝑏

⟨︀
|𝜑𝑎(𝑟)|2|𝜑𝑏(𝑟)|2𝛿(ℰ − 𝐸𝑎)

⟩︀
. (7.38)

Здесь мы ввели среднее расстояние между уровнями Δ ≃ 1/(𝐿𝑑𝐷(ℰ)), аппроксимировали 𝛿-
функцию лоренцианом с шириной 𝛾 ∼ 1/(𝐿𝑑𝐷(ℰ)) и использовали ур. (7.29), предполагая, что
энергия ℰ находится близко к ℰ𝑐 так, что 𝐿 ≪ 𝜉. Предполагая выполнение условия 𝛾 ≪ Δ, можно
пренебречь последним членом с суммой по разным состояниям. Тогда получаем,

⟨𝜌2(ℰ , 𝑟)⟩ ∼ 𝜌20𝐿
−Δ2 . (7.39)
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Аналогичное соотношение получается для 𝑞-ого момента локальной плотности состояний

⟨𝜌𝑞(ℰ , 𝑟)⟩ ∼ 𝜌𝑞0𝐿
−Δ𝑞 ∼ 𝐿−𝑥(𝑞) , 𝑥(𝑞) = 𝑞𝑥(1) +Δ𝑞. (7.40)

Здесь мы ввели индекс 𝑥(1), который определяет скейлинг средней локальной плотности состояний
𝜌0 ∼ 𝐿−𝑥(1) . Отметим, что в рассматриваемом случае электроннов в перпендикулярном магнитном
поле (класс А), средняя плотность состояний тривиальна, 𝑥(1) = 0.

Обсудим теперь, как критические индексы 𝑥(𝑞) можно вычислять с помощью подхода нели-
нейной сигма модели. Для простоты будем рассматривать второй момент локальной плотности
состояний. Запишем его в следующем виде

⟨𝜌2(ℰ , 𝑟)⟩ ∼

⟨∫︁
𝐷𝜓𝐷𝜓

∑︁
𝑝,𝑝′=±

𝑝𝑝′𝜓𝑝𝛼(𝑟)𝜓
𝑝
𝛼(𝑟)𝜓

𝑝′

𝛽 (𝑟)𝜓
𝑝′

𝛽 (𝑟)𝑒
−𝑖

∫︀
𝑑𝑟′𝜓(ℰ−𝐻+𝑖𝜂Λ)𝜓

⟩
, (7.41)

где 𝛼 ̸= 𝛽 два фиксированных, но не равных, репличных индекса. Отметим, что разные реплики
– это типичная ситуация при изучении мезоскопических флуктуаций. Для удобства, мы не будем
следить за правильным коэффициентом пропорциональности, а восстановим его в конце. Восполь-
зуемся тем, что в нелинейной сигма модели матрица 𝑄𝑝𝑝

′

𝛼𝛽 ∼ ⟨𝜓𝑝𝛼𝜓𝑝
′

𝛽 ⟩. Тогда не производя долгих
вычислений можно получить, что

⟨𝜌2(ℰ , 𝑟)⟩ ∼
∑︁
𝑝,𝑝′=±

𝑝𝑝′⟨𝑄𝑝𝑝𝛼𝛼𝑄
𝑝′𝑝′

𝛽𝛽 −𝑄𝑝𝑝
′

𝛼𝛽𝑄
𝑝′𝑝
𝛽𝛼⟩ (7.42)

Так как фиксированные реплики 𝛼 ̸= 𝛽 ничем не выделены, то от их выбора ответ не зависит.
Поэтому удобно произвести усреднение выражения (7.42) по унитарным вращениям в репличном
пространстве 𝑈 , действующим независимо в RA пространстве на каждый из блоков, т.е. 𝑈𝑝𝑝

′

𝛼𝛽 =

𝛿𝑝𝑝
′
𝑈(𝑝);𝛼𝛽 . Заменим 𝑄 на 𝑈−1𝑄𝑈 и усредним по 𝑈 . Тогда получим

∑︁
𝛾,𝛾′,𝛿,𝛿′

∑︁
𝑝,𝑝′=±

𝑝𝑝′⟨𝑈−1
(𝑝),𝛼𝛾𝑄

𝑝𝑝
𝛾𝛾′𝑈(𝑝),𝛾′𝛼𝑈

−1
(𝑝′),𝛽𝛿𝑄

𝑝′𝑝′

𝛿𝛿′ 𝑈(𝑝′),𝛿′𝛽⟩𝑈 =
1

2
[𝑉 2

1 + 𝑉1,1]
(︁
tr Λ𝑄

)︁2
+
𝑉2
2

tr[𝑄2 + (Λ𝑄)2],

∑︁
𝛾,𝛾′,𝛿,𝛿′

∑︁
𝑝,𝑝′=±

𝑝𝑝′⟨𝑈−1
(𝑝),𝛼𝛾𝑄

𝑝𝑝′

𝛾𝛾′𝑈(𝑝′),𝛾′𝛽𝑈
−1
(𝑝′),𝛽𝛿𝑄

𝑝′𝑝
𝛿𝛿′𝑈(𝑝),𝛿′𝛼⟩𝑈 =

1

2
[𝑉 2

1 + 𝑉1,1] tr(Λ𝑄)2 +
𝑉2
2

(︁
tr Λ𝑄

)︁2
+
1

2
[𝑉1,1 − 𝑉 2

1 ] tr𝑄
2. (7.43)

Здесь мы использовали следующие соотношения [76, 77]

⟨𝑈−1
(𝑝),𝛼𝛾𝑈(𝑝),𝛾′𝛽⟩𝑈 = 𝑉1𝛿𝛼𝛽𝛿𝛾𝛾′ , 𝑉1 =

1

𝑛
, (7.44)

и

⟨𝑈−1
(𝑝),𝛼1𝛾1

𝑈(𝑝),𝛾′1𝛽1
𝑈−1
(𝑝),𝛼2𝛾2

𝑈(𝑝),𝛾′2𝛽2
⟩𝑈 = 𝑉1,1

[︀
𝛿𝛼1𝛽1𝛿𝛾1𝛾′1𝛿𝛼2𝛽2𝛿𝛾2𝛾′2 + 𝛿𝛼1𝛽2𝛿𝛾1𝛾′2𝛿𝛼2𝛽1𝛿𝛾2𝛾′1

]︀
+𝑉2

[︀
𝛿𝛼1𝛽2𝛿𝛾1𝛾′1𝛿𝛽1𝛼2𝛿𝛾2𝛾′2 + 𝛿𝛼1𝛽1𝛿𝛾′1𝛾2𝛿𝛼2𝛽2𝛿𝛾′2𝛾1

]︀
𝑉1,1 =

1

𝑛2 − 1
, 𝑉2 = − 1

𝑛(𝑛2 − 1)
. (7.45)

В итоге получаем следующее выражение для среднего второго момента плотности состояний

⟨𝜌2(ℰ , 𝑟)⟩ = 𝜌20⟨𝐾(2)[𝑄]⟩ = 𝜌20
8𝑛2(𝑛− 1)

[︁
(2𝑛− 1)

⟨(︁
tr Λ𝑄

)︁2
− tr(Λ𝑄)2

⟩
− tr 1

]︁
. (7.46)

Отметим, здесь мы восстановили знак равенства, исходя из условия, чтобы при 𝑄 = Λ, усреднен-
ный бо беспорядку второй момент локальной плотности состояний совпадал с квадратом средней
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плотности состояний 2.
Проверим теперь как оператор в правой части равенства (7.46) преобразуется под действием ре-

нормгруппы. Для этого используем метод фонового поля для матричных теорий. Запишем матрицу
𝑄 в виде

𝑄 = 𝑇0𝑄f𝑇
−1
0 , 𝑄f =𝑊 + Λ

√︀
1−𝑊 2. (7.47)

Здесь 𝑄f представляет собой матричное поле, которое быстро меняется в пространстве (т.е. имеет
компоненты импульса большие некоторого масштаба 1/𝜆), а 𝑄0 = 𝑇−1

0 Λ𝑇0 меняется в пространстве
медленно. Разлагая 𝑄f до второго порядка по 𝑊 и используя ур. (6.5), находим

⟨tr Λ𝑄Λ𝑄⟩ ≃ tr Λ𝑄0Λ𝑄0 − tr⟨𝑊 2⟩𝑄0Λ𝑄0 + ⟨tr𝑊𝑄0𝑊𝑄0⟩+ . . .

=

[︂
1− 4𝑛

𝜎̄𝑥𝑥

∫︁
𝑑2𝑝

(2𝜋)2
𝒟(𝑝)

]︂
tr Λ𝑄0Λ𝑄0 −

2

𝜎̄𝑥𝑥

∫︁
𝑑2𝑝

(2𝜋)2
𝒟(𝑝) (tr Λ𝑄0)

2 (7.48)

и

⟨(tr Λ𝑄)2⟩ ≃ (tr Λ𝑄0)
2 − tr⟨𝑊 2⟩𝑄0Λ trΛ𝑄0 + ⟨tr𝑊𝑄0 tr𝑊𝑄0⟩+ . . .

=

[︂
1− 4𝑛

𝜎̄𝑥𝑥

∫︁
𝑑2𝑝

(2𝜋)2
𝒟(𝑝)

]︂
(tr Λ𝑄0)

2 − 2

𝜎̄𝑥𝑥

∫︁
𝑑2𝑝

(2𝜋)2
𝒟(𝑝) tr

[︁
(Λ𝑄0)

2 −𝑄2
0

]︁
. (7.49)

Отметим, что в интегралах по импульсу подразумевается, что они берутся по импульса, удовлетво-
ряющим условию 𝑝 > 1/𝜆. Заметим, что операторы tr(Λ𝑄)2 и (tr Λ𝑄)2 перемешиваются в процессе
перенормировки.

Подставляя найденные выше формулы в ур. (7.46), мы находим, что оператор 𝐾(2) переходит
при ренормгрупповом преобразовании сам в себя:

𝐾(2)[𝑄] →
[︂
1− (2𝑛− 1)

𝜋𝜎̄𝑥𝑥
ln
𝜆

𝑙

]︂
𝐾(2)[𝑄0]. (7.50)

Операторы, которые переходят сами в себя в процессе перенормировки, называются собственными
относительно ренормгруппового преобразования. Соотношение (7.50) позволяет записать следую-
щий результат

⟨𝐾(2)[𝑄]⟩ =𝑀(2)𝐾(2)[Λ], ⟨𝜌2(ℰ , 𝑟)⟩ = 𝜌20𝑀(2). (7.51)

где 𝑀(2) удовлетворяет следующему однопетлевому ренормгрупповому уравнению

𝑑 ln𝑀(2)

𝑑 ln𝜆
= −𝛾(2) = −(2𝑛− 1)

𝜋𝜎𝑥𝑥
. (7.52)

Заметим, что можно определить еще один собственный оператор на основе линейной комбинации
операторов tr(Λ𝑄)2 и (tr Λ𝑄)2:

𝐾(1,1)[𝑄] =
1

8𝑛2(𝑛+ 1)

{︁
(2𝑛+ 1)

[︁(︁
tr Λ𝑄

)︁2
+ tr(Λ𝑄)2

]︁
− tr 1

}︁
,

𝐾(1,1)[𝑄] →
[︂
1− (2𝑛+ 1)

𝜋𝜎̄𝑥𝑥
ln
𝜆

𝑙

]︂
𝐾(1,1)[𝑄0], ⟨𝐾(1,1)[𝑄]⟩ =𝑀(1,1)𝐾(1,1)[Λ]. (7.53)

Величина 𝑀(1,1) подчиняется следующему уравнению ренормгруппы в однопетлевом приближении

𝑑 ln𝑀(1,1)

𝑑 ln𝜆
= −𝛾(1,1) = −(2𝑛+ 1)

𝜋𝜎𝑥𝑥
. (7.54)

Для среднего момента произвольной степени плотности состояний в репличном пределе 𝑛 → 0

2Отметим, что есть мезоскопические флуктуации локальной плотности состояний на баллистических
масштабах [?], но мы их для простоты в 𝜌0 не учитываем.
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можно получить, что [78, 79, 80]

𝑑 ln𝑀(𝑞)

𝑑 ln𝜆
= −𝛾(𝑞) =

𝑞(𝑞 − 1)

2𝜋𝜎𝑥𝑥
+

3𝑞(𝑞 − 1)

16𝜋3𝜎3𝑥𝑥
+ . . . (7.55)

Отметим, что аномальные размерности Δ𝑞 совпадают со значениями 𝛾(𝑞) в критической точке.
Симметрия 𝛾(𝑞) при замене 𝑞 на 1− 𝑞 отвечает общей симметрии (7.34).

Рассмотрим теперь вычисление инстантонной поправки к среднему второму моменту локальной
плотности состояний. Представим инстантонное решение (6.42) в виде

𝑄inst = Λ+ 𝑈−1𝜌𝑈, (7.56)

где блок-диагональная матрица 𝑈 учитывает нулевые моды инстантона, связанные с вращением в
репличном пространстве. Подставляя 𝑄inst в выражение (7.46), находим

𝐾(2)[𝑄inst]−𝐾(2)[Λ] =
2𝑛− 1

8𝑛2(𝑛− 1)

[︁
2(2𝑛− 1) tr Λ𝜌+ (trΛ𝜌)2 − tr(Λ𝜌)2

]︁
= −2(2𝑛− 1)

𝑛2
𝜆2

|𝑧 − 𝑧0|2 + 𝜆2
. (7.57)

Используя результат (6.89), находим в репличном пределе 𝑛→ 0

⟨𝐾(2)[𝑄]−𝐾(2)[Λ]⟩inst = 2𝐷0

∫︁
𝑑𝜆

𝜆

∫︁
𝑑𝑟0

1

|𝑟0 − 𝑟|2 + 𝜆2
𝑒−2𝜋𝜎𝑥𝑥(𝜆) cos 𝜃. (7.58)

Обратим внимание на расходящийся логарифмически интеграл по 𝑟0. Для того, чтобы разобраться
с этой логарифмической расходимостью необходимо учесть в предэкспоненте флуктуации около
инстантона. Их учет приводит к следующему ответу

⟨𝐾(2)[𝑄]−𝐾(2)[Λ]⟩inst = 𝐷0

∫︁
𝑑𝜆

𝜆

∫︁
𝑑𝑟0

𝜇(𝑟0)

𝜆
𝑀(2)(𝜇(𝑟0))𝑒

−2𝜋𝜎𝑥𝑥(𝜆) cos 𝜃

= −2𝜋𝐷0

∫︁
𝑑𝜆

𝜆

𝜇(0)∫︁
0

𝑑𝜇(𝑟0)

𝜇(𝑟0)
𝑀(2)(𝜆)[𝜇(𝑟0)/𝜇(0)]

(2𝑛−1)/(𝜋𝜎̄𝑥𝑥)𝑒−2𝜋𝜎𝑥𝑥(𝜆) cos 𝜃

= 2𝜋2𝐷0

∫︁
𝑑𝜆

𝜆
𝜎𝑥𝑥(𝜆)𝑒

−2𝜋𝜎𝑥𝑥(𝜆) cos 𝜃. (7.59)

Отметим, что в промежуточном вычислении мы восстановили зависимость однопетлевого вклада в
аномальную размерность 𝑀(2), чтобы сделать интеграл по 𝜇(𝑟0) сходящимся при 𝑟0 → ∞. Заметим,
что эту же проблему можно решить и другим способом [61].

Аналогичные вычисления можно проделать и для произвольного момента 𝑞 ⩾ 2 локальной
плотности состояний, так что

𝑑 ln𝑀(𝑞)

𝑑 ln𝜆
= −𝛾(𝑞) =

𝑞(𝑞 − 1)

2𝜋𝜎𝑥𝑥
+

3𝑞(𝑞 − 1)

16𝜋3𝜎3𝑥𝑥
+

8𝜋

𝑒
𝜎𝑥𝑥𝑒

−2𝜋𝜎𝑥𝑥 cos 𝜃. (7.60)

Таким образом, инстантонные конфигурации вносят вклад и в аномальные размерности собствен-
ных операторов.

Задачu:

7.2.1 Доказать соотношение (7.34).
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7.2.2 Найти поведение с размером системы 𝐿→ ∞ величины

𝒩 =
1

𝐷(ℰ)

∫︁
𝑑𝑟
∑︁
𝑎

⟨min{𝐿𝑑𝜑2𝑎(𝑟), 1}𝛿(ℰ − 𝐸𝑎)⟩.

Выразить ответ через функцию 𝑓(𝛼).

7.2.3 Пользуясь соотношением симметрии (7.34), выразить 𝛼1 через 𝛼0.

7.2.4 Доказать следующее соотношение 𝛼1 < 𝑑 < 𝛼0.

7.2.5 Используя скейлинговые аргументы доказать справедливость соотношения (7.36).

7.2.6 Записать выражение для среднего по беспорядку,

⟨[Im𝐺𝑅(ℰ , 𝑟, 𝑟) Im𝐺𝑅(ℰ , 𝑟′, 𝑟′)− Im𝐺𝑅(ℰ , 𝑟, 𝑟′) Im𝐺𝑅(ℰ , 𝑟′, 𝑟)]⟩,

в диффузионном режиме через𝑄 – матрицы. Считать выполненным условие 𝜆𝐹 ≪ |𝑟−𝑟′| ≪ 𝑙,
где 𝑙 - длина свободного пробега. Представить соответствующий оператор в инвариантном
виде относительно 𝑈(𝑛)×𝑈(𝑛) вращений. Проверить является ли полученный оператор соб-
ственным относительно ренормгруппы.

7.2.7 Записать выражение для среднего по беспорядку,

⟨[3𝜌(ℰ , 𝑟)𝜌(ℰ , 𝑟′)− 𝜌(ℰ , 𝑟)𝜌(ℰ , 𝑟)]⟩,

в диффузионном режиме через𝑄 – матрицы. Считать выполненным условие 𝜆𝐹 ≪ |𝑟−𝑟′| ≪ 𝑙,
где 𝑙 - длина свободного пробега. Представить соответствующий оператор в инвариантном
виде относительно 𝑈(𝑛)×𝑈(𝑛) вращений. Проверить является ли полученный оператор соб-
ственным относительно ренормгруппы.

7.2.8 Получить формулу аналогичную (7.59) для оператора 𝐾(1,1).
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7.3 Обобщенная мультифрактальность и время сбоя фа-
зы
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Глава 8

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Целочисленный квантовый эффект Холла – физическое явление, которое наблюдается в дву-
мерном электронном газе в присутствии перпендикулярного магнитного поля при низких темпе-
ратурах. Это явление заключается в целочисленном квантовании значений холловской проводи-
мости 𝜎𝑥𝑦 в единицах 𝑒2/ℎ при изменении приложенного перпендикулярного магнитного поля или
электронной концентрации. Как было объяснено в разделе 1, целочисленный квантовый эффект
Холла принципиально отличается от квантовых осцилляций проводимости Шубникова – де Гааза
в магнитном поле. В части II пособия будет показано, что при нулевой температуре целочисленное
квантование холловской проводимости может наблюдаться даже в ситуации, когда уровни Ландау
настолько уширены случайным потенциалом, что плотность состояний можно считать функцией,
независящей от энергии электрона. В таких условиях амплитуда квантовых осцилляций проводи-
мости Шубникова – де Гааза экспоненциально подавлена в силу большого значения температуры
Дингла по сравнению с циклотронной энергией ℏ𝜔𝑐.

Существенную роль в понимании целочисленного квантового эффекта Холла играют краевые
состояния (скачущие орбиты электронов), которые образуются вблизи границы двумерного элек-
тронного газа. При нулевой температуре оказывается, что весь ток переносится краевыми состо-
яниями, число которых совпадает с числом заполненных уровней Ландау вдали от границы. Как
было показано в разделе 2, в случае резкой границы краевые состояния локализованы в направле-
нии, перпендикулярном границе в тех точках, где электронная концентрация испытывает скачок на
1/(2𝜋𝑙2𝐻). Картина качественно меняется в случае плавной границы двумерного электронного газа
при учете электростатического экранирования (см. разд. 3). Изменение электронной концентрации
на величину 1/(2𝜋𝑙2𝐻) происходит в области конечной ширины в направлении, перпендикулярном
границе. Несмотря на то что уже нельзя сказать, где локализовано краевое состояние, как пока-
зывает эксперимент, описание электронного транспорта с помощью модели одномерных краевых
состояний работает удовлетворительно.

В реальном эксперименте на движение двумерного электрона во внешнем магнитном поле ока-
зывают влияние примеси. Если количество примесей настолько мало и их взаимным влиянием на
движение электрона можно пренебречь, то первый эффект, к которому приводит наличие приме-
сей, – это появление состояний, отщепленных от уровня Ландау и локализованных вблизи каждой
примеси. На первый взгляд, появление локализованных на примесях состояний должно уменьшать
холловский ток, т.е. разрушать целочисленное квантование холловской проводимости. Однако, как
показано в разделе 4, это не так: холловский ток не меняется.

Другой предельный случай – плавный случайный потенциал, т.е. потенциал, меняющийся на
масштабе много большем магнитной длины, был рассмотрен в разделе 5. Движение двумерно-
го электрона в таком плавном потенциале оказывается почти всюду квазиклассическим: быстрое
циклотронное вращение вокруг центра орбиты, который смещается в одном направлении по экви-
потенциальным линиям потенциала, соответствующим энергии электрона. Тот факт, что движение
электрона описывается уравнением Шредингера, приводит к возможности туннелирования элек-
трона с одной эквипотенциальной линии на другую эквипотенциальную линию той же энергии в
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области, где обе линии подходят к друг другу на расстояние порядка магнитной длины. Наличие
конечной продольной проводимости при нуле температуры возможно, если при данной энергии
электрон может пройти от одной границы двумерного слоя до другой. Оказывается, что такое воз-
можно строго при одном значении энергии. Движение двумерного электрона в магнитном поле и в
плавном случайном потенциале может быть исследовано численно в модели Чалкера–Коддингтона,
в которой случайная сетка эквипотенциальных линий заменена на регулярную, но при движении
по ребрам сетки электрон приобретает случайную фазу.

Технически наиболее удобный для вычислений тип случайного потенциала – это гауссовый
𝛿-коррелированный случайный потенциал. Простейшее приближение, в котором могут быть вы-
числены плотность состояний, продольная и холловская проводимость, – это самосогласованное
борновское приближение (см. разд. 6). Оно оправдано, когда при нулевой температуре заполнено
𝑁 ≫ 1 уровней Ландау и число 𝛿-центров велико по сравнению с максимально возможным числом
состояний на уровне Ландау. Однако самосогласованное борновское приближение приводит к плот-
ности состояний, в которой уровни Ландау уширены, но отделены друг от друга щелью порядка
циклотронной энергии. Это приближение приводит также к обратно пропорциональной зависимо-
сти холловской проводимости от магнитного поля при фиксированной электронной концентрации.
Таким образом, самосогласованного борновского приближения совершенно недостаточно для объяс-
нения целочисленного квантования холловской проводимости. Выход за рамки самосогласованного
борновского приближения может быть сделан в случае настолько сильного магнитного поля, что
при нулевой температуре заполнен только самый нижний уровень Ландау и то частично (см. разд.
7). В этом случае плотность состояний для нижнего уровня Ландау нигде не обращается в нуль, а
имеет экспоненциально малый хвост, в котором находится около 2% от максимально возможного
числа состояний на уровне Ландау. Как будет показано в части II, такое поведение плотности состо-
яний справедливо для уровня Ландау с произвольным номером. Несмотря на конечную плотность
состояний, статические продольная и холловская проводимости обращаются в нуль для состояний,
лежащих в хвосте самого нижнего уровня Ландау. Это означает, что состояния в хвосте плотности
состояний локализованы. Динамические продольная и холловская проводимости отличны от нуля
и имеют вид типичный для диэлектрика. В пределе малых частот постоянная Холла сохраняет
конечное значение, что оказывается неожиданным с точки зрения обычного диэлектрического со-
стояния. Этот факт специфичен для состояний в хвосте плотности состояний для самого нижнего
уровня Ландау.

В части II для движения двумерного электрона в магнитном поле и в гауссовом 𝛿-
коррелированном случайном потенциале будет изложена последовательная теория, которая обоб-
щает скейлинговую теорию локализации Андерсона на случай присутствия внешнего магнитного
поля. В рамках этой теории будет рассмотрен ряд проблем и задач, связанных с целочисленым
квантовым эффектом Холла.
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