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1 ÂâåäåíèåÇàäà÷à î äâóìåðíîì ïîòåíöèàëüíîì ïîòîêå èäåàëüíîé æèäêîñòè â íå-êîòîðîì ïîòåíöèàëå äëÿ ãèäðîäèíàìèêè ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé. Åñòü èòðàäèöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ � êîí�îðìíûå ïðåîáðàçîâà-íèÿ. Ïåðâûé âàæíûé ðåçóëüòàò íà ýòîì ïóòè áûë ïîëó÷åí Ñòîêñîì [1℄ âñåðåäèíå ïðîøëîãî âåêà. Èì áûëî èññëåäîâàíî ïîâåäåíèå ãðàâèòàöèîí-íûõ âîëí ïðè ðîñòå àìïëèòóäû. Â äâàäöàòûå ãîäû ýòîãî ñòîëåòèÿ áû-ëè âûïîëíåíû êëàññè÷åñêèå ðàáîòû Íåêðàñîâà [2℄ è Ëåâè-×èâèòà [3℄. Èïîçäíåå èññëåäîâàòåëè âíîâü è âíîâü îáðàùàëèñü ê ìåòîäó êîí�îðìíûõîòîáðàæåíèé â çàäà÷àõ ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ [4℄.Îäíèì èç êðàñèâåéøèõ ïðèìåíåíèé ýòîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îâûòåêàíèè ñòðóè èç ïîëóïëîñêîñòè ïîä äàâëåíèåì. �åøàÿ ýòó çàäà÷ó ìå-òîäîì êîí�îðìíûõ îòîáðàæåíèé óäàåòñÿ èçáåæàòü ðåøåíèÿ äè��åðåí-öèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, òàê êàê ïîñëå íåñêîëüêèõïðåîáðàçîâàíèé çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îáûêíîâåííîìó äè��åðåíöèàëüíîìóóðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà, êîòîðîå ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ îäíîé êâàäðà-òóðîé. Áîëåå ïîäðîáíî ñ ýòîé çàäà÷åé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â [5℄.Äëÿ èññëåäîâàíèÿ íåñòàöèîíàðíîé äèíàìèêè ïîâåðõíîñòè â øåñòèäå-ñÿòûå ãîäû è ïîçæå ïîëó÷èë ðàçâèòèå ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ëàãðàí-æåâîì îïèñàíèè [6, 7℄. Îäíàêî ïîïûòêè ïðèìåíèòü ìåòîä àíàëèòè÷åñ-êîãî ïðîäîëæåíèÿ ïî ëàãðàíæåâûì ïåðåìåííûì íå ïðèâåëè ê óñïåõó. Âïîñëåäíèå ãîäû áûëè ñîâåðøåíû ïîïûòêè [8, 9℄ ïðèìåíèòü êîí�îðìíîåîòîáðàæåíèå ê íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷å ïðÿìî â ýéëåðîâîì îïèñàíèè. Äëÿïåðèîäè÷åñêîé çàäà÷è ñ ãëóáîêîé âîäîé èñïîëüçîâàëîñü îòîáðàæåíèå îá-ëàñòè âî âíóòðåííîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà. Îäíàêî óðàâíåíèÿ îêàçàëèñüäîñòàòî÷íî ñëîæíûìè, ÷òî çàòðóäíèëî àíàëèòè÷åñêèé è ÷èñëåííûé àíà-ëèç.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàèáîëåå óäîáíûì ÿâëÿåòñÿ ïîäõîä îñíîâàííûé íàèñïîëüçîâàíèè êàíîíè÷åñêîãî �îðìàëèçìà, èçâåñòíîãî ñ 1968 ã. (ñì. [10℄).Äëÿ äâóìåðíîé ãåîìåòðèè ïðèìåíåíèå êîí�îðìíûõ îòîáðàæåíèé â ñî-÷åòàíèè ñ êàíîíè÷åñêèì �îðìàëèçìîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàèáîëåå åñòåñò-âåííûì. Äàííûé ïîäõîä áûë ñ óñïåõîì ïðèìåíåí äëÿ ñëó÷àÿ ãëóáîêîéâîäû â ïðèñóòñòâèè ãðàâèòàöèîííîìãî ïîëÿ è ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæå-íèÿ [11, 12℄. Ïîçäíåå, òåìè æå àâòîðàìè áûëà ïîäðîáíî èññëåäîâàíà çà-äà÷à î äèíàìèêå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå ïðè íà-ëè÷èè æåñòêîãî äíà [13℄. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ óðàâíåíèÿ áûëè ïîëó÷åíû âäâóõ âèäàõ - íåÿâíîì è ÿâíîì. Â ïåðâîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ èìåþò äîñòà-òî÷íî ïðîñòîé ñèììåòðè÷íûé âèä è ñîäåðæàò ëèøü êâàäðàòè÷íóþ íåëè-íåéíîñòü. Âî âòîðîì ñëó÷àå îíè âûãëÿäÿò ñëîæíåå, çàòî áîëåå óäîáíûäëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. 2



Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à î òå÷åíèè ñòðóè èäåàëüíîé íåñ-æèìàåìîé æèäêîñòè â ïðîèçâîëüíîì ïîòåíöèàëå. Êàê è â ðàáîòàõ [11,12, 13℄ ïðèìåíåí ìåòîä êîí�îðìíûõ îòîáðàæåíèé âìåñòå ñ êàíîíè÷åñ-êèì �îðìàëèçìîì. Íàéäåí îïåðàòîð, ñâÿçûâàþùèé äåéñòâèòåëüíóþ èìíèìóþ ÷àñòè ðåãóëÿðíîé â ïîëîñå �óíêöèè íà ãðàíèöàõ ýòîé ïîëî-ñû. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîãî îïåðàòîðà ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ íà äèíàìèêó�îðìû ïîâåðõíîñòåé, â òîì ÷èñëå ñ ó÷åòîì ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ.Â çàêëþ÷èòåëüíîé ÷àñòè ðàññìîòðåí ïðîñòîé èëëþñòðàòèâíûé ïðèìåðïðèìåíåíèÿ ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé.

3



2 Êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå äëÿ ïîòîêà èäå-àëüíîé æèäêîñòè�àññìîòðèì èäåàëüíóþ æèäêîñòü, çàíèìàþùóþ ïîëîñó ìåæäó äâóìÿ ïî-âåðõíîñòÿìè �1(x; y) è �2(x; y), êàê èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå
-x

6y �2(x; t)�1(x; t)
Ïóñòü ïîòîê ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì (v = r�) è æèäêîñòü íåñæè-ìàåìà (div v = 0 ). Òîãäà ïîòåíöèàë óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñàr2�(x; y; t) = 0: (1)Èìååì ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ��1�t + ���x ��1�x �����y=�1 = ���y �����y=�1 ; (2)��2�t + ���x ��2�x �����y=�2 = ���y �����y=�2 ; (3)0����t + 12  ���x!2 + 12  ���y !21A������y=�1 + V (x; �1) = 0; (4)0����t + 12  ���x!2 + 12  ���y !21A������y=�2 + V (x; �2) = 0: (5)Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå	1(x; t) = �(x; �1(x; t); t); (6)	2(x; t) = �(x; �2(x; t); t): (7)Êàê áûëî ïîêàçàíî â [10℄, â ñëó÷àå îäíîé ïîâåðõíîñòè ñ æèäêîñòüþâ íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé, ïðè÷åì êàíî-íè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ 	 è �. Ïðè ýòîì êàíîíè÷åñêèå óðàâ-íåíèÿ äàþò ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðèâåäåííûå âûøå.4



�àññìîòðèì ñëó÷àé "ïåðåâåðíóòîé æèäêîñòè". Ò. å. ïóñòü ìû èìååìîäíó ïîâåðõíîñòü è ñâåðõó íåå ïîëóïðîñòðàíñòâî çàïîëíåíîå æèäêîñòüþ.Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî çàïèñàòüH = 12 +1Z�1 dx +1Z� (r�)2dy + +1Z�1 dx +1Z� V (x; y)dy:Êàê èç ýòîãî ãàìèëüòîíèàíà ïîëó÷èòü ãàìèëüòîíèàí â ñëó÷àå êîãäà æèä-êîñòü ñíèçó îò ïîâåðõíîñòè? Çàìåíèì y ! �y, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåìH = 12 +1Z�1 dx ��Z�1 (r�)2dy + +1Z�1 dx ��Z�1 V (x;�y)dy:Îáîçíà÷èì � = ��, òîãäà ïîëó÷àåì íóæíûé ñëó÷àé. À êàíîíè÷åñêè ñî-ïðÿæåííûå ïåðåìåííûå äëÿ íåãî èçâåñòíû � ýòî � è 	. Ñëåäîâàòåëüíî, âñëó÷àå íèæíåé ïîâåðõíîñòè êàíîíè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ ��è 	.Òàêèì îáðàçîì, â íàøåì ñëó÷àå, êàíîíè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿ-þòñÿ �2,	2 è ��1,	1. À óðàâíåíèÿ �àìèëüòîíà�(��1)�t = ÆHÆ	1 ; �	1�t = � ÆHÆ(��1) ; (8)��2�t = ÆHÆ	2 ; �	2�t = �ÆHÆ�2 (9)ýêâèâàëåíòíû ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2), (3), (4), (5).Óðàâíåíèÿ (8) è (9) ðåàëèçóþò ýêñòðåìóì äåéñòâèÿS = t2Zt1 Ldt; (10)ñ ëàãðàíæèàíîì L = +1Z�1  	1�(��1)�t +	2��2�t ! dx�H: (11)
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3 Ñâÿçü ìåæäó äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñ-òÿìè ðåãóëÿðíîé â ïîëîñå �óíêöèèÎòîáðàçèì êîí�îðìíî â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè z = x + iy îáëàñòü, çà-íÿòóþ âîäîé �1 < x < +1; �1 � y � �2;â ïîëîñó �1 < u < +1; �h � v � 0â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè w = u + iv. Íàéäåì îïåðàòîð, êîòîðûé ñâÿçû-âàåò Re(z) ñ Im(z).Èìååì ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿyjv=0 = y2(u); xjv=0 = x2(u); yjv=�h = y1(u); xjv=�h = x1(u): (12)Ôóíêöèÿ y = y(u; v) äîëæíà áûòü ãàðìîíè÷åñêîé�2y�v2 + �2y�u2 = 0: (13)Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî x(u; v) = ~x(u; v)+a(u; v) è y(u; v) = ~y(u; v)+b(u; v), ãäåa(u; v) è b(u; v) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà, ïðè ýòîì ~x! 0 è ~y !0 ïðè juj ! 1. Òàêèì îáðàçîì ìû èçáàâëÿåìñÿ îò ïîëþñîâ. Íàïðèìåð,åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì ïîëîñó âäîëü îñè x â �èçè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ è�óíêöèÿ y îãðàíè÷åíà íà âñåé îñè, òî ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíò �óíêöèèáóäóò èìåòü ñëåäóþùèé âèä y(u; v) = ~y(u; v) è x(u; v) = ~x(u; v) + u. Âäàííîì ñëó÷àå ìû âûäåëèëè ïîëþñ íà áåñêîíå÷íîñòè. Äàëåå çíàê "~"âåçäå îïóñêàåì.Óðàâíåíèå (13) ìîæåò áûòü ðåøåíî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ôóðüå. Âû-ïîëíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî u ïîëó÷àåì�2y�v2 � k2y = 0:�åøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò ñëåäóþùèé âèäy = A osh kv +B sinh kv:Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (12), ïîëó÷àåìy = y2 sinh[k(h + v)℄sinh(kh) � y1 sinh(kv)sinh(kh) : (14)6



Èç ñîîòíîøåíèé Êîøè-�èìàíà �x�u = �y�v ;�ikx = k y2 osh[k(h+ v)℄sinh(kh) � y1 osh(kv)sinh(kh)! :È îêîí÷àòåëüíî èìååìx = i y2 osh[k(v + h)℄sinh(kh) � y1 osh(kv)sinh(kh)! : (15)Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (12), ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíå-íèé 8<: xjv=�h = i �y2 1sinh(kh) � y1 oth(kh)� = x1;xjv=0 = i �y2 oth(kh)� y1 1sinh(kh)� = x2: (16)Òàêèì îáðàçîì ìû èìååì îáðàòíûé îïåðàòîð â k-ïðåäñòàâëåíèè x1x2 ! = i � oth(kh) 1sinh(kh)� 1sinh(kh) oth(kh) ! y1y2 ! : (17)Îáðàòèì ìàòðèöó y1y2 ! = i oth(kh) � 1sinh(kh)1sinh(kh) � oth(kh) ! x1x2 ! : (18)Òåïåðü ìû ïîëó÷èëè èñêîìûé îïåðàòîð â k-ïðåäñòàâëåíèè, ïîëó÷èì åãîâ u-ïðåäñòàâëåíèè. Äëÿ ýòîãî âûïîëíèì îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì y1y2 ! =� 12hv:p: +1Z�1  oth[ �2h(u0 � u)℄ � tanh[ �2h(u0 � u)℄tanh[ �2h(u0 � u)℄ � oth[ �2h(u0 � u)℄ ! x1(u0)x2(u0) ! du0(19)Îáðàòíûé îïåðàòîð èìååò ñëåäóþùèé âèä x1x2 ! =� 12hv:p: +1Z�1  � oth[ �2h(u0 � u)℄ tanh[ �2h(u0 � u)℄� tanh[ �2h(u0 � u)℄ oth[ �2h(u0 � u)℄ ! y1(u0)y2(u0) ! du0:(20)7



Ââåäåì îïåðàòîð R̂(R̂ ~f)[u℄ = v:p: +1Z�1 K̂ ~f(u0)du0 (21)ãäå K̂ = 12h  � oth[ �2h(u0 � u)℄ tanh[ �2h(u0 � u)℄� tanh[ �2h(u0 � u)℄ oth[ �2h(u0 � u)℄ ! : (22)Òîãäà èìååì ~y = R̂~x; (23)ãäå ~x =  x1x2 !, ~y =  y1y2 !. Â ïðåäåëå h ! +1 ýòî ïðåîáðàçîâàíèåïåðåõîäèò â ïðåîáðàçîâàíèå �èëüáåðòà äëÿ âåðõíåé ïîâåðõíîñòè. Ýòîòðåçóëüòàò ïðåêðàñíî ñîãëàñóåòñÿ ñ [11℄.Äëÿ óäîáñòâà çàïèñè ââåäåì�R̂1f� [u℄ = 12hv:p: +1Z�1 f(u0) oth[ �2h(u0 � u)℄du0;�R̂2f� [u℄ = 12hv:p: +1Z�1 f(u0) tanh[ �2h(u0 � u)℄du0: (24)Òîãäà íàø îïåðàòîð çàïèøåòñÿ â âèäåR̂ =  �R̂1 R̂2�R̂2 R̂1 ! : (25)
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4 Êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë è êèíåòè÷åñêàÿ ýíåð-ãèÿÂ ñëó÷àå, êîãäà 	1 ! 0 è 	2 ! 0 ïðè juj ! +1, ìîæíî ñêîíñòðóèðîâàòüâåêòîð-�óíêöèþ ñ êîìïëåêñíûìè êîìïîíåíòàìè~� = ~�+ iR̂~�;ãäå ~� =  	1	2 ! : Ýòà �óíêöèÿ îïðåäåëåíà íà ãðàíèöàõ è ìû ìîæåìïðîäîëæèòü åå àíàëèòè÷åñêè â ïîëîñó �h � v � 0. Ïîòåíöèàë � ïîñëåêîí�îðìíîãî îòîáðàæåíèÿ îñòàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèì4�(u; v) = 0;ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè�jv=�h = 	1(u; t);�jv=0 = 	2(u; t):Íà äåéñòâèòåëüíîé îñè (Êîøè-�èìàí)0� ���v ���v=�h���v ���v=0 1A = � ��uR̂~�:Îòêóäà ïîëó÷àåì���v �����v=�h = � ��u ��R̂1	1 + R̂2	2� = � ��R̂1	1u + R̂2	2u� ;���v �����v=0 = � ��u ��R̂2	1 + R̂1	2� = � ��R̂2	1u + R̂1	2u� : (26)Òåïåðü ìû ìîæåì çàïèñàòü êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ â êîí�îðìíûõ ïå-ðåìåííûõ T = 12 +1Z�1 0�����v �����0�h1A du == �12 +1Z�1 �	2 h�R̂2	1u + R̂1	2ui� 	1 h�R̂1	1u + R̂2	2ui� du: (27)Íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü íåêîòîðûå ñîîòíîøåíèÿ�1tdx = (y1tx1u � x1ty1u) du;�2tdx = (y2tx2u � x2ty2u) du: (28)9



Íàêîíåö, ïîëó÷àåì ëàãðàíæèàíL = +1Z�1 (�	1 [y1tx1u � x1ty1u℄ + 	2 [y2tx2u � x2ty2u℄) du+12 +1Z�1 �	2 h�R̂2	1u + R̂1	2ui� 	1 h�R̂1	1u + R̂2	2ui� du�� ZS V (x; y)dxdy + +1Z�1 f1 �y1 + R̂1x1 � R̂2x2� du�� +1Z�1 f2 �y2 + R̂2x1 � R̂1x2� du; (29)
ãäå f1 è f2 ñóòü ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà, îïðåäåëÿåìûå èç (23), à S � íàøàîáëàñòü.
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5 Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â íåÿâíîé �îðìåÄëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, íàäî ïðîâàðüèðîâàòü äåéñò-âèå S = Z Ldt. Äëÿ íà÷àëà � ïî 	1 è 	2. Ïîëó÷àåì(y1tx1u � x1ty1u) + ��R̂1	1u + R̂2	2u� = 0;(y2tx2u � x2ty2u) + ��R̂2	1u + R̂1	2u� = 0: (30)Äëÿ âàðèàöèè ïî x1; y1 è x2; y2 ìû äîëæíû ïðåîáðàçîâàòü ïîòåíöèàëüíóþýíåðãèþ U â óäîáíóþ �îðìó. Ñäåëàåì ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîU = ZS V (x; y)dxdy = ZS0 V (u; v)Jdudv;ãäå J = ����� �x�u �y�u�x�v �y�v ����� = ����� �x�u �y�u� �y�u �x�u ����� =  �x�u!2 +  �y�u!2 = ������z�u �����2 :Ââåäåì �óíêöèþ F(u; v) = Z V (u; v)Jdv;òîãäà ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ çàïèøåòñÿ â âèäåU = +1Z�1 (F2 �F1)du;ãäå F1 = F(u;�h) è F2 = F(u; 0). Äàëåå, ïðîâàðüèðóåì, íàïðèìåð, ïî x1Æx1U = � +1Z�1 �F1�x1 Æx1duÏðîèçâîäÿ ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ, ïîëó÷àåì�Fi�xi = Fiuxiu � FivyiuJ = FiuxiuJ � V (xi(u); yi(u))yiu;�Fi�yi = Fivxiu + FiuyiuJ = V (xi(u); yi(u))xiu + FiuyiuJ :Ëåãêî âèäåòü, ÷òî FiuxiuJ = Re Fiuziujziuj2 ! ;FiuyiuJ = Im Fiuziujziuj2 ! :11



Òåïåðü ìû ìîæåì âû÷èñëèòü âàðèàöèîííûå ïðîèçâîäíûå äåéñòâèÿÆSÆx1 = 0)y1u	1t � y1t	1u + V (x1(u); y1(u))y1u �Re F1uz1ujz1uj2 ! = �R̂1f1 + R̂2f2;(31)ÆSÆy1 = 0)�x1u	1t + x1t	1u � V (x1(u); y1(u))x1u � Im F1uz1ujz1uj2 ! = f1; (32)ÆSÆx2 = 0)y2u	2t � y2t	2u + V (x2(u); y2(u))y2u �Re F2uz2ujz2uj2 ! = �R̂2f1 + R̂1f2;(33)ÆSÆy2 = 0)�x2u	2t + x2t	2u � V (x2(u); y2(u))x2u � Im F2uz2ujz2uj2 ! = f2; (34)Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñâÿçü ìåæäó äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñ-òÿìè, ÷ëåíû ñ Re è Im ìîæåì ñîêðàòèòü, òîãäà èìååìy1u	1t � y1t	1u + V (x1(u); y1(u))y1u = �R̂1f1 + R̂2f2; (35)y2u	2t � y2t	2u + V (x2(u); y2(u))y2u = �R̂2f1 + R̂1f2; (36)�x1u	1t + x1t	1u � V (x1(u); y1(u))x1u = f1; (37)�x2u	2t + x2t	2u � V (x2(u); y2(u))x2u = f2: (38)Ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà f1 è f2 ìîãóò áûòü ëåãêî èñêëþ÷åíû ïðîñòîéïîäñòàíîâêîé. Èòàê, ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â íåÿâíîé �îðìå.12



Äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ áîëåå ðàííèìè ðàáîòàìè ïîëåçíî çàïèñàòü ýòè óðàâ-íåíèÿ â ìàòðè÷íîé �îðìå y1tx1u � x1ty1uy2tx2u � x2ty2u ! = �R̂ 	1	2 ! ; (39) y1u	1t � y1t	1u + V (x1; y1)y1uy2u	2t � y2t	2u + V (x2; y2)y2u ! = R̂ f1f2 ! ; (40) �x1u	1t + x1t	1u � V (x1; y1)x1u�x2u	2t + x2t	2u � V (x2; y2)x2u ! =  f1f2 ! : (41)
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6 Ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèåÌû ìîæåì âêëþ÷èòü â ðàññìîòðåíèå ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå. Äëÿ ýòî-ãî íàäî äîáàâèòü ÷ëåíû â �àìèëüòîíèàíH� = � IS dl = � +1Z�1 �q1 + �22x � 1� dx� � +1Z�1 �q1 + �21x � 1� dx:Â ðåçóëüòàòå êîí�îðìíîãî îòîáðàæåíèÿ ýòîò ÷ëåí ïîäâåðãàåòñÿ íåêîòî-ðîé òðàíñ�îðìàöèèH� = � +1Z�1 (jz2uj � x2u) du� � +1Z�1 (jz1uj � x1u) du:Îêîí÷àòåëüíî Ëàãðàíæèàí ïðèíèìàåò âèäL� = L� � +1Z�1 (jz2uj � x2u) du+ � +1Z�1 (jz1uj � x1u) du: (42)Ýòî îêàæåò âëèÿíèå íà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿy1u	1t � y1t	1u + V (x1(u); y1(u))y1u��� ��u  x1ujz1u j! = �R̂1f1 + R̂2f2; (43)�x1u	1t + x1t	1u � V (x1(u); y1(u))x1u��� ��u  x1ujz1uj! = f1; (44)y2u	2t � y2t	2u + V (x2(u); y2(u))y2u��� ��u  x2ujz2u j! = �R̂2f1 + R̂1f2; (45)�x2u	2t + x2t	2u � V (x2(u); y2(u))x2u��� ��u  x2ujz2uj! = f2: (46)Ýòè óðàâíåíèÿ è (30) âìåñòå îáðàçóþò çàìêíóòóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé.Â ìàòðè÷íîé �îðìå îíè âûãëÿäÿò òàê y1tx1u � x1ty1uy2tx2u � x2ty2u ! = �R̂ 	1	2 ! ; (47)14



0� y1u	1t � y1t	1u + V (x1; y1)y1u � � ��u � x1ujz1u j�y2u	2t � y2t	2u + V (x2; y2)y2u � � ��u � x2ujz2u j� 1A = R̂ f1f2 ! ; (48)0� �x1u	1t + x1t	1u � V (x1; y1)x1u � � ��u � x1ujz1u j��x2u	2t + x2t	2u � V (x2; y2)x2u � � ��u � x2ujz2u j� 1A =  f1f2 ! : (49)
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7 Ïðîñòîé ïðèìåð�àññìîòðèì ïðîñòîé ïðèìåð. Ïóñòü ìû èìååì êàïëþ â �îðìå ýëëèïñàïðè îòñóòñòâèè âíåøíèõ ñèë (V (x; y) = 0). Ñêîðîñòíîé ïîòåíöèàë èìååòâèä � = ��(t)2 (x2 � y2) + C(t): (50)Èñïîëüçóþ ñèììåòðèþ, ïîëó÷àåìx = x1 = x2; y = y2 = �y1;	 = 	1 = 	2; � = �2 = ��1; (51)ãäå �1; �2 åñòü �óíêöèè òîêà. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýòèõ ñîîòíîøåíèé âóðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (35),(36),(37),(38), ïîëó÷àåì8><>: ytxu � xtyu = �(R̂1 � R̂2)	u;yu	t � yt	u = (�R̂2 + R̂1)f;�xu	t + xt	u = f: (52)Ìû ìîæåì ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ Ĥ = (R̂1 � R̂2). Î÷åâèäíî, ÷òî äàííûéîïåðàòîð ñâÿçûâàåò äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè. È îêîí÷àòåëüíîïîëó÷àåì 8><>: ytxu � xtyu = �Ĥ	u;yu	t � yt	u = �Ĥf;�xu	t + xt	u = f: (53)Ýòè óðàâíåíèÿ ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ñ [11℄.Ïîïðîáóåì èñêëþ÷èòü Ĥ èç íàøèõ óðàâíåíèé. Ñ ýòîé öåëüþ óìíîæèìâòîðîå è òðåòüå óðàâíåíèÿ íà xu è yu ñîîòâåòñòâåííî è ñëîæèì èõ. Ïîñëåïðîñòûõ àëãåáðàè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò12ImW 2u = Im(zuF ); èëè W 2u2 = zuF; (54)ãäå W = 	+ iĤ	 = �2z2z2u , z = x+ iy , F = f + iĤf . Îòêóäà ïîëó÷àåìF = �22 z2zu = �22 [x2xu � y2xu � 2xyyu + i(2xxuy + x2yu � y2yu)℄: (55)Ïîñëå ïðîñòûõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåì �t2 + �22 ! y2(y2u+ x2u)+ �22 � �t2 !x2(y2u+ x2u)+Ct(t)(y2u+ x2u) = 0: (56)Ýòî óðàâíåíèå ýëëèïñà, ïîëóîñè êîòîðîãî ìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì (ìíî-æèòåëü y2u+x2u åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ßêîáèàí êîí�îðìíîãî îòîáðàæåíèÿè ñëåäîâàòåëüíî ìîæåò áûòü èñêëþ÷åí). Åñëè èñïîëüçîâàòü ãðàíè÷íûåóñëîâèÿ, òî ìîæíî ïîëó÷èòü �óíêöèè � è C(t), îäíàêî ýòî óæå íå èìååòîòíîøåíèÿ ê èçëàãàåìîìó ìåòîäó. 16



8 Çàêëþ÷åíèåÂ äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à î òå÷åíèè ñòðóè èäåàëüíîé íåñæè-ìàåìîé æèäêîñòè â ïðîèçâîëüíîì ïîòåíöèàëå. Íàéäåíû êàíîíè÷åñêèåïåðåìåííûå äëÿ ýòîé ñèñòåìû. Ïóòåì êîí�îðìíîãî îòîáðàæåíèÿ îáëàñòüçàíÿòàÿ æèäêîñòüþ ïåðåâîäèòñÿ â ãîðèçîíòàëüíóþ ïîëîñó â êîìïëåêñíîéïîëóïëîñêîñòè. Òàêèì îáðàçîì, èçìåíåíèå �îðìû îáëàñòè â �èçè÷åñêèõïåðåìåííûõ ñâîäèòñÿ ê èçìåíåíèþ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â êîí�îðìíûõ ïå-ðåìåííûõ, ÷òî íåñîìíåííî óäîáíåå äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà (1).Äàëåå, â êîí�îðìíûõ ïåðåìåííûõ çàïèñûâàåòñÿ Ëàãðàíæèàí (29),äëÿ ÷åãî áûëî íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü îïåðàòîð (25), ñâÿçûâàþùèé äåéñò-âèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè ðåãóëÿðíîé â ïîëîñå �óíêöèè (êîí�îðìíîãîîòîáðàæåíèÿ) íà ãðàíèöàõ. Ýòîò îïåðàòîð èìååò òîò æå ñìûñë, ÷òî èîïåðàòîð �èëüáåðòà äëÿ ðåãóëÿðíîé â ïîëóïëîñêîñòè �óíêöèè.Èç âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ïîâåðõ-íîñòåé (30),(35),(36),(37), (38). Îíè èìåþò äîâîëüíî ïðîñòîé è ñèììåò-ðè÷íûé âèä. Åñëè çàïèñàòü èõ â ìàòðè÷íîì âèäå (39),(40),(41), òî ÿâíîâèäíà ñâÿçü ñ ïîëó÷åííûìè ðàíåå òåì æå ìåòîäîì óðàâíåíèÿìè äëÿ ãëó-áîêîé âîäû [11℄, [12℄ è äëÿ çàäà÷è ñ æåñòêèì äíîì [13℄.Â çàäà÷å òàê æå ó÷òåíî ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå â âèäå äîïîëíè-òåëüíûõ ÷ëåíîâ â ëàãðàíæèàí (42). Ïîó÷åíû óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì ïîâåðõ-íîñòíîãî íàòÿæåíèÿ (43),(44),(45),(46), êîòîðûå âìåñòå ñ óðàâíåíèÿìèíà ïîòåíöèàë (30) îáðàçóþò çàìêíóòóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé. Ïðèâåäåí èìàòðè÷íûé âèä óðàâíåíèé (47),(48), (49).Â ïîñëåäíåé ÷àñòè ðàáîòû ðàññìîòðåíà ïðîñòàÿ çàäà÷à, èëëþñòðèðó-þùàÿ âîçìîæíîñòè ïðèìåíåííîãî ìåòîäà è ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé. Ýòîçàäà÷à î äèíàìèêå ïîâåðõíîñòè êàïëè ïðè óñëîâèè, ÷òî ïîòåíöèàë ñêî-ðîñòåé èìååò êâàäðàòè÷íûé âèä (50). Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè òàêèõ óñëîâèÿõêàïëÿ, ïåðâîíà÷àëüíî èìåâøàÿ �îðìó ýëëèïñà, òàê è îñòàíåíòñÿ ýëëèï-ñîì (56), íî êîý��èöèåíòû â åå óðàâíåíèè áóäóò ìåíÿòüñÿ.
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