
Ëåêöèÿ 1

Ìîäåëü Èçèíãà. Òåîðèÿ ñðåäíåãî ïîëÿ è òåîðèÿ Ëàíäàó.

Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ýòîãî êóðñà áóäåò ïîñâÿùåíà ìåòîäàì òåîðåòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ïîâå-
äåíèÿ âåùåñòâà âáëèçè êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ. Îñíîâíàÿ îñîáåííîñòü êðèòè÷åñêèõ
òî÷åê ñîñòîèò â òîì, ÷òî â íèõ íàáëþäàåòñÿ êðóïíîìàñøòàáíàÿ êîððåëÿöèÿ ôëóêòóàöèé ðàçëè÷íûõ
ìèêðîñêîïè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ âåùåñòâà. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû ìåíÿþòñÿ
îò òî÷êè ê òî÷êå ìåäëåííî è äîïóñêàþò îïèñàíèå íåïðåðûâíûìè ïîëÿìè. Òàêèì îáðàçîì, ñòàòè-
ñòè÷åñêàÿ ñóììà (òî÷íåå, âêëàä â ñòàòñóììó îò òàêèõ êîððåëèðîâàííûõ ôëóêòóàöèé) â íåêîòîðîì
ïðèáëèæåíèè ïðåâðàùàåòñÿ â ôóíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë, ôîðìàëüíî ñîâïàäàþùèé ñ ôóíêöèî-
íàëüíûì èíòåãðàëîì êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ.

×òî æå òàêîå ôàçîâûé ïåðåõîä. Äàâàéòå ðàññìîòðèì ïðîñòóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ ìîäåëü. Ðàññìîò-
ðèì ïðîñòóþ d-ìåðíóþ êóáè÷åñêóþ ðåøåòêó, òî åñòü íåêîòîðóþ îáëàñòü èç N óçëîâ â Zd, ñ øàãîì
a. Íà êàæäîì óçëå r ðåøåòêè ïóñòü áóäåò ðàñïîëîæåíà ¾ñïèíîâàÿ¿ ïåðåìåííàÿ σr, ïðèíèìàþùàÿ
äëÿ ïðîñòîòû äâà çíà÷åíèÿ ±1. Ñîâîêóïíîñòü çíà÷åíèé ñïèíîâ C = {σr} îáðàçóåò êîíôèãóðàöèþ.
Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû áóäåì ñ÷èòàòü äèàãîíàëüíûì â áàçèñå
êîíôèãóðàöèé, òàê ÷òî ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëîì ïîëíîé ýíåðãèè E(C). Ñòàòèñòè÷åñêàÿ
ñóììà â ýòîì ñëó÷àå ñâîäèòñÿ ê êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììå ïî êîíôèãóðàöèÿì:

Z =
∑
C

e−βE(C), (1)

ãäå β = 1/T � îáðàòíàÿ òåìïåðàòóðà. Â ýòîì è òîëüêî â ýòîì ñìûñëå ìû áóäåì ãîâîðèòü îá ýòîé
ìîäåëè êàê î ìîäåëè êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè.

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ôàçîâûå ïåðåõîäû, ïðèâîäÿùèå ê ìàêðîñêîïè÷åñêèì ýôôåêòàì â ìàñøòàáàõ
âñåãî îáðàçöà, òàêèõ êàê ìàãíèòíîå óïîðÿäî÷åíèå, îáÿçàíû ñâîèì ïðîèñõîæäåíèåì êîðîòêîäèñòàí-
öèîííîìó âçàèìîäåéñòâèþ â ñèñòåìå, ïîýòîìó ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìîäåëü ñ ëîêàëüíûì âçàè-
ìîäåéñòâèåì âèäà

E(C) = −1
2

∑
r ̸=r′

I(r − r′)σrσr′ , (2)

ãäå I(r) = I(−r) � êîíñòàíòû ñâÿçè, óáûâàþùèå äîñòàòî÷íî áûñòðî ñ ðîñòîì |r − r′|. Òàêàÿ ìî-
äåëü íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ Èçèíãà. ×àñòî ìû áóäåì äîïóñêàòü åùå áîëüøåå óïðîùåíèå, ñ÷èòàÿ ÷òî
êîíñòàíòû ñâÿçè îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî äëÿ áëèæàéøèõ ñîñåäåé:

E(C) = −1
2

∑
r,n

|n|=a

Inσrσr+n, In = I−n. (3)

Çàäàäèìñÿ âîïðîñîì: ÷òî òàêîå ôàçîâûé ïåðåõîä? Èç ýêñïåðèìåíòà ìû çíàåì, ÷òî, íàïðèìåð,
â ôåððîìàãíåòèêå ïðè äîñòàòî÷íî íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ âîçíèêàåò ñïîíòàííàÿ íàìàãíè÷åííîñòü,
ïðè÷åì ïðè ïîíèæåíèè òåìïåðàòóðû âåùåñòâî ðàññëàèâàåòñÿ íà íåñêîëüêî ôàç, â êàæäîé èç êî-
òîðûõ ìàãíèòíûé ìîìåíò íàïðàâëåí â ñâîþ ñòîðîíó. Åñëè ïðèëîæèòü äîñòàòî÷íî ñèëüíîå îäíî-
ðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå, òî âåñü îáðàçåö ïåðåéäåò â ñîñòîÿíèå, â êîòîðîì ìàãíèòíûé ìîìåíò áóäåò
íàïðàâëåí ïî ïîëþ. Åñëè ñíÿòü ìàãíèòíîå ïîëå, òî îáðàçåö â òå÷åíèå î÷åíü äîëãîãî âðåìåíè îñòà-
íåòñÿ îäíîðîäíî íàìàãíè÷åííûì. Åñëè îáðàçåö íàñòîëüêî ìàë, ÷òî ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ýíåðãèåé
ñîáñòâåííîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî ýòèì ìîìåíòîì, òî äëÿ ïåðåîðèåíòàöèè ìîìåíòà â îä-
íó ñòîðîíó äîñòàòî÷íî ñëàáîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ (íî æäàòü ïåðåîðèåíòàöèè ïðèäåòñÿ äîñòàòî÷íî
äîëãî). Âàæíî òî, ÷òî ñîñòîÿíèå ñî ñïîíòàííîé íàìàãíè÷åííîñòüþ, ñòðîãî ãîâîðÿ, íå ñîîòâåòñòâóåò
òåðìîäèíàìè÷åñêîìó ðàâíîâåñèþ, òàê êàê ñèììåòðèÿ ñèñòåìû íèæå ñèììåòðèè åå ãàìèëüòîíèàíà:
ãàìèëüòîíèàí îáëàäàåò öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé èëè äàæå ìîæåò áûòü ïî÷òè èçîòðîïåí, à ñïîí-
òàííûé ìîìåíò ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàåò îïðåäåëåííîå íàïðàâëåíèå â ïðîñòðàíñòâå. Â òî æå
âðåìÿ â ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñèñòåìå äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ñèììåòðèè òðåáóåòñÿ àñòðîíîìè÷åñêè äîë-
ãîå âðåìÿ, òàê ÷òî íàðóøåíèå ñèììåòðèè ÿâëÿåòñÿ ôàêòè÷åñêè ðàâíîâåñíûì ¾â áîëüøîì îáúåìå¿.
Ïðè ïîâûøåíèè òåìïåðàòóðû íàìàãíè÷åííîñòü óìåíüøàåòñÿ è â íåêîòîðîé òî÷êå (òî÷êå Êþðè TK)
èñ÷åçàåò.

Â ñëó÷àå ïåðåõîäà æèäêîñòü-ãàç ñèòóàöèÿ, â ïðèíöèïå, àíàëîãè÷íà, õîòÿ ñèììåòðèè çäåñü è
íåò. Åñëè ìû äâèæåìñÿ âäîëü êðèâîé ïåðåõîäà íà ïëîñêîñòè p�T , òî â êàæäîé òî÷êå êðèâîé
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ñîñóùåñòâóþò äâå ôàçû, æèäêàÿ è ãàçîîáðàçíàÿ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ â äàííîé òî÷êå íå ÿâëÿåòñÿ
ðàâíîâåñíîé. Ðàâíîâåñíîé ÿâëÿåòñÿ ñìåñü äâóõ ôàç, ïðè êîòîðîé âîññòàíîâëåíèþ ¾ñèììåòðèè¿
ñîîòâåòñòâóåò ôëóêòóàöèîííîå èçìåíåíèå ãðàíèö ôàç. Ðîëü âíåøíåãî ïîëÿ çäåñü ìîæåò èãðàòü,
íàïðèìåð, òåìïåðàòóðà, íåáîëüøîå èçìåíåíèå êîòîðîé íåìåäëåííî ñòàáèëèçèðóåò îäíó èç ôàç. Åñëè
ìû óâåëè÷èâàåì äàâëåíèå âäîëü êðèâîé ðàâíîâåñèÿ, ìû ìîæåì äîñòè÷ü òî÷êè, ãäå ðàçíèöà ìåæäó
ïëîòíîñòÿìè äâóõ ôàç èñ÷åçàåò è ñàì ïåðåõîä ìåæäó æèäêîñòüþ è ãàçîì çà ýòîé òî÷êîé ïðîèñõîäèò
íåïðåðûâíî. Òàêàÿ òî÷êà íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîé.

Ðàññìîòðèì ìîäåëü Èçèíãà ñî ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûìè êîíñòàíòàìè ñâÿçè I(r). Â ñèñòåìå èìå-
åòñÿ äâà î÷åâèäíûõ âûðîæäåííûõ îñíîâíûõ ñîñòîÿíèÿ C+ è C− â êîòîðûõ âñå ñïèíû ðàâíû +1 è
−1 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä ïî
÷èñëó ¾ïåðåâåðíóòûõ ñïèíîâ¿:

Z = 2e
β
2

P

r ̸=r′ I(r−r′)

1 +
∑

r

e−β
P

r′( ̸=r) I(r−r′) +
1
2

∑
r1 ̸=r2

e−β
P

r′( ̸=r1,r2)(I(r1−r′)+I(r2−r′)) + · · ·

 .

(4)
Îáùèé ìíîæèòåëü 2 ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî èìååòñÿ ýòè äâà ñîñòîÿíèÿ è äîëæåí áûòü ó÷òåí òîëüêî
â ñëó÷àå, êîãäà ìû ó÷èòûâàåì òîëüêî íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî ïåðâûõ ñëàãàåìûõ â ðàçëîæåíèè.
Ñðåäíèé ñïèí â ñèñòåìå

⟨σr⟩ =
1
Z

∑
C

σr(C)e−βE(C) (5)

áóäåò ðàâåí íóëþ â ñèëó ñèììåòðèè ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî îáðàùåíèÿ âñåõ ñïèíîâ îäíîâðåìåííî. Íî
åñëè ìû áóäåì ó÷èòûâàòü òîëüêî òå ÷ëåíû â ðàçëîæåíèè (4), äëÿ êîòîðûõ ÷èñëî ñïèíîâ, íàïðèìåð,
ââåðõ áóäåò áîëüøå ÷åì ÷èñëî ñïèíîâ âíèç (ðàçëîæåíèå âáëèçè C+), òî ìû ïîëó÷èì íåíóëåâîå
âàêóóìíîå ñðåäíåå. Îáîçíà÷èâ âûðàæåíèå â ñêîáêàõ â (4) ÷åðåç Z ′, èìååì

ssp = ⟨σr0⟩+ = 1 − 2
Z ′ e

−β
P

r′( ̸=r0) I(r0−r′) − 2
Z ′

∑
r(̸=r0)

e−β
P

r′ (̸=r0,r)(I(r1−r′)+I(r2−r′)) + · · · . (6)

Ýòà âåëè÷èíà ñòðåìèòüñÿ ê åäèíèöå ïðè T → 0 è ïàäàåò ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû. Î÷åâèäíî, ýòî è
åñòü òî, ÷òî íàáëþäàåòñÿ êàê ñïîíòàííàÿ íàìàãíè÷åííîñòü.

Ìîæíî áûëî áû ðàññóæäàòü áîëåå ñòðîãî. Ââåäåì âíåøíåå îäíîðîäíîå ïîëå h, ìîäèôèöèðîâàâ
ýíåðãèþ òàê:

Eh(C) = E(C) − h
∑

r

σr(C). (7)

Ïîñëå ýòîãî ìîæíî âû÷èñëèòü çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî ñïèíà s(h) = ⟨σr⟩h îò ïîëÿ h ñ ñóììèðîâàíèåì
ïî âñåì êîíôèãóðàöèÿì ñèñòåìû. Ïðè íèçêîé òåìïåðàòóðå è h > 0 âåðîÿòíîñòü îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ
C+ â eNβh áîëåå âåðîÿòíûì, ÷åì ñîñòîÿíèå C−. Åñëè N ∼ 1023, òî ïîíÿòíî, ÷òî äàæå î÷åíü ñëàáîå
ïîëå ïðèâåäåò ê òîìó, ÷òî ÷ëåíàìè âáëèçè ñîñòîÿíèÿ C− íàäî áóäåò ïðåíåáðå÷ü. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
íà áåñêîíå÷íîé ðåøåòêå ïðè äîñòàòî÷íî íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ñðåäíèé ñïèí s(h) íå èñ÷åçàåò ïðè
h → 0:

lim
h→+0

lim
N→∞

s(h) = − lim
h→−0

lim
N→∞

s(h) = ssp ̸= 0, T < Tc. (8)

Ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ ñèììåòðèÿ äîëæíà êàê-òî âîññòàíàâëèâàòüñÿ. Íå î÷åâèäíî, ÷òî ýòî
áóäåò ïðîèñõîäèòü ïðè êîíå÷íîé (íåíóëåâîé è íåáåñêîíå÷íîé) òåìïåðàòóðå. Òåì íå ìåíåå, îäíî
ïðîñòîå êà÷åñòâåííîå ðàññóæäåíèå ìîæåò ïðîÿñíèòü ñèòóàöèþ.

Ðàññìîòðèì èçîòðîïíóþ ìîäåëü Èçèíãà ñ âçàèìîäåéñòâèåì òîëüêî áëèæàéøèõ ñîñåäåé. Áóäåì
ïðåäñòàâëÿòü ñåáå âîçáóæäåíèÿ íàä îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì C+ êàê ¾êàïëè¿ ñîñòîÿíèÿ C−, îêðóæåí-
íûå äîìåííûìè ñòåíêàìè, íà êîòîðûõ òîëüêî è ñîñåäñòâóþò ñïèíû ðàçíîãî çíàêà. Ýíåðãèÿ òàêîãî
ñîñòîÿíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ñîâîêóïíîé ïëîùàäè A (â åäèíèöàõ ad−1) âñåõ äîìåííûõ ñòåíîê:

E = 2IA.

Ïóñòü èìååòñÿ nk êàïåëü, ñîäåðæàùèõ ïî k = 1, 2, 3, . . . óçëîâ êàæäàÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàï-
ëÿ ðàçìåðà k èìååò õàðàêòåðíóþ ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè cdk

(d−1)/d ñ íåêîòîðûìè êîíñòàíòàìè cd.
Ïîýòîìó

A = cd

∑
k

k
d−1

d .
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Ïîñêîëüêó ¾âíóòðåííÿÿ¿ ýíòðîïèÿ îäíîé êàïëè ðàçìåðà k ìíîãî ìåíüøå ýíòðîïèè k êàïåëü ðàçìå-
ðà 1, ìû åé ïðåíåáðåæåì ïî ñðàâíåíèþ ñ ýíòðîïèåé ïåðåìåùåíèÿ êàïëè ïî ðåøåòêå. Òàêèì îáðàçîì,
ýíòðîïèþ ìîæíî îöåíèòü êàê

S = N log N − (N − n) log(N − n) −
∑

k

nk log nk, n =
∑

k

nk.

Òåïåðü íàéäåì ìèíèìóì ñâîáîäíîé ýíåðãèè F = E − TS:

0 =
∂F

∂nk
= 2Icdk

d−1
d − T log

N − n

nk
.

Îòñþäà ïîëó÷àåì

nk = (N − n)e−2Icdk
d−1

d /T .

Ñêëàäûâàÿ, íàõîäèì

n

N
=

∑
k e−2Icdk

d−1
d /T

1 +
∑

k e−2Icdk
d−1

d /T
.

Îêîí÷àòåëüíî, ïîëó÷àåì

nk

N
=

e−2Icdk
d−1

d /T

1 +
∑

l e
−2Icdl

d−1
d /T

.

Îòñþäà ìû ìîæåì îöåíèòü äîëþ ïåðåâåðíóòûõ ñïèíîâ:

1 − ⟨σ⟩+
2

=
N−

N
=

1
N

∑
k

knk =
∑

k ke−2Icdk
d−1

d /T

1 +
∑

k e−2Icdk
d−1

d /T
.

Ïðè d > 1 ñóììà ñõîäèòñÿ è äàåò

⟨σ⟩+ = 1 − 2e−
2Icd

T , T ≪ I.

Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ïðè T ∼ I ïðîèñõîäèò ôàçîâûé ïåðåõîä â ñèììåòðè÷íóþ ôàçó. Ïðè d =
1 ñóììà ðàñõîäèòñÿ, ÷òî ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îòñóòñòâèå â îäíîì èçìåðåíèè ôàçîâîãî
ïåðåõîäà. Ñðåäíèé ñïèí â îäíîì èçìåðåíèè âñåãäà ðàâåí íóëþ.

Äàâàéòå óòî÷íèì îöåíêó äëÿ d = 1. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ìû ìîæåì âïîëíå ñòðîãî ðàññìàòðè-
âàòü ñèñòåìó êàê ãàç äîìåííûõ ñòåíîê. Åñëè â öåïî÷êå äëèíû N èìååòñÿ n êàïåëü ïåðåâåðíóòûõ
ñïèíîâ, òî ýòî ýêâèâàëåíòíî ãàçó 2n äîìåííûõ ñòåíîê. Òîãäà ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà

F = 4In − T
(
N log N − 2n log 2n − (N − 2n) log(N − 2n)

)
.

Îòñþäà

0 =
∂F

∂n
= 4I − 2T log

N − 2n

2n
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî äîìåííûõ ñòåíîê ðàâíî

2n =
N

1 + e2I/T
,

à ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ

F = −NT log
(
1 + e−2I/T

)
.

Îáå âåëè÷èíû ìåíÿþòñÿ íåïðåðûâíî è íåò íèêàêèõ ïðèçíàêîâ ôàçîâîãî ïåðåõîäà. È äåéñòâèòåëüíî,
äàæå åñëè ìû çàêðåïèì ñïèíû ðàâíûìè +1 íà êîíöàõ öåïî÷êè, äëÿ ñïèíà âäàëè îò êîíöîâ áóäåò
ïðàêòè÷åñêè ðàâíîâåðîÿòíî îêàçàòüñÿ ïîñëå ÷åòíîé èëè ïîñëå íå÷åòíîé îò êîíöà äîìåííîé ñòåíêè.

Âåðíåìñÿ ê ñëó÷àþ d ≥ 2. Èíòóèòèâíî ïîíÿòíî, ÷òî ñïîíòàííàÿ íàìàãíè÷åííîñòü âîçíèêàåò êàê
ðåçóëüòàò âîçäåéñòâèÿ íà êàæäûé ñïèí ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî îêðóæàþùèìè åãî ñïèíàìè. Äàâàéòå
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ïîïðîáóåì ôîðìàëèçîâàòü ýòó èíòóèöèþ. Èìåííî, âîçüìåì îäèí åäèíñòâåííûé óçåë ðåøåòêè (íà-
ïðèìåð â òî÷êå 0) è ðàññìîòðèì åãî êàê ñàìîñòîÿòåëüíóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ ñèñòåìó â ñðåäíåì ïîëå

îêðóæàþùèõ åãî ñïèíîâ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè ñïèíû â ñðåäíåì èìåþò íàìàãíè÷åííîñòü ⟨σ⟩.
Òîãäà ôóíêöèîíàë ýíåðãèè âûäåëåííîãî óçëà ðàâåí

εh(σ0) = −(I⟨σ⟩ + h)σ0, I =
∑
r ̸=0

I(r).

Òàê êàê

⟨σ⟩ =
e−βεh(+1) − e−βεh(−1)

e−βεh(+1) + e−βεh(−1)
,

íàõîäèì îòñþäà óðàâíåíèå íà ⟨σ⟩:
⟨σ⟩ = th β(I⟨σ⟩ + h). (9)

Ñðàâíèâàÿ ãðàôèêè ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè ëåãêî âèäåòü, ÷òî óðàâíåíèå ñðåäíåãî ïîëÿ (9) èìååò îäíî
ðåøåíèå ïðè βI < 1 è îò îäíîãî äî òðåõ ðåøåíèé (â çàâèñèìîñòè îò âíåøíåãî ïîëÿ h) ïðè βI > 1.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé h = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè T > I èìååòñÿ îäíî ðåøåíèå ⟨σ⟩ = 0. Ïðè
T < I ýòî ðåøåíèå ñîõðàíÿåòñÿ íî âîçíèêàåò åùå äâà ðåøåíèÿ ⟨σ⟩± = ±s(T ), ïðè÷åì ôóíêöèÿ s(T )
èìååò ñëåäóþùèå àñèìïòîòèêè:

s(T ) = 1 − 2e−2I/T , T → 0; (10)

s(T ) =
√

3
Tc − T

Tc
, T → Tc = I. (11)

Îòìåòèì, ÷òî ïåðâàÿ îöåíêà ñîãëàñóåòñÿ ñ íàèâíîé ¾êàïåëüíîé¿ ìîäåëüþ. Çàïîìíèì òàêæå ïîêà-
çàòåëü 1/2 â çàâèñèìîñòè ñðåäíåé íàìàãíè÷åííîñòè îò òåìïåðàòóðû:

s(T ) ∼ (−τ)1/2, τ =
T − Tc

Tc
→ −0.

Ñðåäíÿÿ íàìàãíè÷åííîñòü ⟨σ⟩ â ìîäåëè Èçèíãà íàñòîëüêî âàæíà, ÷òî ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü
äëÿ íåå îòäåëüíóþ áóêâó

φ = ⟨σ⟩ (12)

è ñïåöèàëüíîå íàçâàíèå: ïàðàìåòð ïîðÿäêà. Ïàðàìåòðû ïîðÿäêà ñòðîÿòñÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè
äëÿ ðàçëè÷íûõ ñèñòåì. Âàæíî, ÷òîáû îíè õîðîøî ðàçëè÷àëè ðàçíûå ôàçû. Â ñëó÷àå ôàçîâûõ ïå-
ðåõîäîâ, ñâÿçàííûõ ñ èçìåíåíèåì ñèììåòðèè, ïàðàìåòðû ïîðÿäêà âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû ãðóïïà
ñèììåòðèè ñèììåòðè÷íîé ôàçû äåéñòâîâàëà áû íà íèõ íåòðèâèàëüíî, à ãðóïïà ñèììåòðèè íåñèì-
ìåòðè÷íîé ôàçû � òðèâèàëüíî. Òîãäà â ñèììåòðè÷íîé ôàçå ïàðàìåòðû ïîðÿäêà ðàâíû íóëþ, à â
íåñèììåòðè÷íîé îíè ìîãóò áûòü íåíóëåâûìè.

Íàéäåì òåïåðü òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë Φ = F +Nhφ â ïðèáëèæåíèè ñðåäíåãî ïîëÿ. Ìû
íå ìîæåì ïðîñòî âçÿòü ñòàòñóììó îäíîãî ñïèíà âî âíåøíåì ñðåäíåì ïîëå è ïðîëîãàðèôìèðîâàòü,
ïîñêîëüêó ýòî íèêàê íå ó÷èòûâàåò âçàèìîäåéñòâèÿ ñî ¾ñðåäîé¿. ×òîáû íàéòè ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ,
íàäî âîñïîëüçîâàòüñÿ î÷åâèäíûì ñîîòíîøåíèåì

φ(T, h) = − 1
N

∂F

∂h
.

Òî åñòü íàäî âçÿòü èíòåãðàë
F

N
= −

∫
dhφ(T, h).

Ñëåäîâàòåëüíî
Φ
N

=
∫

dφh(T, φ)

Èç óðàâíåíèé (9) ëåãêî íàéòè, ÷òî h(T, φ) = T arthφ − Iφ è ïîëó÷èòü

Φ
N

= −Iφ2

2
+

T

2
log(1 − φ2) + T arthφ. (13)
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Î÷åâèäíî, óðàâíåíèå (9) ïèøåòñÿ êàê

h =
1
N

∂Φ
∂φ

.

Åñëè òåïåðü çàïèñàòü ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ F (φ) = Φ−Nφh êàê ôóíêöèþ φ, çàâèñÿùóþ îò h êàê îò
ïàðàìåòðà,

f(φ) =
F (φ)
N

= −Iφ2

2
+

T

2
log(1 − φ2) + T arthφ − φh, (14)

Òî óðàâíåíèå (9) ïðèìåò âèä
∂f(φ)

∂φ
= 0.

Ðàçëîæèì òåïåðü f(φ) ïî ñòåïåíÿì φ âáëèçè íóëÿ:

f(φ) = −hφ +
I

2
τφ2 +

T

12
φ4 + O(φ6). (15)

Òàêîå ðàçëîæåíèå èìååò ñìûñë âáëèçè T = Tc, ãäå ïàðàìåòð ïîðÿäêà φ äåéñòâèòåëüíî ìàë. Çàïèøåì
ýòî ðàçëîæåíèå â âèäå

f(φ) = f0 − hφ + Aφ2 + Bφ4 + O(φ5), A = A′τ. (16)

Îáðàùåíèå ïàðàìåòðà A â íóëü ñîîòâåòñòâóåò ôàçîâîìó ïåðåõîäó ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ïîëÿõ,
òàê êàê â ýòîé òî÷êå ìåíÿåòñÿ ÷èñëî ìèíèìóìîâ ôóíêöèè f(φ).

Êîíå÷íî, êîýôôèöèåíòû A′ è B ñàìè çàâèñÿò îò òåìïåðàòóðû, íî ýòà çàâèñèìîñòü íå áóäåò
ïðèâîäèòü ê êà÷åñòâåííûì ýôôåêòàì. ×ëåí f0 äîáàâëåí äëÿ îáùíîñòè. Â ïðèáëèæåíèè ñðåäíåãî
ïîëÿ äëÿ ìîäåëè Èçèíãà îí ïîñòîÿíåí, íî â áîëåå îáùåì ñëó÷àå îí ìîæåò áûòü ôóíêöèåé òåìïåðà-
òóðû. Ðàçëîæåíèå âèäà (16) íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì Ëàíäàó. Ýòî ðàçëîæåíèå íåòðóäíî ïîëó÷èòü
íåïîñðåäñòâåííî èç ñâîéñòâ ñèììåòðèè ìîäåëè Èçèíãà. Îíî íàïðÿìóþ íå ñâÿçàíî ñ êàêîé-ëèáî
ìèêðîñêîïè÷åñêîé òåîðèåé. Âûâîä ðàçëîæåíèé òàêîãî òèïà èç ñèììåòðèéíûõ ñâîéñòâ ïåðåõîäîâ
ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå òåîðèè Ëàíäàó äëÿ ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ âòîðîãî ðîäà. Â ñëåäóþùåé ëåê-
öèè ìû óâèäèì, ÷òî òåîðèÿ Ëàíäàó, áóäó÷è ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé òåîðèåé, ñîäåðæèò íåêîòîðîå
âíóòðåííåå ïðîòèâîðå÷èå. Òåì íå ìåíåå, ïðàâèëüíîå åå ïîíèìàíèå äàåò îñíîâó äëÿ áîëåå ãëóáîêîé
ôëóêòóàöèîííîé òåîðèè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé h = 0. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè τ > 0 ôóíêöèÿ f(φ) èìååò ðîâíî îäèí ìèíèìóì
φ = 0. Ïðè τ < 0 òî÷êà φ = 0 ñòàíîâèòñÿ ìàêñèìóìîì, íî ïîÿâëÿåòñÿ äâà ìèíèìóìà

φ = ±
√

A′

2B
(−τ)1/2. (17)

Ýíòðîïèÿ íà îäèí óçåë

s = − df

dT
= −df0

dT
+

{
0, T > Tc,
A′2

2BTc
τ, T < Tc.

(18)

Ñêà÷îê ýíòðîïèè â òî÷êå ïåðåõîäà îòñóòñòâóåò. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïåðåõîä íå òðåáóåò çàòðàò òåïëà.
Òàêîé ïåðåõîä íàçûâàåòñÿ ôàçîâûì ïåðåõîäîì âòîðîãî ðîäà.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì åùå ðàç. Ìû ïîëó÷èì óäåëüíóþ òåïëîåìêîñòü

c = T
ds

dT
= c0 +

{
0, T > Tc

A′2

2BTc
, T < Tc,

c0 = −T
d2f0

dT 2
. (19)

Òàêèì îáðàçîì, òåïëîåìêîñòü èñïûòûâàåò ñêà÷îê ∆c = A′2

2BTc
.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé h ̸= 0. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ h êàðòèíà íå ñèëüíî ìåíÿåòñÿ. Ïðîñòî

êðèâûå ñëåãêà ñäâèãàþòñÿ. Âû÷èñëèì âîñïðèèì÷èâîñòü χ =
(

∂φ
∂h

)
T
â íóëåâîì ïîëå:

χ =
1

2A′|τ |
×

{
1, T > Tc,

1/2, T < Tc.
(20)
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Ìû âèäèì, ÷òî âîñïðèèì÷èâîñòü èìååò îñîáåííîñòü ïðè T = Tc, ïðè÷åì ïîêàçàòåëü ñòåïåíè îäè-
íàêîâ ïî îáå ñòîðîíû îò êðèòè÷åñêîé òî÷êè, à êîýôôèöèåíòû ðàçëè÷àþòñÿ. Ñëåäóåò ó÷èòûâàòü,
÷òî íèæå òî÷êè ïåðåõîäà âîñïðèèì÷èâîñòü ïðè íóëåâîì ïîëå, ñòðîãî ãîâîðÿ, ðàâíà áåñêîíå÷íîñòè,
à ôîðìóëà (20) äàåò âîñïðèèì÷èâîñòü ïðè ñëàáîì íåíóëåâîì ïîëå.

Íèæå òî÷êè ïåðåõîäà ñ ðîñòîì ïîëÿ îäíà èç ÿì óãëóáëÿåòñÿ, à äðóãàÿ ñòàíîâèòñÿ áîëåå ìåëêèì.
Íàêîíåö ïðè íåêîòîðîì ïîðîãîâîì ïîëå áîëåå ìåëêàÿ ÿìà è âîâñå èñ÷åçàåò. Ýòî ïîëå ïî ìîäóëþ
ðàâíî

hτ = B−1/2

(
2
3
A′(−τ)

)3/2

. (21)

Çàìåòèì, ÷òî â ïðèáëèæåíèè ñðåäíåãî ïîëÿ äëÿ ìîäåëè Èçèíãà ïðè ïðîèçâîëüíûõ òåìïåðàòóðàõ
ýòî ïîðîãîâîå ïîëå ðàâíî

hτ = Tc

(
(−τ)1/2 − (1 + τ) arth(−τ)1/2

)
, 0 ≤ τ ≤ 1. (22)

Â ÷åì ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïîëÿ hτ? Äåëî â òîì, ÷òî ïðè èçìåíåíèè çíàêà ïîëÿ íèæå êðèòè÷åñêîé
òî÷êè ñèñòåìà ñîâåðøàåò ôàçîâûé ïåðåõîä, ïðè êîòîðîì ïàðàìåòð ïîðÿäêà ìåíÿåòñÿ ñêà÷êîîáðàç-
íî. Ïðè h = 0 ñèñòåìå íàäî ïåðåéòè èç ñîñòîÿíèÿ, íàïðèìåð, ñ φ = −s(T ) â ñîñòîÿíèå ñ φ = +s(T ).
Ïðè ýòîì ñèñòåìå íàäî ïåðåéòè ÷åðåç ýíåðãåòè÷åñêèé áàðüåð ìåæäó äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè. Åñòåñòâåí-
íî, ñèñòåìà íå ïåðåõîäèò ýòîò áàðüåð ñðàçó öåëèêîì. Ñíà÷àëà ôëóêòóàöèîííûì îáðàçîì ïîÿâëÿ-
þòñÿ ìàëåíüêèå çàðîäûøè íîâîé ôàçû, ïîòîì îíè íà÷èíàþò ðàñòè, è â êîíöå êîíöîâ çàïîëíÿþò
âåñü îáúåì. Çàðîäûøè îáðàçóþòñÿ íå ñðàçó è ñèñòåìà äîâîëüíî äîëãî ìîæåò íàõîäèòüñÿ â ìå-
òàñòàáèëüíîì ñîñòîÿíèè ñ îòðèöàòåëüíûì ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà. Íî åñëè ïîëå ïðîäîëæàåò ðàñòè,
òî ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð óìåíüøàåòñÿ è ñòåïåíü óñòîé÷èâîñòè ìåòàñòàáèëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ïàäà-
åò. Ïðè h = hτ ìåòàñòàáèëüíîå ñîñòîÿíèå ñòàíîâèòñÿ àáñîëþòíî íåóñòîé÷èâûì è ñèñòåìà áûñòðî
ïåðåõîäèò â ñòàáèëüíîå ñîñòîÿíèå ¾êàê öåëîå¿, áåç îáðàçîâàíèÿ çàðîäûøåé.

Åñëè h ≫ hτ , íî ïàðàìåòð ïîðÿäêà s âñå æå äîñòàòî÷íî ìàë äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîæíî áûëî
ïðèìåíÿòü ðàçëîæåíèå Ëàíäàó, òî, î÷åâèäíî, ïàðàìåòð ïîðÿäêà íå çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû:

φ =
(

h

4B

)1/3

. (23)

Ïðèáëèæåíèå ñðåäíåãî ïîëÿ, íà êîòîðîì îñíîâàíû ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, ñîäåðæèò âíóò-
ðåííåå ëîãè÷åñêîå ïðîòèâîðå÷èå. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ìû ïûòàåìñÿ óñòàíîâèòü ýôôåêò ñïîíòàííîãî
óïîðÿäî÷åíèÿ, ñâÿçàííûé ñ êîððåëÿöèåé ñïèíîâ íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñå
âëèÿíèå ñîñåäíèõ ñïèíîâ îïèñûâàåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ñðåäíèì ïîëåì, õîòÿ ñïèíû ýòè ïîñòîÿííî
ôëóêòóèðóþò. Íî âñïîìíèì, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå ëîêàëüíî, òàê ÷òî äàëüíèå êîððåëÿöèè íà ñàìîì
äåëå ðåàëèçóþòñÿ ïîñðåäñòâîì áëèæíèõ. Ìîæíî äîâîëüíî ñòðîãî ïîêàçàòü, ÷òî òåîðèÿ ñðåäíåãî
ïîëÿ ñòàíîâèòñÿ òî÷íîé ïðè âçàèìîäåéñòâèè íà áëèæàéøèõ óçëàõ, íî íå íà êóáè÷åñêîé ðåøåòêå, à
íà ðåøåòêå Áåòå, òî åñòü íà áåñêîíå÷íîì äåðåâå, â êîòîðîì íåò çàìêíóòûõ ïåòåëü. Íà òàêîé ðåøåòêå
óçëû, ïðèíàäëåæàùèå ïåðâîé êîîðäèíàöèîííîé ñôåðå, âåäóò ñåáÿ ïî îòíîøåíèþ ê ¾öåíòðàëüíîìó¿
ñïèíó ñîâåðøåííî íåçàâèñèìî è èìèòèðóþò ñðåäíåå ïîëå.

Òåì íå ìåíåå, ïðèáëèæåíèå ñðåäíåãî ïîëÿ äàåò äîâîëüíî íåïëîõîå ñîãëàñèå ñ ýêñïåðèìåíòîì
â ïðè òåìïåðàòóðàõ íå ñëèøêîì áëèçêèõ ê Tc èëè â äîñòàòî÷íî ñèëüíûõ ïîëÿõ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
ïðèáëèæåíèå îñíîâàíî íà, â ïðèíöèïå, ïðàâèëüíîì ïîíèìàíèè ôèçè÷åñêîé ïðè÷èíû ôàçîâûõ ïåðå-
õîäîâ. Ìîæíî ëè óëó÷øèòü òåîðèþ ñðåäíåãî ïîëÿ? Äà, ìîæíî. Äëÿ ýòîãî íàäî ðàññìîòðåòü êëàñòåð
èç íåñêîëüêèõ óçëîâ â ñðåäíåì ïîëå âñåõ îñòàëüíûõ óçëîâ. Ýòà èäåÿ ðåàëèçîâàíà â ðÿäå ÷èñëåííûõ
ìåòîäîâ ðàñ÷åòà ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ, õîòÿ âûáîð ïîäõîäÿùåãî êëàñòåðà è îïèñàíèÿ ñðåäíåãî ïîëÿ,
êîòîðûå áû ñóùåñòâåííî óëó÷øèëè ñîãëàñèå ñ ýêñïåðèìåíòîì è îñòàåòñÿ äî ñèõ ïîð, â íåêîòîðîì
ðîäå, èñêóññòâîì. Òåì íå ìåíåå, ÷åì áëèæå ìû ïîäõîäèì ê òî÷êå ôàçîâîãî ïåðåõîäà, òåì áîëü-
øèõ ðàçìåðîâ íóæíî áðàòü êëàñòåð. Íåò ëè êàêîãî-íèáóäü ñóùåñòâåííî áîëåå ïðàâèëüíîãî ñïîñîáà
îïèñûâàòü ôàçîâûé ïåðåõîä âáëèçè êðèòè÷åñêîé òî÷êè?

Çàäà÷è

1. Ìîäåëü Èçèíãà ëåãêî ïåðåôîðìóëèðîâàòü êàê ìîäåëü ðåøåòî÷íîãî ãàçà. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåä-
ïîëîæèì, ïóñòü nr = 1

2 (σr + 1) = 0, 1 � ÷èñëî çàïîëíåíèÿ óçëà r ÷àñòèöåé ãàçà. Ïåðåïèøèòå
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ýíåðãèþ ìîäåëè Èçèíãà ñ âíåøíèì ïîëåì â ýòèõ ïåðåìåííûõ è íàéäèòå ñâÿçü ìåæäó òåðìîäèíà-
ìè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ìîäåëè Èçèíãà (ñâîáîäíîé ýíåðãèåé, íàìàãíè÷åííîñòüþ, ìàãíèòíûì ïîëåì,
âîñïðèèì÷èâîñòüþ, òåïëîåìêîñòÿìè) è òåðìîäèíàìè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ãàçà (äàâëåíèåì, ïëîòíî-
ñòüþ, õèìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì, ñæèìàåìîñòüþ, òåïëîåìêîñòÿìè). Çàïèøèòå ðàçëîæåíèå Ëàíäàó
â åñòåñòâåííûõ äëÿ ãàçà ïåðåìåííûõ.

2. Ìîäåëü ðåøåòî÷íîãî ãàçà, ïîëó÷åííàÿ â ïðåäûäóùåé çàäà÷å îáëàäàåò äîïîëíèòåëüíîé ñèì-
ìåòðèåé nr → 1 − nr (íàðóøàåìîé òîëüêî ñäâèãîì õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà). Â áîëåå áëèçêèõ ê
ðåàëüíîñòè ñëó÷àÿõ ýòà ñèììåòðèÿ îòñóòñòâóåò, òàê ÷òî â ðàçëîæåíèè Ëàíäàó ïîÿâëÿåòñÿ ÷ëåí Cφ3.
Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ íåïðåðûâíûé ôàçîâûé ïåðåõîä (áåç ñêà÷êà φ) âîçìîæåí â ýòîì ñëó÷àå, òîëüêî
åñëè C îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè τ = 0. Íàéäèòå, êàê âåäóò ñåáÿ ðàçëè÷íûå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû
âáëèçè êðèòè÷åñêîé òî÷êè ïåðåõîäà æèäêîñòü-ãàç.
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