
Ëåêöèÿ 3

Ìàñøòàáíàÿ è êîíôîðìíàÿ èíâàðèàíòíîñòü. Îïåðàòîðíàÿ àëãåáðà è êîíôîðìíàÿ

òåîðèÿ âîçìóùåíèé.

Ðàññìîòðèì êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ìîäåëè Èçèíãà â îáëàñòè

r0 ≪ r ≪ rc.

Â ýòîé îáëàñòè êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè íå çàâèñÿò íè îò îäíîãî èç ýòèõ ìàñøòàáîâ è ïîòîìó
îáëàäàþò ìàñøòàáíîé èíâàðèàíòíîñòüþ. Èìåííî, êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè íå ìåíÿþòñÿ ïðè ìàñ-
øòàáíîì ïðåîáðàçîâàíèè

φ(x) → λdφφ(λx), dφ =
d − 2 + η

2
. (1)

Áîëåå îáùî, ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ëîêàëüíûõ îïåðàòîðîâ â òåîðèè ïîëÿ O. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
äëÿ ëþáûõ äâóõ îïåðàòîðîâ Φ,Ψ ∈ O êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ

⟨Φ(x)Ψ(x′) . . . ⟩

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé x â îêðåñòíîñòè òî÷êè x′ çà èñêëþ÷åíèåì ñàìîé òî÷êè x′. Íà ãà-
ìèëüòîíîâîì ÿçûêå ýòî çíà÷èò, ÷òî îäíîâðåìåííûé êîììóòàòîð îïåðàòîðîâ Φ è Ψ â ðàçíûõ òî÷êàõ
ðàâåí íóëþ. Äàâàéòå ðàññìàòðèâàòü îïåðàòîðû â êàðòèíå ðàäèàëüíîãî êâàíòîâàíèÿ. Çàïèøåì

x = neτ , |n| = 1. (2)

Ñôåðó, çàìåòàåìóþ âåêòîðîì n ìû áóäåì ñ÷èòàòü ïðîñòðàíñòâîì, à ïàðàìåòð τ � ìíèìûì (ìà-
öóáàðîâñêèì) âðåìåíåì. Òàêèì îáðàçîì, áåñêîíå÷íîìó ïðîøëîìó îòâå÷àåò òî÷êà x = 0, à áåñ-
êîíå÷íîìó áóäóùåìó � áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà. Â òàêîé êàðòèíå êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ
⟨Φ(x1)Ψ(x2) . . .⟩ ñòàíîâèòñÿ âàêóóìíûì ñðåäíèì ⟨0|T (Φ(x1)Ψ(x2) . . .)|0⟩. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì
îïóñêàòü çíàê õðîíîëîãè÷åñêîãî óïîðÿäî÷åíèÿ. Ïðè ýòîì èìååòñÿ î÷åâèäíûé èçîìîðôèçì ìåæäó
ïðîñòðàíñòâîì ëîêàëüíûõ îïåðàòîðîâ O è ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé H. Äåéñòâèòåëüíî, êàæäîìó
îïåðàòîðó Φ(x) îòâå÷àåò ñîñòîÿíèå Φ(0)|0⟩, à êàæäîå ñîñòîÿíèå |X⟩ äàåò íàáîð êîððåëÿöèîííûõ
ôóíêöèé ⟨0|Φ(x1)Ψ(x2) . . . |X⟩. Ýòè ôóíêöèè ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . íåïðåðûâíû â îêðåñòíîñòè òî÷-
êè 0, ïîýòîìó ýòó êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ⟨Φ(x1)Ψ(x2) . . . X(0)⟩.

Íà ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé äåéñòâóåò ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû, êîòîðûé ìû çäåñü îáîçíà÷èì áóê-
âîé D. ßñíî, ÷òî D ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïåðàòîð ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ:

D = i
∫

dfµ xνTµ
ν , (3)

ãäå dfµ � ýëåìåíò ïëîùàäè. Äàâàéòå äèàãîíàëèçóåì îïåðàòîð D:

D|Φα⟩ = dα|Φα⟩. (4)

Ñîñòîÿíèÿì |Φα⟩ îòâå÷àþò ëîêàëüíûå îïåðàòîðû Φα(x) ñ îïðåäåëåííûìè ìàñøòàáíûìè ðàçìåð-

íîñòÿìè dα. Âàæíûé ôàêò ñîñòîèò â òîì, ÷òî êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ýòèõ îïåðàòîðîâ íå ìå-
íÿþòñÿ, åñëè îäíîâðåìåííî âî âñåõ îïåðàòîðàõ ìû ñäåëàåì çàìåíó

Φα(x) → λdαΦα(λx). (5)

×òîáû äîêàçàòü ýòî, âû÷èñëèì êîììóòàòîð [D, Φα(x)]. Ïóñòü Sx � ìàëåíüêàÿ ñôåðà âîêðóã òî÷êè x.
Òîãäà

[D, Φα(x)] = i
∫

Sx

df ′
µ x′νTµ

ν (x′)Φα(x)

= i
∫

S0

df ′
µ (xν + x′ν)Tµ

ν (x + x′)Φα(x) = ixν [Pν , Φα(x)] + dαΦα(x)

= xν∂νΦα(x) + dαΦα(x) =
dΦα(xeτ )

dτ

∣∣∣∣
τ=0

+ dαΦα(x).
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Óðàâíåíèå

[D, Φα(x)] =
dΦα(xeτ )

dτ

∣∣∣∣
τ=0

+ dαΦα(x) (6)

èãðàåò ðîëü óðàâíåíèÿ Ãàéçåíáåðãà â ðàäèàëüíîì êâàíòîâàíèè.
Î÷åâèäíî D|0⟩ = 0. Êðîìå òîãî, èç ñîîáðàæåíèé îðòîãîíàëüíîñòè èìååì ⟨0|D = 0. Ñëåäîâàòåëü-

íî,
0 = ⟨0|[D, Φα1(x1e

τ ) . . . ΦαN
(xNeτ )]|0⟩

=
d

dτ
⟨Φα1(x1e

τ ) . . . ΦαN (xNeτ )⟩ + ⟨Φα1(x1e
τ ) . . . ΦαN (xNeτ )⟩

N∑
i=1

dαi .

Èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå ïî τ , ïîëó÷àåì

⟨Φα1(x1) . . . ΦαN
(xN )⟩ = λ

PN
i=1 dαi ⟨Φα1(λx1) . . . ΦαN

(λxN )⟩, (7)

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Èç ìàñøòàáíîé èíâàðèàíòíîñòè ìãíîâåííî ñëåäóåò äâà âàæíûõ ðåçóëüòàòà. Âî-ïåðâûõ, ïî÷òè

âñå îäíîòî÷å÷íûå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè îáðàùàþòñÿ â íóëü:

⟨Φα⟩ = 0, åñëè dα ̸= 0, (8)

÷òî åñòåñòâåííî äëÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êè. Âî âñåõ ðàçóìíûõ òåîðèÿõ åäèíñòâåííûì îïåðàòîðîì íó-
ëåâîé ðàçìåðíîñòè ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûé îïåðàòîð.

Âî-âòîðûõ, ïàðíûå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè èìåþò ñòåïåííîé âèä. Â ñëó÷àå ñêàëÿðíûõ ïîëåé

⟨Φα(x)Φβ(x′)⟩ =
const

|x − x′|dα+dβ
. (9)

Â ñëó÷àå ïîëåé ñî ñïèíîì âìåñòî êîíñòàíòû ïîÿâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ åäèíè÷íîãî âåêòîðà,
íàïðàâëåííîãî âäîëü x − x′, çàâèñÿùåãî îò ñïèíîðíîé ñòðóêòóðû ïîëåé.

Â êëàññè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ ìàñøòàáíàÿ èíâàðèàíòíîñòü ýêâèâàëåíòíà òðåáîâàíèþ áåññëåäî-
âîñòè òåíçîðà íàïðÿæåíèé (òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà):

Tµ
µ = 0. (10)

Îäíàêî èç ýòîãî ðàâåíñòâà íåìåäëåííî ñëåäóåò áîëåå âûñîêàÿ èíâàðèàíòíîñòü ìîäåëè � êîíôîðì-
íàÿ èíâàðèàíòíîñòü.

Ìû ìîæåì ðàññóæäàòü èíà÷å. Êàðòèíà ðàäèàëüíîãî êâàíòîâàíèÿ ýêâèâàëåíòíà êâàíòîâàíèþ
òåîðèè íà ïðîñòðàíñòâå Sd−1 ⊗R. Òèïè÷íàÿ ìàñøòàáíî-èíâàðèàíòíàÿ òåîðèÿ, âîçíèêàþùàÿ â êîí-
òåêñòå òåîðèè êðèòè÷åñêèõ ÿâëåíèé, èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî îòðàæåíèé. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íà
ïðîñòðàíñòâå Sd−1 ⊗R òåîðèÿ äîëæíà áûòü èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî îáðàùåíèÿ âðåìåíè. Íî â
èñõîäíûõ êîîðäèíàòàõ ïðåîáðàçîâàíèå τ → −τ èìååò âèä èíâåðñèè:

x → x

|x|2
(11)

Ãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç ñäâèãîâ, ïîâîðîòîâ, ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ è èíâåðñèè íàçûâàåòñÿ êîí-
ôîðìíîé ãðóïïîé. Äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû ïðèâåäåì èíôèíèòåçèìàëüíûå ãåíåðàòîðû êîíôîðìíîé
ãðóïïû:

Ñäâèãè: iPµ = ∂µ, (12a)

Ïîâîðîòû: iMµν = xµ∂ν − xν∂µ, (12b)

Äèëàòàöèè: D = xµ∂µ, (12c)

Èíâåðòèðîâàííûå ñäâèãè: iQµ = (|x|2δµν − 2xµxν)∂ν . (12d)

Âñåãî èìååòñÿ d(d+3)
2 + 1 ãåíåðàòîðîâ. Èíâåðòèðîâàííûå ñäâèãè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîìïîçèöèþ

èíâåðñèè, ñäâèãà è ñíîâà èíâåðñèè.
Ìû áóäåì ïðèíèìàòü
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Ãèïîòåçó êîíôîðìíîé èíâàðèàíòíîñòè: âñå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè òåîðèè èíâàðèàíò-

íû îòíîñèòåëüíî êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé âìåñòå ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè

ëîêàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Íàéäåì ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëåé, ñâÿçàííûå ñ èíâåðñèåé. Îïåðàòîðû

Φ̃α(n, τ) = edατΦα(neτ )

óäîâëåòâîðÿþ îáû÷íîìó óðàâíåíèþ Ãàéçåíáåðãà:

∂Φ̃α

∂τ
= [D, Φ̃α].

Ýòî çíà÷èò, ÷òî â ýòîì îïåðàòîðå îáðàùåíèå âðåìåíè òðèâèàëüíî: Φ̃α(n, τ) → Φ̃α(n,−τ). Îòñþäà
íàõîäèì, ÷òî èíâåðñèÿ ïîëåé ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè èìååò âèä

Φα(x) → r−2dαΦα

(
x

|x|2

)
. (13)

Íî ýòî ïðàâèëî âåðíî íå äëÿ âñåõ ïîëåé. Íî â êàæäîì ïðåäñòàâëåíèè êîíôîðìíîé ãðóïïû åñòü
òàêîå ïîëå. Îíî îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîñòîÿíèå |Φα⟩ ðåàëèçóåò ïðåäñòàâëåíèå
ãðóïïû âðàùåíèé äàííîãî ñïèíà è, êðîìå òîãî,

Qµ|Φα⟩ = 0. (14)

Ýòî ñîñòîÿíèå íàçûâàåòñÿ ñîñòîÿíèåì ñòàðøåãî âåñà, à ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëå � ïðèìàðíûì èëè
ïåðâè÷íûì. Âñå îñòàëüíûå ïîëÿ êîíôîðìíîãî ñåìåéñòâà (ïîòîìêè èëè âòîðè÷íûå ïîëÿ) ïîëó÷à-
þòñÿ èç ïðèìàðíîãî äåéñòâèåì ýëåìåíòîâ àëãåáðû Pµ, Mµν íà ñîîòâåòñòâóþùåå ñîñòîÿíèå ñòàðøåãî
âåñà.

Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìåñòà èíäåêñ α áóäåò íóìåðîâàòü íå âñå ïîëÿ, à òîëüêî êîíôîðìíûå ñåìåéñòâà,
à ñèìâîë Φα áóäåò îáîçíà÷àòü ïðèìàðíîå ïîëå.

Ãèïîòåçà êîíôîðìíîé èíâàðèàíòíîñòè íàêëàäûâàåò ñèëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà âèä äâóõ- è òðåõ-
òî÷å÷íûõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé. Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì òåîðèþ, â êîòîðîé âñå ïðèìàðíûå
ïîëÿ � áåññïèíîâûå. Ïðåæäå âñåãî, ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå (13) ê êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè (9):

⟨Φα(x)Φβ(x′)⟩ = r−2dαr′−2dβ

⟨
Φα

( x

r2

)
Φβ

(
x′

r′2

)⟩
= const

r−2dαr′−2dβ((
x
r2 − x′

r′2

)2
)(dα+dβ)/2

= const
r−2dαr′−2dβ(

(x−x′)2

r2r′2

)(dα+dβ)/2

=
const (r′/r)dα−dβ

|x − x′|dα+dβ
, r = |x|, r′ = |x′|.

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ ïðàâîé ÷àñòüþ (9) òîëüêî åñëè dα = dβ . Ñëåäîâàòåëüíî,

⟨Φα(x)Φβ(x′)⟩ =

{
Gαβ

|x−x′|2dα
, dα = dβ ,

0, dα ̸= dβ

(15)

ñ íåêîòîðûìè êîíñòàíòàìè Gαβ . Òàêèì îáðàçîì, ïàðíûå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè èãðàþò ðîëü
åñòåñòâåííîé ñêîáêè íà ïðîñòðàíñòâå îïåðàòîðîâ O. Ïðåîáðàçîâàíèåì áàçèñà ìîæíî ïðèâåñòè ìàò-
ðèöó Gαβ ê åäèíè÷íîé δαβ . Çíà÷èò, ïàðíûå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ
åñòåñòâåííîé íîðìèðîâêè ïîëåé.

Âåñüìà æåñòêèå óñëîâèÿ íàêëàäûâàþòñÿ è íà âèä òðåõòî÷å÷íûõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé. Îíè
èìåþò âèä

⟨Φα(x1)Φβ(x2)Φγ(x3)⟩ =
Cαβγ

|x1 − x2|dα+dβ−dγ |x1 − x3|dα+dγ−dβ |x2 − x3|dβ+dγ−dα
(16)
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ñ íåêîòîðûìè êîíñòàíòàìè Cαβγ .
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâåäåíèÿ îïåðàòîðîâ, íàïðèìåð Φα(x′)Φβ(x). Ñ áîëüøîãî ðàññòîÿíèÿ

R ≫ |x′ − x| ýòî ïðîèçâåäåíèå äîëæíî âûãëÿäåòü êàê ëîêàëüíûé îïåðàòîð. Äîëæíî èìåòü ìåñòî
îïåðàòîðíîå ðàçëîæåíèå

Φα(x′)Φβ(x) =
∑

γ

fγ
αβ(x′, x)Φγ(x) (âñå ïîëÿ). (17)

Çäåñü fγ
αβ(x′, x) � íåêîòîðûå ÷èñëîâûå ôóíêöèè, íàçûâàåìûå ñòðóêòóðíûìè ôóíêöèÿìè. Êðîìå

òîãî, â ýòîì ìåñòå ìû ñ÷èòàëè, ÷òî èíäåêñû α, β, gamma ïðîáåãàþò âñå ïîëÿ.
Âåðíåìñÿ ê ïðèìàðíûì îïåðàòîðàì êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ñòðóêòóðíûå ôóíê-

öèè ìîãóò èìåòü òîëüêî ñòåïåííîé âèä. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

Φα(x′)Φβ(x) =
∑

γ

Cγ
αβ

|x′ − x|dα+dβ−dγ
(Φγ(x) + kγ

αβ,1(x
′µ − xµ)∂µΦγ(x) + . . . ). (18)

Âòîðîé ÷ëåí â ñêîáêàõ è äàëüíåéøèå ïîïðàâêè, îáîçíà÷åííûå òî÷êàìè, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âêëà-
äû ïîëåé-ïîòîìêîâ. Êîíñòàíòû kγ

αβ,1 è ò. ä. îïðåäåëÿþòñÿ êîíôîðìíîé ñèììåòðèåé ìîäåëè è, â

ïðèíöèïå, ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ÿâíî. Ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû Cγ
αβ îïåðàòîðíîé àëãåáðû (18)

ñâÿçàíû ñ òðåõòî÷å÷íûìè êîððåëÿöèîííûìè ôóíêöèÿìè. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè |x3 − x2| ≫ |x1 − x2|
èìååì

⟨Φα(x1)Φβ(x2)Φγ(x3)⟩ ≃
∑
γ′

Cγ′

αβ

|x1 − x2|dα+dβ−dγ′
⟨Φγ′(x2)Φγ(x3)⟩

=
∑

γ′(dγ′=dγ)

Cγ′

αβ

|x1 − x2|dα+dβ−dγ

Gγ′γ

|x2 − x3|2dγ
.

Ñðàâíèâàÿ ñ (16) íàõîäèì

Cαβγ =
∑

γ′(dγ′=dγ)

Cγ′

αβGγ′γ . (19)

Îòìåòèì, ÷òî ïîëíîå ðàçëîæåíèå (ñ ó÷åòîì ïîòîìêîâ) ïîçâîëÿåò, â ïðèíöèïå, ïîëíîñòüþ âîñïðî-
èçâåñòè âûðàæåíèå (16). Òî÷íî òàêèìè æå ðàçëîæåíèÿìè ìîæíî îïðåäåëèòü ÷åòûðåõ- è áîëåå
òî÷å÷íûå ôóíêöèè. Òàêèì îáðàçîì, íàáîð êîíôîðìíûõ ðàçìåðíîñòåé è ñïèíîâ ïðèìàðíûõ ïîëåé è
íàáîð ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò ïîëíîñòüþ îïèñûâàåò êîíôîðìíóþ òåîðèþ ïîëÿ. Ïîçæå ìû ïîêàæåì,
êàê èõ ìîæíî íàõîäèòü òî÷íî â äâóìåðíîì ñëó÷àå.

Â ìîäåëè Èçèíãà èìååòñÿ äâà ïðèìàðíûõ ïîëÿ íàèíèçøåé ðàçìåðíîñòè: ñïèí φ(x) ≡ σ(x) è
ïëîòíîñòü ýíåðãèè ε(x). Èìåþòñÿ òðè âàæíåéøèõ îïåðàòîðíûõ ðàçëîæåíèÿ:

σ(x′)σ(x) =
Gσσ

|x′ − x|2dσ
+

Cε
σσε(x)

|x′ − x|2dσ−dε
+ . . . , (20)

σ(x′)ε(x) =
Cσ

σεσ(x)
|x′ − x|dε

+ . . . , (21)

ε(x′)ε(x) =
Gεε

|x′ − x|2dε
+

Cε
εεε(x)

|x′ − x|dε
+ . . . . (22)

Çàìåòèì, ÷òî íîðìèðîâî÷íûå ìíîæèòåëè Gσσ è Gεε íå ìîãóò áûòü íàéäåíû èç êîíôîðìíîé òåî-
ðèè, à äîëæíû äèêòîâàòüñÿ ôèçè÷åñêèìè ñîîáðàæåíèÿìè. Ñîîòâåòñòâåííî, ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû
äîâîëüíî ïðîñòî îò íèõ çàâèñÿò:

Cε
σσ = GσσG−1/2

εε Cε
σσ, Cσ

σε = G1/2
εε Cσ

σε, Cε
εε = G1/2

εε Cε
εε.

È òîëüêî êîíñòàíòû Cα
βγ ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè âåëè÷èíàìè, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ èç òåîðèè

ïîëÿ.
Òåïåðü äàâàéòå âûÿñíèì, êàê ìåíÿþòñÿ ðåçóëüòàòû ïîä äåéñòâèåì âîçìóùåíèé. Ïóñòü Φ0[φ]

� ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ â êðèòè÷åñêîé òî÷êå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëíûé ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ
èìååò âèä

A[φ] = A0[φ] + A1[φ], A1[φ] = λ

∫
ddxΦpert(x),
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ãäå Φpert(x) � íåêîòîðîå ñêàëÿðíîå ïðèìàðíîå ïîëå. Êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè â âîçìóùåííîé
òåîðèè ðàâíû

⟨φ(x)φ(0)⟩ =
⟨φ(x)φ(0)e−A1[φ]⟩0

⟨e−A1[φ]⟩0
,

ãäå íîëèê îáîçíà÷àåò êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè, âû÷èñëåííûå â íåâîçìóùåííîé òåîðèè. Ðàñêëà-
äûâàÿ ýêñïîíåíòû â ðÿä, ìû ïîëó÷èì îòíîøåíèå äâóõ ðÿäîâ. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî îòíîøåíèå
ìîæíî ñâåñòè ê îäíîìó ðÿäó ñ ïîìîùüþ íåïðèâîäèìûõ ñðåäíèõ ⟨⟨· · ·⟩⟩. Äëÿ áîçîííûõ ïîëåé íåïðè-
âîäèìûå ñðåäíèå îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì

⟨Φ1 . . . ΦN ⟩ =
N∑

k=1

∑
ðàçáèåíèÿ I1, . . . , Ik

k∏
i=1

⟨⟨∏
j∈Ii

Φj

⟩⟩
. (23)

Íàïðèìåð,

⟨Φ⟩ = ⟨⟨Φ⟩⟩,
⟨Φ1Φ2⟩ = ⟨⟨Φ1Φ2⟩⟩ + ⟨⟨Φ1⟩⟩⟨⟨Φ2⟩⟩,

⟨Φ1Φ2Φ3⟩ = ⟨⟨Φ1Φ2Φ3⟩⟩ + ⟨⟨Φ1⟩⟩⟨⟨Φ2Φ3⟩⟩ + ⟨⟨Φ2⟩⟩⟨⟨Φ1Φ3⟩⟩ + ⟨⟨Φ3⟩⟩⟨⟨Φ1Φ2⟩⟩ + ⟨⟨Φ1⟩⟩⟨⟨Φ2⟩⟩⟨⟨Φ3⟩⟩.

ßñíî, ÷òî ýòè ñîîòíîøåíèÿ ðåêóððåíòíî îïðåäåëÿþò íåïðèâîäèìûå ñðåäíèå.
Èòàê, íåïðèâîäèìûé ïàðíûé êîððåëÿòîð ðàâåí

⟨⟨φ(x)φ(0)⟩⟩pert = ⟨⟨φ(x)φ(0)e−A1[φ]⟩⟩. (24)

Â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé

δ⟨⟨φ(x)φ(0)⟩⟩ ≡ ⟨⟨φ(x)φ(0)⟩⟩ − ⟨⟨φ(x)φ(0)⟩⟩0 = −λ

∫
ddx1 ⟨⟨φ(x)φ(0)Φpert(x1)⟩⟩0.

Â êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ âñå îäíîòî÷å÷íûå ôóíêöèè ðàâíû íóëþ, òàê ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè ìîæíî
çàìåíèòü íåïðèâîäèìóþ òðåõòî÷êó îáû÷íîé. Íà ïîâåäåíèå êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ìîæåò âëèÿòü
òðè îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ: 1) |x1| ≪ |x|, 2) |x1 − x| ≪ |x|, 3) |x1| ≫ |x|. Ïåðâûå äâå îáëàñòè íå
èçìåíÿò ðàçìåðíîñòè ïîëÿ φ, ïîñêîëüêó â ðàçëîæåíèè, íàïðèìåð, φ(x)Φpert(x1) âêëàä ìîãóò äàòü
òîëüêî ïîëÿ ðàçìåðíîñòè dφ. Â òðåòüåé æå îáëàñòè ìû ìîæåì ðàçëîæèòü ïðîèçâåäåíèå ïîëåé
φ(x)φ(0) â ðÿä:

φ(x)φ(0) =
∑
α

µα|x|dα−2dφΦα(0) + (ïîòîìêè).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì

δ⟨⟨φ(x)φ(0)⟩⟩ ≃ −λ|x|dpert−2dφ

∑
α(dα=dpert)

∫
|x1|≫|x|

ddx1
Gα,pert

|x1|2dpert
≃ − const

{
|x|d−dpert−2dφ , d ̸= dpert,

|x|−2dφ log |x|, d = dpert.

(25)
Åñëè dpert > d, ýòî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàëóþ ïîïðàâêó ê íåâîçìóùåííîìó êîððåëÿòîðó ∝ |x|−2dφ .
Òàêîå âîçìóùåíèå íàçûâàþò èððåëåâàíòíûì, òàê êàê îíî íå ìåíÿåò êðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ êîð-
ðåëÿöèîííûõ ôóíêöèé íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ è ìîæåò, ðàçâå ÷òî, èçìåíèòü ðàäèóñ âçàèìîäåé-
ñòâèÿ r0. Ó÷åò âûñøèõ ïîðÿäêîâ íå ìåíÿåò ýòîãî ðåçóëüòàòà.

Åñëè, íàîáîðîò, dpert < d (òàêîå âîçìóùåíèå íàçûâàþò ðåëåâàíòíûì), ïåðâàÿ ïîïðàâêà (25)
ïðåâûøàåò íóëåâîé ïîðÿäîê íà áîëüøèõ ìàñøòàáàõ è èíôðàêðàñíîå ïîâåäåíèå êîððåëÿöèîííûõ
ôóíêöèé ñóùåñòâåííî ìåíÿåòñÿ. Ïðè ýòîì ìîæåò áûòü äâà ñëó÷àÿ, êîòîðûå çà÷àñòóþ íåïðîñòî
ðàçëè÷èòü. Â ïåðâîì ñëó÷àå òåîðèÿ òåðÿåò ìàñøòàáíóþ èíâàðèàíòíîñòü, íî ïðè ýòîì íà÷èíàÿ ñ
íåêîòîðîãî ìàñøòàáà r′0 êîððåëÿòîðû ñíîâà âûõîäÿò íà ñòåïåííîé çàêîí è íà ìàñøòàáàõ r ≫ r′0
òåîðèÿ ñíîâà ñòàíîâèòñÿ êîíôîðìíîé, íî ñ äðóãèìè êðèòè÷åñêèìè èíäåêñàìè è ñòðóêòóðíûìè
êîíñòàíòàìè. ×àñòü ïîëåé ïðè ýòîì ìîæåò â èíôðàêðàñíîé îáëàñòè ïðîñòî ¾âûìåðåòü¿, åñëè èõ
êîðôóíêöèè ñëèøêîì áûñòðî ñïàäàþò ïðè r0 . r . r′0.

Â äðóãîì ñëó÷àå êîððåëÿòîðû âñåõ ïîëåé íà÷íóò çàòóõàòü ýêñïîíåíöèàëüíî è â òåîðèè ïîÿâèòñÿ
êîíå÷íàÿ êîððåëÿöèîííàÿ äëèíà rc. Ïðèìåðàìè òàêèõ âîçìóùåíèé ìîãóò áûòü âîçìóùåíèå ïëîòíî-
ñòüþ ýíåðãèè, Φpert = ε, è âîçìóùåíèå ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà, Φpert = φ. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïàðàìåòð
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λ èìååò åñòåñòâåííûé ñìûñë èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû (λ = βcτ), à âî âòîðîì � âíåøíåãî ïîëÿ
(λ = −βch).

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé d = dpert (ìàðãèíàëüíîå âîçìóùåíèå), êîãäà ëîãàðèô-
ìè÷åñêàÿ äîáàâêà ìîæåò îçíà÷àòü ëèáî ïîòåðþ êîíôîðìíîé èíâàðèàíòíîñòè, ëèáî áûòü ïåðâûì
÷ëåíîì â ïîïðàâêå ê ðàçìåðíîñòè ïîëåé. Â ïåðâîì ñëó÷àå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè íà÷èíàþò ñî-
äåðæàòü ëîãàðèôìû, èç-çà êîòîðûõ ìàñøòàáíàÿ èíâàðèàíòíîñòü íàðóøàåòñÿ íà âñåõ ìàñøòàáàõ, à
âî âòîðîì ñëó÷àå (ñëó÷àé èñòèííî ìàðãèíàëüíîãî âîçìóùåíèÿ) êîíôîðìíûå ðàçìåðíîñòè íåïðå-
ðûâíî çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà ìîäåëè λ. Ðàçëè÷èòü ýòè äâà ñëó÷àÿ ìîæíî òîëüêî ñóììèðîâàíèåì
áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà âàæíûõ ÷ëåíîâ â òåîðèè âîçìóùåíèé ñ ó÷åòîì êîíêðåòíîãî âèäà îïåðàòîðíîé
àëãåáðû.

Òåïåðü íàì ëåãêî âûðàçèòü êðèòè÷åñêèå èíäåêñû èç ïðîøëîé ëåêöèè ÷åðåç êîíôîðìíûå ðàç-
ìåðíîñòè. Ìû óæå óñòàíîâèëè, ÷òî

η = 2dφ + 2 − d, (26a)

Ïîñêîëüêó ðàçìåðíîñòü τ äîëæíà áûòü ðàâíà dτ = d − dε, à ðàçìåðíîñòü h � dh = d − dφ, ìû
íåìåäëåííî ïîëó÷àåì

ν = d−1
τ = (d − dε)−1, (26b)

µ = d−1
h = (d − dφ)−1. (26c)

β =
dφ

dτ
=

dφ

d − dε
. (26d)

δ =
dh

dφ
=

d − dφ

dφ
. (26e)

γ = −dφ − dh

dτ
=

d − 2dφ

d − dε
. (26f)

Äëÿ èíäåêñîâ, ñâÿçàííûõ ñ óäåëüíîé òåïëîåìêîñòüþ, ñîõðàíÿåòñÿ ïðåæíÿÿ àðãóìåíòàöèÿ: ïëîò-
íîñòü ñâîáîäíîé ýíåðãèè èìååò ðàçìåðíîñòü d, à òåïëîåìêîñòü åñòü åå âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî τ .
Ïîýòîìó

α = − dc

dτ
= −d − 2dτ

dτ
=

d − 2dε

d − dε
, (26g)

ε = − dc

dh
=

d − 2dε

d − dφ
. (26h)

Èòàê, ìû âûðàçèëè âñå êðèòè÷åñêèå èíäåêñû ÷åðåç äâå ìàñøòàáíûå ðàçìåðíîñòè dε è dφ. Ñîîòíî-
øåíèÿ (31) èç Ëåêöèè 2 ìãíîâåííî ïðîâåðÿþòñÿ.

Çàäà÷è

1. Äîêàçàòü, ÷òî â êëàññè÷åñêîé ìàñøòàáíî-èíâàðèàíòíîé òåîðèè ïîëÿ, ïîñòðîåííîé èç ìàñ-
øòàáíî-èíâàðèàíòíûõ ñêàëÿðíûõ ïîëåé, ñëåä òåíçîðà íàïðÿæåíèé ðàâåí íóëþ.

2. Ïîêàçàòü, ÷òî òðåõòî÷å÷íûå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè â êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ èìåþò
âèä (16).

3. Ðàññìîòðèì äâóìåðíóþ òåîðèþ ïîëÿ Ëèóâèëëÿ ñ äåéñòâèåì

S[φ] =
∫

d2x

(
1
2
(∂µφ)2 + eφ

)
.

Ýòî äåéñòâèå îáëàäàåò ìàñøòàáíîé èíâàðèàíòíîñòüþ ïî îòíîøåíèþ ê ïðåîáðàçîâàíèþ

φ(x) → φ(λx) − 2 log λ,

òî åñòü è ñàìè ïîëÿ ïðåîáðàçóþòñÿ ïîä äåéñòâèåì äèëàòàöèé. Ñëåä òåíçîðà íàïðÿæåíèé, ïîñòðîåí-
íûé ñîãëàñíî ñòàíäàðòíîìó îïðåäåëåíèþ, íå ðàâåí íóëþ äàæå íà óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ. Ïîêàæèòå,
÷òî íåêîòîðîé äîáàâêîé è ïðèìåíåíèåì óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ìîæíî ïåðåîïðåäåëèòü òåíçîð íàïðÿ-
æåíèé òàê, ÷òîáû åãî ñëåä òîæäåñòâåííî îáðàòèëñÿ â íóëü.
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