
Ëåêöèÿ 5

Òåîðåòèêî-ïîëåâàÿ ìîäåëü â ðàçìåðíîñòè d ≤ 4. Ðåíîðìãðóïïà è ϵ-ðàçëîæåíèå.

Â ïðåäûäóùèõ ëåêöèÿõ ìû ðàññìàòðèâàëè êðèòè÷åñêèå èíäåêñû è êîíôîðìíûå ðàçìåðíîñòè
àáñòðàêòíî, èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé ãèïîòåçû ïîäîáèÿ è êîíôîðìíîé èíâàðèàíòíîñòè. Òåïåðü ìû
âåðíåìñÿ ê ìîäåëè Èçèíãà è ïîïðîáóåì ñîñ÷èòàòü ìàñøòàáíûå ðàçìåðíîñòè ïîëåé φ(x) è ε(x). Ìû
óæå ïèñàëè äåéñòâèå ïîëåâîé ìîäåëè â âèäå

S[φ] =
∫

ddx

(
1
2
(∇φ)2 +

m2

2
φ2 +

g

4!
φ4

)
, (1)

Â ïðîøëûé ðàç ìû óæå ðàçáèðàëè, êàê ìîæíî âû÷èñëÿòü êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ïî òåîðèè
âîçìóùåíèé. Ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî âî ôëóêòóàöèîííîé îáëàñòè rc ≫ r0 òåîðèÿ âîçìóùåíèé
áóêâàëüíî íåïðèìåíèìà, ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíò íåëèíåéíîñòè g âåëèê.

Äàâàéòå ðàññóæäàòü òàê. Äåéñòâèå (1) ïîëó÷åíî äëÿ äîñòàòî÷íî äëèííîâîëíîâûõ ôëóêòóàöèé,
êîãäà ìû óæå ïðîñóììèðîâàëè ñòàòñóììó ïî ôëóêòóàöèÿì ïîðÿäêà ïàðàìåòðà ðåøåòêè. Îäíàêî
òåîðèÿ ïîëÿ íå çíàåò, íà êàêîì ìàñøòàáå áûëà ïðîèçâåäåíà îáðåçêà. Ïðåäïîëîæèì, îíà áûëà ïðî-
èçâåäåíà íà íåêîòîðîì ìàñøòàáå R. Åñëè ìû òåïåðü ïðîèíòåãðèðóåì ïî ïîëÿì, ìåíÿþùèìñÿ íà
ìàñøòàáàõ îò R äî êàêîãî-òî R′ > R (¾áûñòðûå ïåðåìåííûå¿ φ̃), ïîëÿ íà ìàñøòàáàõ > R′ (¾ìåä-
ëåííûå ïåðåìåííûå¿ φ′) äîëæíû îïèñûâàòüñÿ òàêîé æå òåîðèåé ïîëÿ, íî, âîçìîæíî, ñ äðóãèìè
ïàðàìåòðàìè m, g è äðóãîé íîðìèðîâêîé ïîëÿ:

φ = φ̃ + Z1/2
φ (R′, R)φ′, (2a)

m2 = Z−1
m2(R′, R)m′2, (2b)

g = Z−1
g (R′, R)g′ (2c)

Ýòî ïðåäïîëîæåíèå íàçûâàåòñÿ ãèïîòåçîé ñêåéëèíãà, à (ïîëó)ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèÿ ïàðàìåò-
ðîâ (2) � ðåíîðìãðóïïîé. ×òîáû äåéñòâîâàòü áîëåå àêêóðàòíî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëå φ̃ ñîñòîèò
èç ôóðüå-ãàðìîíèê ñ âîëíîâûìè âåêòîðàìè k, òàêèìè ÷òî R′−1 < |k| < R−1. Ñîîòâåòñòâåííî, ïîëå
φ′ ñîñòîèò èç ãàðìîíèê ñ |k| < R′−1.

Ïîäñòàâëÿÿ (2a) â äåéñòâè (1), ïîëó÷èì

S[φ] = S ′[φ′] + Scontr[φ′] + S̃[φ′, φ̃],

S ′[φ′] =
∫

ddx

(
1
2
(∇φ′)2 +

m′2

2
φ′2 +

g′

4!
φ′4

)
Scontr[φ′] =

∫
ddx

(
Zφ − 1

2
(∇φ′)2 +

m2(Zφ − Zm2)
2

φ′2 +
g(Z2

φ − Zg)
4!

φ′4

)

S̃[φ′, φ̃] =
∫

ddx

(
1
2
(∇φ̃)2 +

m2

2
φ̃2 +

g

4!
φ̃4 +

gZ
1/2
φ

6
(φ′φ̃3 + Zφφ′3φ̃) +

gZφ

4
φ′2φ̃2

)
.

(3)

Ïîñêîëüêó ìû ñîáèðàåìñÿ èíòåãðèðîâàòü òîëüêî ïî Dφ̃, ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ S ′[φ′] + Scontr[φ′]
äàþò ìíîæèòåëü, êîòîðûé ìîæíî âûíåñòè çà çíàê ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà. Â äåéñòâèè S̃[φ′, φ̃]
ïåðâûå äâà ÷ëåíà áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê íåâîçìóùåííîå äåéñòâèå, à îñòàëüíûå � êàê âîçìóùå-
íèå. Ìàëîñòü âîçìóùåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ çäåñü íå ìàëîñòüþ g, à ìàëîñòüþ îòíîøåíèÿ (R′ − R)/R.
×ëåíû âèäà φ′φ̃ îïóùåíû, òàê êàê ñîäåðæàò ïðîèçâåäåíèÿ ïàð ôóðüå-ãàðìîíèê çàâåäîìî ðàçíûõ
÷àñòîò.

Ìû áóäåì âû÷èñëÿòü ýôôåêòèâíîå äåéñòâèå S̃eff [φ′],

e−S̃eff [φ
′] =

∫
Dφ̃ e−S̃[φ′,φ̃], (4)

è ïîäáèðàòü çíà÷åíèÿ Zφ, Zm2 è Zg òàê, ÷òîáû

Scontr[φ′] + S̃eff [φ′] = 0. (5)

Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
r0 ≪ R < R′ ≪ rc. (6)
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Ïóñòü ëèíèè, îòâå÷àþùèå ïîëþ φ′, áóäóò ñïëîøíûìè, à ëèíèè, îòâå÷àþùèå ïîëþ φ̃ � ïóíêòèð-
íûìè. Äàâàéòå âû÷èñëèì ïîïðàâêè ê ÷ëåíó âòîðîãî ïîðÿäêà (ñîáñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêóþ ÷àñòü) è
ê ÷ëåíó ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà (ê ÷åòûðåõòî÷å÷íîé âåðøèííîé ÷àñòè), ñâÿçàííûå ñ èíòåãðèðîâàíèåì
ïî φ̃. ×ëåíû ïåðâîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêà âîçíèêíóòü íå ìîãóò, à ÷ëåíû ïîðÿäêà øåñòü è âûøå èð-
ðåëåâàíòíû è íàñ èíòåðåñîâàòü íå áóäóò. Êðîìå òîãî, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êâàäðàòè÷íûé ÷ëåí
m2φ̃2/2 êàê âîçìóùåíèå, à íå êàê ÷àñòü íåâîçìóùåííîãî äåéñòâèÿ. Ýòî ñèëüíî óïðîñòèò ðàçëîæåíèå
ïðè óñëîâèè (6).

Äàâàéòå ðàññìîòðèì ïîïðàâêó ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî g â ñîáñòâåííîýíåðãåòè÷åñêóþ ÷àñòü:

− Σ(1,0)(k) =
1
2

.............
...........
..
........
.....
..........

...
..........................

.............
.............

............. = −gZφ

2

∫
R′−1<|k|<R−1

ddq

(2π)d

1
q2

= −gZφ

2
Sd

(2π)d

∫ R−1

R′−1
qd−3 dq = − gZφ

2(d − 2)
Sd

(2π)d

(
1

Rd−2
− 1

R′d−2

)
. (7)

Èíòåãðàë çäåñü èìååò ñòåïåííóþ óëüòðàôèîëåòîâóþ ðàñõîäèìîñòü, òî åñòü ïðè R → 0 èíòåãðàë
ðàñòåò êàê R2−d. Ýòî çíà÷èò, ÷òî îñíîâíîé âêëàä â ýòîò èíåãðàë äàþò àòîìíûå ìàñøòàáû è ýòà
ïîïðàâêà ïðèâîäèò òîëüêî ê ñäâèãó êðèòè÷åñêîé òî÷êè Tc. Ìàòåìàòè÷åñêè ýòîò ñäâèã êîìïåíñèðó-
åòñÿ àääèòèâíîé ïåðåíîðìèðîâêîé ìàññû è íàñ èíòåðåñîâàòü íå áóäåò. Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîïðàâêó
ïåðâîãî ïîðÿäêà êàê ïî g, òàê è ïî m:

− Σ(1,1)(k) =
1
2

.............
...........
..
........
.....
..........

...
..........................

.............
.............

.............

•

=
1
2
gZφm2

∫
R′−1<|k|<R−1

ddq

(2π)d

1
q4

=
gm2Zφ

2
Sd

(2π)d

∫ R−1

R′−1
qd−5 dq =

gm2Zφ

2
Sd

(2π)d

R′4−d − R4−d

4 − d
. (8)

Ýòîò âêëàä óæå ñõîäèòñÿ óëüòðàôèîëåòîâî, íî ðàñõîäèòñÿ èíôðàêðàñíî, òî åñòü ïðè R′ → ∞.
Êîíå÷íî, ïðè ó÷åòå âñåõ ïîðÿäêîâ ïî m2 (÷òî îçíà÷àåò çàìåíó q2 íà q2+m2 â (7)) ýòà èíôðàêðàñíàÿ
ðàñõîäèìîñòü áóäåò îáðåçàíà íà ìàñøòàáàõ rc. Íî â îáëàñòè R′ ≪ rc ýòî êàê ðàç òî, ÷òî íàì íóæíî.
Ïðè d = 4 ýòà èíôðàêðàñíàÿ ðàñõîäèìîñòü � ëîãàðèôìè÷åñêàÿ è íèêàê íå çàâèñèò îò êîíêðåòíûõ
ìàñøòàáîâ:

−Σ(1,1)(k) =
gm2Zφ

16π2
log

R′

R
(d = 4),

òî åñòü êâàäðàòè÷íàÿ ïî φ′ ÷àñòü Scontr[φ′] + S̃eff [φ′] èìååò âèä

1
2

∫
d4k

(2π)k

(
(Zφ − 1)k2 + (Zφ − Zm2)m2 − gm2Zφ

16π2
log

R′

R

)
|φ′

k|2.

Óñëîâèå îáðàùåíèÿ â íóëü ýòîãî âûðàæåíèÿ èìååò âèä

Zφ − 1 = 0, (Zφ − Zm2)m2 − gm2Zφ

16π2
log

R′

R
= 0.

Ïåðâîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî g íå ïðîèñõîäèò ïåðåíîðìèðîâêè (ñêåéëèíãà) ïà-
ðàìåòðà ïîðÿäêà φ è ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ñîáñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêàÿ ÷àñòü Σ(k) â ýòîì ïðèáëèæåíèè
íå çàâèñèò îò k. Âòîðîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî

m′2 − m2 = − gm2

16π2
log

R′

R
.

Äàâàéòå ïîäåëèì ýòó âåëè÷èíó íà log R′

R :

m′2 − m2

log R′ − log R
= − gm2

16π2
.
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Óñòðåìëÿÿ R′ ê R, ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dm2

dξ
= − gm2

16π2
, ξ = log R, R ≫ rc. (9)

Ýòî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò çàâèñèìîñòü êîíñòàíòû m2 îò ìàñøòàáà. Ýòî óðàâíå-
íèå ìîæíî áûëî áû ðåøèòü, åñëè áû ìû çíàëè çàâèñèìîñòü g îò ξ. Íî ïðåæäå ðàññìîòðèì ñëó÷àé
d < 4. Äåëî â òîì, ÷òî ïðè d < 4 èç ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî èçâëå÷ü íåïîñðåäñòâåííûé
ôèçè÷åñêèé ñìûñë. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè R ∼ rc êâàäðàò ìàññû äîëæåí áûòü ïåðåéòè â r−1

c , à ïðè
R ∼ r0 åñòåñòâåííî áûëî áû îæèòäàòü, ÷òî îí áóäåò ïðîïîðöèîíàëåí τ . Ñðàâíèâàÿ ýòè äâà ïàðàìåò-
ðà, ìû ìîãëè áû ïîëó÷èòü êðèòè÷åñêèé èíäåêñ ν èëè, ýêâèâàëåíòíî, ìàñøòàáíóþ ðàçìåðíîñòü dε.

Äëÿ óäîáñòâà ïîëîæèì
d = 4 − ϵ.

Òîãäà îïÿòü Zφ = 1 è

m′2 − m2 = − Sd

(2π)d

gm2

2
(R′ϵ − Rϵ).

Òåïåðü ìû ìîæåì ñäåëàòü òî æå ñàìîå, íî õîòåëîñü áû îïÿòü äèôôåðåíöèîðîâàòü ïî áåçðàçìåðíîìó
ïàðàìåòðó ξ. Ïîëó÷àåì

dm2

dξ
= −Sdgm2

2(2π)d
Rϵ.

Íåóäîáñòâî ïðàâîé ÷àñòè ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà ÿâíî çàâèñèò îò R. Âñïîìíèì, îäíàêî, ÷òî êîí-
ñòàíòà g ðàçìåðíà è ðàçìåðíûé ìíîæèòåëü â ïðàâîé ÷àñòè êàê ðàç êîìïåíñèðóåò åå ðàçìåðíîñòü.
Îïðåäåëèì áåçðàçìåðíóþ êîíñòàíòó

g̃ = gRϵ. (10)

Ìû ïðèõîäèì ê ñîâåðøåííî òîìó æå óðàâíåíèþ ðåíîðìãðóïïû

dm2

dξ
= −Sdg̃m2

2(2π)d
, ξ = log R, R ≫ rc. (11)

Ìû âèäèì, ÷òî óðàâíåíèå ôîðìàëüíî ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì ïðè d = 4, òîëüêî âìåñòî êîíñòàíòû
g ñòîèò åå áåçðàçìåðíûé àíàëîã g̃.

Èññëåäóåì òåïåðü ïåðåíîðìèðîâêó êîíñòàíòû g. Â íóëåâîì ïîðÿäêå ÷åòûðåõ÷àñòè÷íàÿ âåðøèí-
íàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà −g. Ïåðâàÿ íåèñ÷åçàþùàÿ ïîïðàâêà äàåòñÿ âòîðûì ïîðÿäêîì ïî g è ðàâíà

Γ(2,0)(k1, k2, k3, k4) =
1
2

..................................
....

.............
.............

.............

........

.....
.........
....

...........
..

......................................
......................................

........

.....
.........
....
...........
..

.............
.............

.............
..................................

....k1 k2

k3k4

......................................................................................
.........
.........
........
..........................

......................q +
Äâå
êðîññ-

äèàãðàììû.
(12)

Ïîä q â êðóãîâîé ñòðåëêå ïîíèìàåòñÿ, ÷òî ïî ïðàâîé ïóíêòèðíîé ëèíèè òå÷åò ââåðõ èìïóëüñ
q − k1 − k2, à ïî ëåâîé � âíèç èìïóëüñ q − k3 − k4. Êðîññ-äèàãðàììû îòëè÷àþòñÿ íåòðèâèàëüíû-
ìè ïåðåñòàíîâêìè êîíå÷íûõ òî÷åê. Â öåëÿõ ïîëó÷åíèÿ ðåíîðìãðóïïîâîãî ïîòîêà íàì äîñòàòî÷íî
âû÷èñëèòü ýòó ïîïðàâêó ïðè k1 = k2 = k3 = k4 = 0. Èìååì

Γ(2,0)(0, 0, 0, 0) =
3(−g)2

2

∫
R′−1<|k|<R−1

ddq

(2π)d

1
q4

=
3(−g)2

2
Sd

(2π)d

R′ϵ − Rϵ

ϵ
.

Â ÷åòûðåõìåðíîì ïðåäåëå ϵ → 0 ìû èìååì

g′ − g = − 3g2

16π2
log

R′

R

è, ñîîòâåòñòâåííî,
dg

dξ
= − 3g2

16π2
(d = 4). (13)
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Ýòî óðàâíåíèå ëåãêî ðåøàåòñÿ:

g =
g0

1 + 3g0
16π2 log R

R0

, (14)

ãäå g0 � çíà÷åíèå êîíñòàíòû ñâÿçè â íåêîòîðîé ¾íà÷àëüíîé òî÷êå¿ R0. ×òî îçíà÷àåò ýòî ðåøåíèå?
Ìû âèäèì, ÷òî ñ ðîñòîì R êîíñòàíòà ñâÿçè óìåíüøàåòñÿ. Ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî òåîðèÿ âîçìóùå-
íèé ñòàíîâèòñÿ ïðèìåíèìîé ïðè áîëüøèõ ìàñøòàáàõ. Ñ óìåíüøåíèåì ìàñøòàáà R êîíñòàíòà ñâÿçè
ðàñòåò è ïðè íåêîòîðîì êîíå÷íîì çíà÷åíèè îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü. Ïîíÿòíî, ÷òî âáëèçè ýòî-
ãî çíà÷åíèÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé óæå íåïðèìåíèìà. Äîñòîèíñòâî ìåòîäà ðåíîðìãðóïïû ñîñòîèò â
òîì, ÷òî îí ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè â áîëüøîì äèàïàçîíå ìàñøòàáîâ. Â
÷àñòíîñòè, ïîÿâëåíèå ëîãàðèôìà â (14) è, ñëåäîâàòåëüíî, â ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (9) îçíà÷àåò ëî-
ãàðèôìè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé îò êîîðäèíàò, íàðóøàþùóþ êîíôîðìíóþ
èíâàðèàíòíîñòü â îáëàñòè r0 ≪ r ≪ rc.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé d < 4. Èìååì

dg

dξ
= − Sd

(2π)d

3g2

2
Rϵ.

Îïÿòü â ïðàâîé ÷àñòè ïîÿâëÿåòñÿ Rϵ. Ïîïðîáóåì èçáàâèòñÿ îò íåãî ïîäñòàíîâêîé g = g̃R−ϵ. Ïîëó-
÷àåì

dg̃

dξ
= ϵg̃ − Sd

(2π)d

3g̃2

2
. (15)

Èìååòñÿ âàæíî îòëè÷èå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ îò ðåøåíèÿ (14) óðàâíåíèÿ (9). Äåëî â òîì ÷òî
óðàâíåíèå îáëàäàåò óñòîé÷èâîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé

g̃ = g̃∗ ≡ 2(2π)d

3Sd
ϵ. (16)

Íà ìàëûõ ìàñøòàáàõ, åñëè g̃0 ≫ ϵ (÷òî ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ôëóêòóà-
öèîííîé îáëàñòè) ðåøåíèå äëÿ g̃ äàåòñÿ ôîðìóëîé (14) ñ çàìåíîé g, g0 íà g̃, g̃0 è 1/16π2 íà Sd/(2π)d.
Ñ ðîñòîì ìàñøòàáà g̃0 ïàäàåò è àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê g̃∗. Åñëè ýòà ñòàáèëèçàöèÿ ïðîèñõîäèò
ïðè ìàñøòàáàõ ∼ r∗ ≪ rc, ìàñøòàáíàÿ èíâàðèàíòíîñòü âûïîëíÿåòñÿ ïðè

r∗ . r ≪ rc. (17)

Äàâàéòå îöåíèì çíà÷åíèå r∗. Òàê êàê g = r−ϵ
0 ïðè R ∼ r0 ïîòðåáóåì, ÷òîáû g̃0 ∼ 1 ïðè R0 ∼ r0.

Òîãäà

g̃ ∼ (2π)d

3Sd log R
r0

ïðè R ≫ r0.

Ñòàáèëèçàöèÿ ó íåïîäâèæíîé òî÷êè ïðîèñõîäèò, êîãäà g̃ ≃ g̃∗ â ýòîé ôîðìóëå. Ïîýòîìó

log
r∗
r0

≃ 1
ϵ

è
r∗ ∼ r0e

1/ϵ. (18)

Åñëè âåëè÷èíà ϵ ìàëà, íåïîäâèæíàÿ òî÷êà áëèçêà ê íóëþ è òåîðèÿ âîçìóùåíèé, êîòîðóþ ìû
ðàçâèâàëè, âåðíà. Ïðè ϵ ∼ 1 òåîðèÿ âîçìóùåíèé äîëæíà òåðÿòü ñâîþ ïðèìåíèìîñòü. Òåì íå ìåíåå,
îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòû òåîðèè âîçìóùåíèé äàþò õîðîøèå ðåçóëüòàòû ïðè ϵ = 1 (d = 3) âïëîòü
äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ïî ϵ. Äàëåå ðÿä ïî ϵ, ïî âèäèìîìó, íà÷èíàåò ðàñõîäèòüñÿ. Ìåòîä âû÷èñëåíèÿ
êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ îñíîâàííûé íà âû÷èñëåíèè â îêðåñòíîñòè ñòàáèëüíîé òî÷êè (16) íàçûâàåòñÿ
ìåòîäîì ϵ-ðàçëîæåíèÿ.

Òåïåðü ïîäñòàâèì çíà÷åíèå ôèêñèðîâàííîé òî÷êè â óðàâíåíèå (11) äëÿ êâàäðàòà ìàññû:

dm2

dξ
= − ϵ

3
m2 ïðè r ≥ r∗.
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Îòñþäà

m2 = m2
∗

(
R

r∗

)−ϵ/3

.

Ïðîäîëæàÿ ýòî ñîîòíîøåíèå âíèç îò r∗ äî r0 è ââåðõ ïî R äî rc, ïîëó÷èì îöåíêó

m2 ∼ m2
0

(
rc

r0

)−ϵ/3

.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî m ∼ r−1
c ïðè R = rc, ïîëó÷àåì

τ ∝ m2
0 ∼ r

−ϵ/3
0 rϵ/3−2

c .

Îòñþäà ïîëó÷àåì â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî ϵ:

dτ ≡ 1
ν

= 2 − ϵ

3
, dε = d − 2 +

ϵ

3
. (19)

Îòñþäà

ν =
1
2

+
ϵ

12
, α = 2 − dν =

ϵ

6
.

Äàëåå, èç óñëîâèÿ Zφ = 1+O(ϵ2) ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî êîíôîðìíàÿ ðàçìåðíîñòü ïîëÿ φ íå ìåíÿåòñÿ
â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî ϵ, òî åñòü

dφ =
d − 2

2
= 1 − ϵ

2
, η = 0. (20)

Ïåðâûé íåèñ÷åçàþùèé âêëàä â â àíîìàëüíóþ ðàçìåðíîñòü η èìååò ïîðÿäîê ϵ2. Äàâàéòå âû÷èñëèì
åãî. Ìû õîòèì ðàçëîæèòü ñîáñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêóþ ÷àñòü â ðÿä ïî k2,

Σ(k) = Σ0 + Σ1k
2 + Σ2k

4 + . . . , (21)

è âû÷èñëèòü Σ1.
Ïîïðàâêè âòîðîãî ïîðÿäêà ïî g è äî ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî m â −Σ(k) èìåþò âèä
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Ïåðâàÿ äèàãðàììà ñîäåðæèò óëüòðàôèîëåòîâî ðàñõîäÿùóþñÿ ïåòëþ, êîòîðàÿ, êàê ìû óæå çíàåì,
êîìïåíñèðóåòñÿ ñäâèãîì òåìïåðàòóðû ïåðåõîäà èëè, íà ÿçûêå òåîðèè ïîëÿ, áåñêîíå÷íîé ïåðåíîð-
ìèðîâêîé ìàññû. Ïîýòîìó ñóììó ýòîé äèàãðàììû ñ ñîîòâåòñòâóþùåé êîíòð÷ëåííîé äèàãðàììîé
ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíîé íóëþ. Âòîðàÿ äèàãðàììà íå çàâèñèò îò k è ïîòîìó íå ìîæåò äàâàòü âêëàä
â Σ1. Òðåòüÿ äèàãðàììà ðàñõîäèòñÿ óëüòðàôèîëåòîâî, íî ñîäåðæèò çàâèñÿùóþ îò k ÷àñòü. Áîëåå
òîãî, â ðàçëîæåíèè ïî k2 äëÿ ýòîé äèàãðàììû òîëüêî âêëàä â Σ0 áåñêîíå÷åí. Âñå îñòàëüíûå âêëàäû
êîíå÷íû, íî òîëüêî âêëàä â Σ1 èìååò íóæíóþ íàì ëîãàðèôìè÷åñêóþ èíôðàêðàñíóþ ðàñõîäèìîñòü
ïðè d = 4. Ó ÷åòâåðòîé äèàãðàììû ëîãàðèôìè÷åñêè ðàñõîäÿùèéñÿ âêëàä èìååòñÿ êàê ðàç â Σ0, íî
íå â Σ1. Ïîýòîìó íàì íàäî âû÷èñëèòü èìåííî òðåòüþ äèàãðàììó.

Â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå âêëàä òðåòüåé äèàãðàììû ìîæíî çàïèñàòü êàê

Σ(2,0)(k) − Σ(2,0)(0)

= −g2Zφ

6

(∫
ddq1

(2π)d

ddq2

(2π)d

1
(k + q1)2q2

2(q1 − q2)2
−

∫
ddq1

(2π)d

ddq2

(2π)d

1
q2
1q2

2(q1 − q2)2

)
+ . . .
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Ýòè èíòåãðàëû ìîæíî áûëî áû âçÿòü ìåòîäîì Ôåéíìàíà, íî çäåñü åñòü ñëîæíîñòè ñ ãðàíèöàìè èí-
òåãðèðîâàíèÿ, ÷òî ìåøàåò, ñêàæåì, ðàçëîæèòü ðàçíîñòü ïî ñòåïåíÿì k. Ïîýòîìó óäîáíåå âû÷èñëÿòü
èíòåãðàë â ïðÿìîì ïðîñòðàíñòâå.

Àêêóðàòíûé ïåðåõîä ê ïðÿìîìó ïðîñòðàíñòâó íå ïðîñò, òàê êàê ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïðîïà-
ãàòîðîâ, îïðåäåëåííûõ â îáðàòíîì ïðîñòðàíñòâå, ïðèâîäèò ê äîâîëüíî ñëîæíûì âûðàæåíèÿì â
îáðàòíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîýòîìó äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèìåì ïðîñòî, ÷òî

⟨φ̃(x)φ̃(0)⟩ =

{
G0(x), R < |x| < R′,

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Çäåñü

G0(x) =
∫

ddk

(2π)d

eikx

q2
=

1
(d − 2)Sd|x|d−2

(d > 2). (22)

Èìååì

Σ(2,0)(k) − Σ(2,0)(0) = −g2Zφ

6

∫
ddxG3

0(x)(e−ikx − 1) =
g2Zφ

12

∫
ddx G3

0(x)(kx)2 + . . .

= k2 g2Zφ

12d

∫
R<|x|<R′

ddx G3
0(x)x2 + . . . (23)

Èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (23) ëåãêî áåðåòñÿ:

1 − Zφ = Σ(2,0)
1 =

g2Zφ

12d(d − 2)3S2
d

R′2ϵ − R2ϵ

2ϵ
.

Òàê êàê |Zφ − 1| ≪ 1 ïðè R′/R − 1 ≪ 1 èìååì Z−1
φ − 1 ≃ − log Zφ. Îòñþäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå íà

ïåðåíîðìèðîâêó ïàðàìåòðà ïîðÿäêà:

d log Zφ

dξ
= − g̃2

12d(d − 2)3S2
d

. (24)

Ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ óäîáíî èíòåðïðåòèðîâàòü òàê. Ïóñòü Zφ(R) � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå.
Òîãäà âåëè÷èíà

Zφ(R′, R) =
Zφ(R′)
Zφ(R)

(25)

â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ïàðàìåòðîì Zφ, îïðåäåëåííûì â (2a). Çíàíèå Zφ(R) ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü
ðàçìåðíîñòü ïîëÿ φ.

Ðàññìîòðèì ïàðíûå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ⟨φ(x)φ(0)⟩, ⟨φ′(x)φ′(0)⟩ íà ìàñøòàáàõ rc ≫ |x| >
R′ > R. Ïîñêîëüêó ïîëå φ̃(x) îïðåäåëåíî íà ìàñøòàáàõ R′ > r > R, èìååì

⟨φ′(x)φ̃(0)⟩ = ⟨φ̃(x)φ̃(0)⟩ = 0 ïðè |x| > R′.

Îòñþäà èìååì

⟨φ(x)φ(0)⟩ = Zφ(R′, R)⟨φ′(x)φ′(0)⟩ =
Zφ(R′)
Zφ(R)

⟨φ′(x)φ′(0)⟩.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â èíòåðâàëå r0 ≪ |x| ≪ rc åäèíñòâåííûì ìàñøòàáíûì ïàðàìåòðîì îêàçûâàåòñÿ
ïàðàìåòð îáðåçêè R, ïîýòîìó

|x|d−2⟨φ(x)φ(0)⟩ = |x′|d−2⟨φ′(x′)φ′(0)⟩, åñëè
x′

R′ =
x

R
.

Ñîâìåùàÿ ïîñëåäíèå äâå ôîðìóëû, ïîëó÷àåì

⟨φ(x′)φ(0)⟩ =
Zφ(R′)
Zφ(R)

(
|x|
|x|′

)d−2

⟨φ(x)φ(0)⟩, åñëè
|x′|
|x|

=
R′

R
.
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Ïàðàìåòð R′ � ïðîèçâîëüíûé. Ïîëîæèì |x| = R, |x′| = R′. Âåëè÷èíà R′ ïðîèçâîëüíà, ïîýòîìó x′

� ïðîèçâîëüíûé âåêòîð. Çàìåíÿÿ òåïåðü áóêâó x′ íà x, ïîëó÷àåì

⟨φ(x)φ(0)⟩ = const · Zφ(|x|)
|x|d−2

. (26)

Â îáëàñòè (17) èìååì

d log Zφ

dξ
= − g̃∗2

12d(d − 2)3S2
d

= − (2π)2d

27d(d − 2)3S4
d

ϵ2 = − ϵ2

54
+ O(ϵ3).

Ñëåäîâàòåëüíî,

Z(R) = R−ϵ2/54, r∗ . r ≪ rc. (27)

Îêîí÷àòåëüíî, ïîëó÷àåì

η =
ϵ2

54
, dφ = 1 − ϵ

2
+

ϵ2

108
. (28)

Çàäà÷è

1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñ n-êîìïîíåíòíûì ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà φ:

S[φ] =
∫

ddx

(
1
2
(∇φ)2 +

m2

2
φ2 +

g

8
(φ2)2

)
.

Ïîñòðîèòü óðàâíåíèÿ ðåíîðìãðóïïû äëÿ ýòîé ñèñòåìû, íàéòè çíà÷åíèå g̃∗ è âû÷èñëèòü â ïåðâîì
ïîðÿäêå ïî ϵ ðàçìåðíîñòü ïîëÿ ε = φ2 è âî âòîðîì ïîðÿäêå ïî ϵ ðàçìåðíîñòü ïîëÿ φ.
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