
Ëåêöèÿ 6

Äâóìåðíàÿ ìîäåëü Èçèíãà. Äóàëüíîñòü. Òðàíñôåð-ìàòðèöà.

Ñåé÷àñ ìû íà÷íåì ðàçáèðàòü âàæíûé ïðèìåð òî÷íî ðåøàåìîé ìîäåëè � äâóìåðíóþ ìîäåëü
Èçèíãà ñî âçàèìîäåéñòâèåì òîëüêî áëèæàéøèõ ñîñåäåé â íóëåâîì âíåøíåì ïîëå. Íî ïðåæäå âñåãî
ðàññìîòðèì åùå áîëåå ïðîñòóþ çàäà÷ó � îäíîìåðíóþ ìîäåëü Èçèíãà. Ðàññìîòðèì öåïî÷êó èç N
óçëîâ. Ýíåðãèÿ êîíôèãóðàöèè C = {σi}N

i=1 ðàâíà

E(C) = −
N∑

i=1

(Iσiσi+1 + hσi). (1)

Çäåñü ìû ñ÷èòàåì, ÷òî σN+1 = σ1, òî åñòü ïðåäïîëàãàåì öèêëè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Çàïèøåì
ñòàòñóììó â âèäå

Z =
∑
C

e−βE(C) =
∑

σ1...σN

N∏
i=1

eβIσiσi+1+
βh
2 (σi+σi+1).

Ïðåäñòàâèì ýêñïîíåíòó ïîä çíàêîì ïðîèçâåäåíèÿ â âèäå ìàòðèöû

T = (T σ′

σ )σ,σ′=±, T σ′

σ = eβIσ′σ+ βh
2 (σ′+σ). (2)

Òîãäà
Z = trTN (3)

Ìàòðèöà T íàçûâàåòñÿ òðàíñôåð-ìàòðèöåé (èëè ìàòðèöåé ïåðåíîñà). Îíà èãðàåò îãðîìíóþ ðîëü
íå òîëüêî â òåîðèè òî÷íî ðåøàåìûõ ìîäåëåé íî è â ïðèáëèæåííûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäàõ. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî òðàíñôåð-ìàòðèöó ìîæíî äèàãîíàëèçîâàòü:

T = UΛU−1, Λ =
(

Λ1 0
0 Λ2

)
, Λ1 ≥ Λ2.

Òîãäà, î÷åâèäíî,
Z = ΛN

1 + ΛN
2 ,

è ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì N ïåðâûé ÷ëåí ñòàíîâèòñÿ ìíîãî áîëüøå âòîðîãî, åñëè Λ1 > Λ2, è îáà
÷ëåíà ðàâíû, åñëè Λ1 = Λ2. Ñëåäîâàòåëüíî

F ≃ −NT log Λ1, N ≫ 1.

Çíà÷èò, çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å äèàãîíàëèçàöèè íåêîòîðîé ìàò-
ðèöû. Â ýòîì ñìûñëå çàäà÷à ïîõîæà íà äâóõóðîâíåâóþ çàäà÷ó êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Àíàëîãèÿ ñ
êâàíòîâîé ìåõàíèêîé ñòàíîâèòñÿ åùå áîëåå î÷åâèäíîé, åñëè çàìåòèòü, ÷òî ìàòðèöó T ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê îïåðàòîð ýâîëþöèè íà åäèíè÷íîå âðåìÿ â äâóìåðíîì êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå.
Çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ñðåäíåãî ïî îñíîâíîìó ñî-
ñòîÿíèþ:

⟨σmσm+n⟩ =
tr(TN−n−mσzTnσzTm)

tr TN
≃ ⟨Λ1|TN−n−mσzTnσzTm|Λ1⟩

⟨Λ1|TN |Λ1⟩
, m,N − n − m ≫ 1. (4)

Çäåñü σz =
(

1 0
0 −1

)
� òðåòüÿ ìàòðèöà Ïàóëè, à |Λi⟩ � ñîáñòâåííûå âåêòîðû òðàíñôåð-ìàòðèöû ñ

ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè Λi.
Äèàãîíàëèçóåì òðàíñôåð-ìàòðèöó ÿâíî. Èìååì

T =
(

a c
c b

)
, a = eβ(I+h), b = eβ(I−h), c = e−βI .

Äèàãîíàëèçóÿ, ïîëó÷àåì

Λ1,2 = eβI

(
1 ±

√
sh2 βh + e−4βI

)
.
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Ìû âèäèì, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íå èìåþò îñîáåííîñòåé íè ïðè êàêèõ êîíå÷íûõ I è h è,
êàê è ñëåäóåò â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû, äâà ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèÿ íèãäå íå ñîâïàäàþò. Ýòî ïîäòâåðæäàåò âûâîä îá îòñóòñòâèè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ â îäíîìåðíîé
ñèñòåìå.

×åìó ìû íàó÷èëèñü íà ýòîé ïðîñòîé ìîäåëè? Ìû âûÿñíèëè, ÷òî çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ ñòàòñóì-
ìû ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å äèàãîíàëèçàöèè íåêîòîðîãî îïåðàòîðà. Âîîáùå, d-ìåðíàÿ ðåøåòî÷íàÿ
ìîäåëü ¾êëàññè÷åñêîé¿ ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè ñ äîñòàòî÷íî ëîêàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì ýêâè-
âàëåíòíî (d − 1)-ìåðíîé ðåøåòî÷íîé ìîäåëè êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ÿñíî, ÷òî
îòñóòñòâèå ôàçîâîãî ïåðåõîäà â îäíîìåðíîé ìîäåëè ýêâèâàëåíòíî èçâåñòíîé òåîðåìå î íåâûðîæ-
äåííîñòè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå. Ôàçîâûé ïåðåõîä â ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå,
òàêèì îáðàçîì, ñâÿçàí ñ èçâåñòíûì â òåîðèè ïîëÿ ÿâëåíèåì ñïîíòàííîãî íàðóøåíèÿ ñèììåòðèè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äâóìåðíóþ ìîäåëü Èçèíãà íà êâàäðàòíîé ðåøåòêå L ñî âçàèìîäåéñòâèåì
áëèæàéøèõ ñîñåäåé â íóëåâîì âíåøíåì ïîëå:

E(C) = −
M∑
i=1

N∑
j=1

(Iσijσi+1,j + Jσijσi,j+1). (5)

Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü öèêëè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Äëÿ óäîáñòâà ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü
îáîçíà÷åíèÿ

K = βI, L = βJ. (6)

Ðàññìîòðèì äóàëüíóþ ðåøåòêó L′ ê ðåøåòêå L â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Â öåíòð êàæäîé ãðàíè
ðåøåòêè L ïîìåùàåì óçåë ðåøåòêè L′, à êàæäîå ðåáðî ðåøåòêè L áóäåò ïåðåñåêàòüñÿ ñ ðåáðîì
ðåøåòêè L′, ñîåäèíÿþùèì ñîñåäíèå âåðøèíû. Äëÿ êâàäðàòíîé ðåøåòêè L äóàëüíàÿ ðåøåòêà � ýòî
ðåøåòêà ñ óçëàìè â òî÷êàõ r∗ = (i + 1

2 , j + 1
2 ) è ðåáðàìè, ïåðïåíäèêóëÿðíûìè ðåáðàì ðåøåòêè L.

Êàæäîé êîíôèãóðàöèè C ñïèíîâ íà ðåøåòêå L ñîïîñòàâèì íåêîòîðûé ãðàô íà äóàëüíîé ðåøåò-
êå ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðîâåäåì íà äóàëüíîé ðåøåòêå ëèíèè ïî òåì ðåáðàì, êîòîðûå ðàçäåëÿþò
óçëû èñõîäíîé ðåøåòêè ñ ðàçíûìè ñïèíàìè. Ïîíÿòíî, ÷òî ïîëó÷åííûé ãðàô áóäåò ãðàôîì äîìåí-
íûõ ñòåíîê. Ïóñòü â ãðàôå P èìååòñÿ r(P ) ãîðèçîíòàëüíûõ ëèíèé è s(P ) âåðòèêàëüíûõ. Çàïèøåì
ñòàòñóììó ÷åðåç ñóììó ïî òàêèì ãðàôàì:

Z(K,L) = 2eMN(K+L)
∑
P

e−2Ks(P )−2Lr(P ). (7)

Êîýôôèöèåíò 2 âîçíèê îòòîãî, ÷òî êàæäîìó ãðàôó îòâå÷àåò äâå âûðîæäåííûå êîíôèãóðàöèè ñïè-
íîâ, îòëè÷àþùèåñÿ çíàêîì. Ýòî óæå çíàêîìîå íàì íèçêîòåìïåðàòóðíîå ðàçëîæåíèå.

Òåïåðü ïîïðîáóåì ïîñòðîèòü âûñîêîòåìïåðàòóðíîå ðàçëîæåíèå. Ïðåæäå âñåãî, îòìåòèì, ÷òî

eKσσ′
= chK + σσ′ sh K, eLσσ′

= chL + σσ′ sh L, σ, σ′ = ±1.

Ñëåäîâàòåëüíî,

Z(K,L) = (chK chL)MN
∑
C

∏
i,j

(1 + vσijσi+1,j)(1 + wσijσi,j+1), v = thK, w = thL. (8)

Ðàñêðîåì òåïåðü âñå ñêîáêè â ïðîèçâåäåíèÿõ. Ïðîèçâåäåíèå ðàñïàäåòñÿ â ñóììó 22MN ñëàãàåìûõ,
êîòîðûå ìîæíî âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâèòü ñ ãðàôàìè íà èñõîäíîé ðåøåòêå L. Êàæäîìó ÷ëå-
íó vσijσi+1,j (wσijσi,j+1) ñîïîñòàâëÿåì ãîðèçîíòàëüíóþ (âåðòèêàëüíóþ) ëèíèþ. Ïóñòü èìååòñÿ r
ãîðèçîíòàëüíûõ è s âåðòèêàëüíûõ ëèíèé. Òîãäà ÷ëåí ñóììû èìååò âèä

vrws
∏

ëèíèè (ij)−(i′j′)

σijσi′j′ .

Òåïåðü ïðîñóììèðóåì ïî êîíôèãóðàöèÿì ñïèíîâ C. Ïîñëå ýòîãî âûæèâóò òîëüêî òå ñëàãàåìûå, êî-
òîðûå ñîäåðæàò òîëüêî ÷åòíûå ñòåïåíè êàæäîé ïåðåìåííîé σij . Ýòî çíà÷èò, ÷òî â êàæäîé âåðøèíå
äîëæíî âñòðå÷àòüñÿ íóëü, äâå èëè ÷åòûðå ëèíèè. Ýòè ãðàôû â òî÷íîñòè ñîâïàäàþò ñ ãðàôàìè P ,
íî òîëüêî ñòðîÿòñÿ îíè íà ðåøåòêå L, à íå L′. Ïîýòîìó ñòàòñóììà ðàâíà

Z(K,L) = (2 ch K chL)MN
∑
P

vr(P )ws(P ). (9)
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Ýòî ðàçëîæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûñîêîòåìïåðàòóðíîå ðàçëîæåíèå, òàê êàê v, w → 0 ïðè K,L →
∞, òî åñòü ïðè T → ∞. Òåïåðü çàïèøåì ïåðåìåííûå v, w â âèäå ýêñïîíåíò:

v = e−2L∗
, w = e−2K∗

,

òî åñòü
thK = e−2L∗

, thL = e−2K∗
(10)

èëè áîëåå ñèììåòðè÷íî
sh 2K sh 2L∗ = 1, sh 2L sh 2K∗ = 1. (10a)

Òîãäà ôîðìàëüíî ñóììû â âûðàæåíèÿõ (7) è (9) íå îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà. Ñëåäîâàòåëüíî,

Z(K,L) = 2(sh 2K sh 2L)MN/2Z(K∗, L∗). (11)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ñâÿçûâàåò ñòàòñóììû â íèçêîòåìïåðàòóðíîé è âûñîêîòåìïåðàòóðíîé îáëàñòè.
Èìååòñÿ ñàìîäóàëüíàÿ ëèíèÿ, ãäå K = K∗, L = L∗, êîòîðàÿ äàåòñÿ óðàâíåíèåì

sh 2K sh 2L = 1. (12)

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà èçîòðîïíûé ñëó÷àé I = J . Ñàìîäóàëüíàÿ òî÷êà K = Kc â ýòîì ñëó÷àå îïðå-
äåëÿåòñÿ óñëîâèåì

sh 2Kc = 1, Kc ≃= 0.44069.

Åé ñîîòâåòñòâóåò òåìïåðàòóðà

Tc =
I

Kc
≃ 2.26919I.

Óñëîâèå äóàëüíîñòè îòîáðàæàåò ëþáóþ òî÷êó T < Tc â òî÷êó T ∗ > Tc. Ïîýòîìó, åñëè â ñèñòåìå
èìååòñÿ òîëüêî îäèí ôàçîâûé ïåðåõîä (ýòî ïðåäïîëîæåíèå îïðàâäàåòñÿ), òî åãî òåìïåðàòóðà ðàâ-
íà Tc. Çàìåòèì, ÷òî òî÷íàÿ êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà çàìåòíî íèæå çíà÷åíèÿ 4I, ïðåäñêàçûâàåìîãî
òåîðèåé ñðåäíåãî ïîëÿ.

Â îáùåì ñëó÷àå äîëæíà èìåòüñÿ ëèíèÿ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê. Åñëè K > L, òî è K∗ > L∗. Ïîýòîìó
åñëè èìååòñÿ ëèíèÿ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, íà÷èíàþùàÿñÿ â òî÷êå K = L = Kc è èäóùàÿ â îáëàñòü
K > L, ñêàæåì íàä ñàìîäóàëüíîé êðèâîé, òî è äóàëüíàÿ åé ëèíèÿ áóäåò íàõîäèòñÿ â îáëàñòè
K > L ïîä ñàìîäóàëüíîé êðèâîé. Ïîýòîìó åñëè èìååòñÿ òîëüêî îäíà ëèíèÿ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, òî
îíà äîëæíà ñîâïàäàòü ñ ñàìîäóàëüíîé êðèâîé (12). Ñëåäîâàòåëüíî, êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà ïðè
îáùèõ çíà÷åíèÿõ I è J äàåòñÿ óñëîâèåì

sh
2I

Tc
sh

2J

Tc
= 1. (13)

Ïîïðîáóåì ðàçîáðàòüñÿ â ÿâëåíèè äóàëüíîñòè íåñêîëüêî ãëóáæå. Ïóñòü n � ÷åòíîå ÷èñëî, à
r∗

1, . . . , r
∗
n � íàáîð òî÷åê íà äóàëüíîé ðåøåòêå L′. Ñîåäèíèì ýòè òî÷êè ïîïàðíî ëèíèÿìè ïî ðåáðàì

äóàëüíîé ðåøåòêè. Îáîçíà÷èì ïîëó÷èâøèéñÿ ãðàô íà L′ ÷åðåç M. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ðåáåð
ðåøåòêè L, ïåðåñåêàþùèå ýòè ëèíèè, ÷åðåç M′. Ïóñòü

E(M|C) = −
∑
i,j

(Iijσijσi+1,j + Jijσijσi,j+1) ,

Iij =

{
I, < (i, j), (i + 1, j) ≯∈ M′,

−I, < (i, j), (i + 1, j) >∈ M′,
Jij =

{
J, < (i, j), (i, j + 1) ≯∈ M′,

−J, < (i, j), (i, j + 1) >∈ M′.

Òî åñòü íà ëèíèÿõ M êîíñòàíòà ñâÿçè ìåíÿåò çíàê. Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ñòàòñóììà, ñâÿçàííàÿ ñ
ýòèì ôóíêöèîíàëîì ýíåðãèè, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé òîëüêî òî÷åê r∗

1, . . . , r
∗
n, à íå âñåãî ãðàôà M:

Z(K,L; r∗
1, . . . , r

∗
n) =

∑
C

e−βE(M|C). (14)

Äåéñòâèòåëüíî, èçìåíÿòü ãðàô M ìîæíî äîáàâëåíèåì åäèíè÷íûõ êâàäðàòèêîâ âîêðóã óçëîâ. Äâå
ëèíèè ïî îäíîìó ðåáðó ïðè ýòîì áóäóò àííèãèëèðîâàòü äðóã äðóãà. Íàéäåì âêëàä åäèíè÷íîãî
êâàäðàòèêà â ýíåðãèþ. Îí ðàâåí

Iσij(σi+1,j + σi−1,j) + Jσij(σi,j+1 + σi,j−1),
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÷òî îòëè÷àåòñÿ çíàêîì îò âêëàäà óçëà, íå îêðóæåííîãî êâàäðàòèêîì. Èçìåíèì òåïåðü çíàê ñïèíà
â öåíòðå êâàäðàòèêà: σij → −σij . Âêëàä â ýíåðãèþ èçìåíèò çíàê. Òàêèì îáðàçîì ñòàòñóììà, ñîäåð-
æàùàÿ ñóììèðîâàíèå ïî σij = ±1, ñîâïàäàåò ñî ñòàòñóììîé áåç êâàäðàòèêà. Îïðåäåëèì ñðåäíåå

⟨µ(r∗
1) . . . µ(r∗

n)⟩K,L =
Z(K,L; r∗

1, . . . , r
∗
n)

Z(K,L)
. (15)

Ìîæíî äîêàçàòü ÷òî, ÷òî

⟨µ(r∗
1) . . . µ(r∗

n)⟩K,L = ⟨σ(r∗
1) . . . σ(r∗

n)⟩′K∗,L∗ . (16)

Ïðè ýòîì ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ìîäåëü Èçèíãà â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî âûðàæåíèÿ æèâåò íà äóàëüíîé
ðåøåòêå, ÷òî ïîä÷åðêíóòî øòðèõîì ó ïðàâîé óãëîâîé ñêîáêè.

Ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà îñòàâèì íà äîì (Çàäà÷à 2), à çäåñü ïðèâåäåì ëèøü ïðîñòîé
ïðèìåð, êîãäà n = 2 è r∗

1 è r∗
2 � ñîñåäíèå óçëû, íàïðèìåð, â îäíîé ñòðîêå äóàëüíîé ðåøåòêè.

Î÷åâèäíî, ÷òî íà ðåáðàõ ãðàôà M âåëè÷èíû v, w â ñòàòñóììå, çàïèñàííîé â âèäå (8), ìåíÿþò çíàê.
Â íàøåì ïðîñòîì ïðèìåðå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìåíÿþò çíàê âñå ñëàãàåìûå äëÿ ãðàôîâ P â âûðàæåíèè
(9), ñîäåðæàùèõ ðåáðî èñõîäíîé ðåøåòêè L, ïåðïåíäèêóëÿðíîå ðåáðó < r∗

1, r
∗
2 > äóàëüíîé ðåøåòêè.

Íî ýòî ðåáðî ðåøåòêè L â èíòåðïðåòàöèè ñòàòñóììû â âèäå (7) ÿâëÿåòñÿ êàê ðàç äîìåííîé ñòåíêîé,
ðàçäåëÿþùåé ñïèíû ðàçíûõ çíàêîâ. Òàêèì îáðàçîì çíàê ¾ìèíóñ¿ ïðèïèñûâàåòñÿ êàê ðàç ÷ëåíàì,
äëÿ êîòîðûõ çíàêè ïåðåìåííûõ σr∗

1
è σr∗

2
â ðàçëè÷íû. Íî ýòî è åñòü ÷èñëèòåëü ñðåäíåãî ⟨σr∗

1
σr∗

2
⟩′.

Âûðàæåíèå (15) ìîæíî îáîáùèòü. Äàâàéòå îïðåäåëèì

⟨σ(r1) . . . σ(rm)µ(r∗
1) . . . µ(r∗

n)⟩K,L =
1

Z(K,L)

∑
C

σ(r1) . . . σ(rm)e−βE(M|C). (17)

Ýòî îáîçíà÷åíèå íå ñîâñåì ïîñëåäîâàòåëüíî. Äåëî â òîì, ÷òî òàêèå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè çà-

âèñÿò îò M, íî ìåíÿþòñÿ, òîëüêî åñëè ëèíèè, ñîåäèíÿþùèå òî÷êè r∗
i , ïåðåñåêàþò êàêóþ-ëèáî

èç òî÷åê rj . Òåì íå ìåíåå, ïðè òàêîì ïåðåñå÷åíèè êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ïðîñòî ìåíÿåò çíàê.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ (17) êàê êîððåëÿöèîííóþ
ôóíêöèþ ïåðåìåííûõ ïîðÿäêà σ(r) è ïåðåìåííûõ áåñïîðÿäêà µ(r∗), êîòîðûå íå âçàèìíî-ëîêàëüíû
äðóã ñ äðóãîì. Â îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êè ýòî äîëæíî îçíà÷àòü, ÷òî èìååòñÿ äâà íàáîðà
ïîëåé σ(xi) è µ(yj), ïðè÷åì êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ èìååò ðàçðåçû, òàê ÷òî îíà ìåíÿåò çíàê ïðè
îáõîäå xi âîêðóã yj ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó.

Äàâàéòå ñôîðìóëèðóåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íà îïåðàòîðíîì ÿçûêå, ïîäîáíî òîìó, êàê ìû
ýòî ñäåëàëè â ñëó÷àå îäíîìåðíîé öåïî÷êè Èçèíãà. Ðàññìîòðèì îäèí ñòîëáåö âåðòèêàëüíûõ è îäèí
ñòîëáåö ðåøåòêè, ñîñòîÿùèé èç N âåðòèêàëüíûé è N ãîðèçîíòàëüíûõ ðåáåð ñ öèêëè÷åñêèì ãðà-
íè÷íûì óñëîâèåì ïî âåðòèêàëè:

T
σ′
1σ′

2...σ′
N

σ1σ2...σN =

σN

σ1

σ2

σ3

σN

σ′
1

σ′
2

σ′
3

σ′
N

=
N∏

j=1

eKσjσ′
j+Lσjσj+1 . (18)

Ñîâîêóïíîñòü ÷èñåë T
σ′
1...σ′

N
σ1...σN áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ìàòðèöó T ðàçìåðíîñòè 2N×2N èëè îïåðàòîð

â ïðîñòðàíñòâå
Hqu = V1 ⊗ . . . ⊗ VN , ãäå Vi ≃ C2.

Êàê è â ñëó÷àå îäíîìåðíîé öåïî÷êè Èçèíãà, èìååì äëÿ ñòàòñóììû

Z(K,L) = TrHqu
TM . (19)

Åñëè òðàíñôåð-ìàòðèöó ìîæíî äèàãîíàëèçîâàòü,

T = U diag(Λ1, Λ2, . . . , Λ2N )U−1, Λ1 ≥ Λ2 ≥ · · · ≥ Λ2N ,
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âû÷èñëåíèå ñòàòñóììû â ïðåäåëå M → ∞ ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ íàèáîëüøåãî ñîáñòâåííîãî çíà-
÷åíèÿ Λ1:

Z(K,L) ≃ n1ΛM
1 ,

ãäå n1 � ñòåïåíü âûðîæäåíèÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ Λ1.
Çäåñü åñòü íåêîòîðàÿ òîíêîñòü. Íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòà ôîðìóëà âåðíà â ïðåäåëå M,N → ∞,

M/N = const . Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò îöåíèòü ðàñùåïëåíèå ñàìûõ áîëüøèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.
Îïðåäåëèì äâà íàáîðà îïåðàòîðîâ:

σj = σz
i = 1 ⊗ · · · ⊗ 1︸ ︷︷ ︸

j−1

⊗ σz ⊗ 1 ⊗ · · · ⊗ 1︸ ︷︷ ︸
N−j

, (20)

µj∗ =
j∗−1/2∏

k=1

σx
k = σx ⊗ · · · ⊗ σx︸ ︷︷ ︸

j∗−1/2

⊗ 1 ⊗ · · · ⊗ 1︸ ︷︷ ︸
N−j∗+1/2

. (21)

Çäåñü σx =
(

0 1
1 0

)
� ïåðâàÿ ìàòðèöà Ïàóëè. Îïåðàòîð σj ïîä çíàêîì ñëåäà ñïðàâà îò ié òðàíñôåð-

ìàòðèöû âñòàâëÿåò ïåðåìåííóþ σ(r) â òî÷êó r = (i, j). Îïåðàòîð µj∗ â òîé æå ïîçèöèè âñòàâëÿåò
ïðîèçâåäåíèå µ(r0)µ(r) ñ r0 = (i − 1/2, 1/2), r = (i − 1/2, j∗) è ëèíèåé ïî ïðÿìîé ìåæäó íèìè. Òî
åñòü îïåðàòîðû σj è µj∗ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îïåðàòîðû ïîðÿäêà è áåñïîðÿäêà ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàññìîòðèì êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýòèìè îïåðàòîðàìè. Èç êîììóòàöèîííûõ ñî-
îòíîøåíèé äëÿ ìàòðèö Ïàóëè ñëåäóåò, ÷òî

σiσj = σjσi, µi∗µj∗ = µj∗µi∗ , σiµj∗ = sign(i − j∗)µj∗σi. (22)

Ââåäåì îïåðàòîðû
ψ1

j = σjµj−1/2, ψ2
j = −iσjµj+1/2. (23)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòè îïåðàòîðû óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì ôåðìèîííîé àëãåáðû (àëãåáðû
Êëèôôîðäà:

ψα
i ψβ

j + ψβ
j ψα

j = 2δαβδij . (24)

Óäîáíåå ïîëüçîâàòüñÿ ïåðåìåííûìè

aj =
1
2
(ψ1

j − iψ2
j ), a+

j =
1
2
(ψ1

j + iψ2
j ) (25)

ñ ïðèâû÷íûìè àíòèêîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè

[ai, aj ]+ = [a+
i , a+

j ]+ = 0, [ai, a
+
j ]+ = 1.

Â ñëåäóþùåé ëåêöèè ìû âîñïîëüçóåìñÿ ýòèìè ôåðìèîííûìè îïåðàòîðàìè, ÷òîáû äèàãîíàëèçîâàòü
òðàíñôåð-ìàòðèöó ìîäåëè Èçèíãà.

Çàäà÷è

1. Íàéòè êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ (4) â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå (n,N → ∞) îäíîìåðíîé
ìîäåëè Èçèíãà. Íàéòè çàâèñèìîñòü êîððåëÿöèîííîé äëèíû îò òåìïåðàòóðû è âíåøíåãî ïîëÿ.

2. Äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå (16).
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