
Ëåêöèÿ 7

Äâóìåðíàÿ ìîäåëü Èçèíãà. Òî÷íîå ðåøåíèå.

Âåðíåìñÿ ê òðàíñôåð-ìàòðèöå ìîäåëè Èçèíãà:

T σ⃗′

σ⃗ ≡ T
σ′
1σ′

2...σ′
N

σ1σ2...σN =
N∏

j=1

eKσjσ′
j+Lσjσj+1 . (1)

Ýòó òðàíñôåð-ìàòðèöó åñòåñòâåííî ðàçáèòü â ïðîèçâåäåíèå äâóõ îïåðàòîðîâ:

T = T0T1, (T0)σ⃗′

σ⃗ =
N∏

i=1

eKσiσ
′
i , (T1)σ⃗′

σ⃗ =
N∏

i=1

eLσiσi+1 . (2)

Çàïèøåì ýòè îïåðàòîðû â âèäå ýêñïîíåíò îò ìàòðèö Ïàóëè. Äëÿ T1 ýòî ñäåëàòü ëåãêî:

T1 = eLσz
i σz

i+1 . (3)

Äëÿ T0 ýòî íåìíîãî ñëîæíåå. Âû÷èñëèì ýêñïîíåíòó

eL∗σx

=
∞∑

k=0

(L∗σx)k

k!
=

∞∑
k=0

(
K∗2k

(2k)!
+

K∗2k+1σx

(2k + 1)!

)
= chL∗ + σx shL∗

=
(

chL∗ sh L∗

sh L∗ chL∗

)
= e−K chL∗

(
eK e−K

e−K eK

)
=

1√
2 sh 2K

(
eK e−K

e−K eK

)
.

Íî T0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö

(
eK e−K

e−K eK

)
, äåéñòâóþùèõ íà êàæäîå

ïðîñòðàíñòâî Vi. Ïîýòîìó

T0 = (2 sh 2K)N/2eL∗ PN
i=1 σx

i . (4)

Óäîáíî ââåñòè îïåðàòîðû Îíçàãåðà

A0 =
N∑

i=1

σx
i , A1 =

N∑
i=1

σz
i σz

i+1. (5)

Ýòè îïåðàòîðû íå êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì è îáðàçóþò íåêîòîðóþ àññîöèàòèâíóþ àëãåáðó,
èçó÷àÿ ïðåäñòàâëåíèÿ êîòîðîé, ìîæíî íàéòè ñïåêòð òðàíñôåð-ìàòðèöû. Èìåííî òàê äåéñòâîâàë
Îíçàãåð. Íî åñòü è áîëåå ïðîñòîé ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîð A0, òîæå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå,
êâàäðàòè÷íîì ïî ìàòðèöàì Ïàóëè:

A0 = − i
2

N∑
i=1

(σy
i σz

i − σz
i σy

i ).

Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîðû σz, σy óäîâëåòâîðÿþò àëãåáðå Êëèôôîðäà

(σy)2 = (σz)2 = 1, [σy, σz]+ = 0.

Áåäà â òîì, ÷òî â ðàçíûõ óçëàõ ýòè îïåðàòîðû êîììóòèðóþò:

[σa
i , σb

j ] = 0, åñëè i ̸= j.

Âîò òóò-òî íà âûðó÷êó è ïðèõîäÿò ôåðìèîíû, îïðåäåëåííûå â ïðåäûäóùåé ëåêöèè. Çàïèøåì èõ
òàê:

ψ1
i = σz

i µi−1/2, ψ2
i = σy

i µi−1/2. (6)

Ìíîæèòåëè µi−1/2 =
∏i−1

j=1 σy
j êàê ðàç è çàñòàâëÿþò ýòè ïåðåìåííûå àíòèêîììóòèðîâàòü. Óäîáíî

ââåñòè îïåðàòîðû

ai =
ψ1

i − iψ2
i

2
, a+

i =
ψ1

i + iψ2
i

2
(7)
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è

σ̃± =
σz ± iσy

2
. (8)

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ñîîòíîøåíèÿ (6) ïåðåïèñûâàþòñÿ â âèäå

ai = σ−
i µi−1/2, a+

i = σ+
i µi−1/2. (9)

Â ýòîì âèäå ñîîòíîøåíèÿ ëåãêî îáðàòèòü. Äåéñòâèòåëüíî

a+
i ai = σ+

i σ−
i =

1 − σx
i

2
,

òî åñòü
σx

i = 1 − 2a+
i ai = 1 − 2nf

i = (−1)nf
i , (10)

ãäå nf
i � ôåðìèîííîå ÷èñëî â iì óçëå. Ñëåäîâàòåëüíî,

µi−1/2 = (−1)
Pi−1

j=1 nf
j , σ̃+ = (−1)

Pi−1
j=1 nf

j a+
i , σ̃− = (−1)

Pi−1
j=1 nf

j ai. (11)

Ïðåîáðàçîâàíèå (6)/(9)/(11) íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Éîðäàíà�Âèãíåðà.
Òåïåðü ëåãêî âûðàçèòü îíçàãåðîâñêèå îïåðàòîðû A0, A1 ÷åðåç ôåðìèîíû:

A0 =
N∑

i=1

(1 − 2a+
i ai),

A1 =
N−1∑
i=1

(a+
i − ai)(a+

i+1 + a+
i+1) − (a+

N − aN )(a+
1 + a1)(−1)

PN
i=1 nf

i .

(12)

Ïîñëåäíèé ÷ëåí íåóäîáåí, òàê êàê íàðóøàåò êâàäðàòè÷íîñòü ýòèõ îïåðàòîðîâ ïî ôåðìèîíàì. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðàíè÷íûé âêëàä è â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå íå äîë-
æåí âëèÿòü íà ëèäèðóþùóþ àñèìïòîòèêó ñâîáîäíîé ýíåðãèè. Ïîýòîìó, õîòÿ ó÷åñòü åãî è íå î÷åíü
ñëîæíî, ìû íå áóäåì óãëóáëÿòüñÿ â ýòè òîíêîñòè è ïîëîæèì

A1 =
N∑

i=1

(a+
i − ai)(a+

i+1 + a+
i+1). (13)

Íî äàæå ïîñëå ýòîãî îïåðàòîðû A0 è A1 íå êîììóòèðóþò, ïîýòîìó äèàãîíàëèçîâàòü èõ îäíîâðå-
ìåííî íåëüçÿ. Ïîïðîáóåì ñíà÷àëà âîñïîëüçîâàòüñÿ òðàíñëÿöèîííîé èíâàðèàíòíîñòüþ. Ðàçëîæèì
ai â ðÿä Ôóðüå,

an =
1√
N

N∑
n=1

eiqnηq, q =
2πν

N
, ν = 0, 1, . . . , N − 1 mod N, (14)

è ïîäñòàâèì â âûðàæåíèÿ äëÿ A0, A1. Ïîëó÷àåì

A0 =
∑

q

(1 − 2η+
q ηq),

A1 =
∑

q

(eiqη+
q η+

−q − e−iqηqη
+
q + eiqη+

q ηq − e−iqηqη−q).

Ìû âèäèì, ÷òî â ýòè îïåðàòîðû âîëíîâûå ÷èñëà q è −q ∼ 2π − q âõîäÿò ïàðàìè. Ïîýòîìó óäîáíî
íàïèñàòü

Ai =
∑

0≤q<π

Ai(q),

ïðè÷åì
A0(q) = 2(1 − η+

q ηq − η+
−qη−q),

A1(q) = −A0(q) cos q + 2i(η+
q η+

−q + ηqη−q) sin q,
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ïðè q ̸= 0 è

A0(0) = 2(1 − η+
0 η0 − η+

π ηπ), A1(0) = 2(η+
0 η0 − η+

π ηπ) äëÿ ÷åòíûõ N è

A0(0) = 1 − 2η+
0 η0, A1(0) = 2η+

0 η0 − 1 äëÿ íå÷åòíûõ N .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

T = (2 sh 2K)N/2
∏

0≤q<π

T (q), T (q) = T0(q)T1(q),

ãäå
T0(q) = eL∗A0(q), T1(q) = eLA1(q).

Âñå îïåðàòîðû T (q) êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì, òàê ÷òî çàäà÷à äèàãîíàëèçàöèè T ñâîäèòñÿ ê
äèàãîíàëèçàöèè ìàòðèö T (q) ðàçìåðà 4 × 4. Îïðåäåëèì âàêóóì |0⟩q óñëîâèåì ηq|0⟩ = 0 ïðè âñåõ q.
Ââåäåì áàçèñ

| + +⟩ = |0⟩, | − +⟩ = η+
q |0⟩, | + −⟩ = η+

−q|0⟩, | − −⟩ = η+
q η+

−q|0⟩

ïðè q ̸= 0,
| + +⟩ = |0⟩, | − +⟩ = η+

0 |0⟩, | + −⟩ = η+
π |0⟩, | − −⟩ = η+

0 η+
π |0⟩

ïðè q = 0 è ÷åòíîì N è
|+⟩ = |0⟩, |−⟩ = η+

0 |0⟩.

ïðè q = 0 è íå÷åòíîì N . Ðàñïîëîæèì áàçèñíûå âåêòîðû â ïîðÿäêå: | + +⟩, | − −⟩, | + −⟩, | − +⟩ è
|+⟩, |−⟩. Òîãäà ìàòðèöû Ai âûãëÿäÿò êàê

A0(q) =


2

−2
0

0

 , A1(q) =


−2 cos q −2i sin q
2i sin q 2 cos q

0 0
0 0

 .

ïðè q ̸= 0 è

A0(0) =


2

−2
0

0

 , A1(0) =


0

0
2

−2

 (N � ÷åòíîå),

A0(0) =
(

1
−1

)
, A1(0) =

(
−1

1

)
(N � íå÷åòíîå)

ïðè q = 0.
Ýòî áëî÷íûå ìàòðèöû ïî îòíîøåíèþ ê ðàçëîæåíèþ C4 â ñóììó äâóìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

(C| + +⟩ ⊕ C| − −⟩) ⊕ (C| − +⟩ ⊕ C| + −⟩). Òîãäà â ïåðâîì ïîäïðîñòðàíñòâå

A
(1)
0 (q) = A

(1)
0 (0) = 2σz, A

(1)
1 (q) = 2σy sin q − 2σz cos q, A

(1)
1 (0) = 0.

Âî âòîðîì ïîäïðîñòðàíñòâå

A
(2)
0 (q) = A

(2)
0 (0) = 0, A

(2)
1 (q) = 0, A

(2)
1 (0) = 2σz.

Ïðè íå÷åòíûõ N èìååì
A0(0) = −A1(0) = σz.

Â òàêîì âèäå ëåãêî âçÿòü ýêñïîíåíòû îò ýòèõ îïåðàòîðîâ. Â ïåðâîì ïîäïðîñòðàíñòâå

T
(1)
0 (q) = e2L∗σz

= ch 2L∗ + σz sh 2L∗ =
(

e2L∗

e−2L∗

)
,

T
(1)
1 (q) = e2L(σy sin q−σz cos q) = ch 2L + (σy sin q − σz cos q) sh 2L

=
(

ch 2L − sh 2L cos q −i sh 2L sin q
i sh 2L sin q ch 2L + sh 2L cos q

)
.
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Îòñþäà

T (1)(q) =
(

e2L∗
(ch 2L − sh 2L cos q) −ie2L∗

sh 2L sin q

ie−2L∗
sh 2L sin q e−2L∗

(ch 2L + sh 2L cos q)

)
.

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýòîé ìàòðèöû ðàâíû λ1,2(q) = e±ε(q), ãäå

ch ε(q) = ch 2L∗ ch 2L − sh 2L∗ sh 2L cos q. (15)

Íà âòîðîì ïðîñòðàíñòâå T (2)(q) = 1 çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè q = 0, ãäå T (2)(q) = e2Lσz

è λ3,4(0) =
e±2L.

Ñïåêòð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé òðàíñôåð-ìàòðèöû óäîáíî çàïèñàòü â âèäå

Λ(α⃗) = (2 sh 2K)N/2 exp
∑

q

αq
ε(q)
2

. (16)

Çäåñü αq = ±1.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èìåþòñÿ ôåðìèîííûå ïîëÿ ξq, ξ+

q , òàêèå ÷òî

T = (2 sh 2K)N/2e−
P

q ε(q)(ξ+
q ξq− 1

2 ). (17)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôåðìèîííûå ìîäû ξq, ξ+
q ïîëó÷àþòñÿ èç ìîä ηq, η+

q ïðåîáðàçîâàíèåì Áîãî-
ëþáîâà.

Íàèáîëüøåìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ Λ1 îòâå÷àåò, î÷åâèäíî, ñëó÷àé αν = + äëÿ âñåõ ν. Ñëåäî-
âàòåëüíî, íàèáîëüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ðàâíî

Λ1 = (2 sh 2K)N/2e
1
2

P

0≤q<2π ε(q), (18)

à ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå èìååò âèä

F = −T

2
log(2 sh 2K) − T

∫ π

0

dq

2π
arch(ch 2L∗ ch 2L − sh 2L∗ sh 2L cos q). (19)

Òî÷êà ôàçîâîãî ïåðåõîäà ñâÿçàíà ñ îñîáåííîñòüþ ñâîáîäíîé ýíåðãèè. Åñëè

ch 2L∗ ch 2L − sh 2L∗ sh 2L ≡ ch 2(L∗ − L) > 1,

ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå íå èìååò îñîáåííîñòåé è ôóíêöèÿ F àíàëèòè÷íà. Îäíàêî ïðè L∗ → L
ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå âåäåò ñåáÿ êàê |L∗ − L| ïðè q = 0. Ýòî ìîæåò ñâèäåòåëüñòâîâàòü îá
îñîáåííîñòè ñâîáîäíîé ýíåðãèè ïðè

L∗ = L,

òî åñòü íà ñàìîäóàëüíîé ëèíèè.
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî âáëèçè ñàìîäóàëüíîé êðèâîé

L∗ − L =
(

J

Tc
+

I

Tc
sh

2J

Tc

)
τ.

Ïîýòîìó âåëè÷èíó L∗−L ìîæíî ñ÷èòàòü ìåðîé τ . Ðàññìîòðèì òåïåðü ñïåêòð âîçáóæäåíèé â îêðåñò-
íîñòè êðèòè÷åñêîé îáëàñòè

L∗ − L ≪ 1 (20)

ïðè ìàëûõ âîëíîâûõ âåêòîðàõ q ≪ 1. Íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

E(q) =
√

m2 + q2, E(q) =
ε(q)
sh 2L

, m =
2(L∗ − L)

sh 2L
. (21)

Åñëè ìû îïðåäåëèì ãàìèëüòîíèàí êàê

H = − 1
sh 2L

log
T

(2 sh 2K)N/2
, (22)
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òî ìû èìååì ñòàíäàðòíûé ðåëÿòèâèñòñêèé ñïåêòð âîçáóæäåíèé. Îòñþäà ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî

rc = m−1 ∝ τ−1,

òî åñòü êðèòè÷åñêèå èíäåêñû
ν = 1, α = 0. (23)

Ðàâåíñòâî α íóëþ íå îçíà÷àåò, ÷òî íåò íèêàêîé îñîáåííîñòè â çàâèñèìîñòè òåïëîåìêîñòè îò òåìïåðà-
òóðû. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îñîáåííîñòü ñâîáîäíîé ýíåðãèè ∝ (L∗−L)2 log |L∗−L| ∝ (T−Tc)2 log |T−
Tc|, ò. å. îíà î÷åíü ñëàáàÿ è ñóùåñòâåííî ïðîÿâëÿåòñÿ ëèøü â òåïëîåìêîñòè C ∝ log |T − Tc|.

×òî êàñàåòñÿ ðàçìåðíîñòåé ïîëåé σ(x), µ(x), òî ìû îáñóäèì èõ â äðóãîé ðàç.

Çàäà÷è

1. Âûâåñòè ôîðìóëû (12).
2. Íàéòè ïðåîáðàçîâàíèå Áîãîëþáîâà

ηq = Aqξq + Bqξ
+
−q, |Aq|2 + |Bq|2 = 1, AqB−q + A−qBq = 0,

ïðèâîäÿùåå ê ôîðìóëå (17) äëÿ òðàíñôåð-ìàòðèöû.
3. Ïîêàæèòå, ÷òî ñèíãóëÿðíàÿ ÷àñòü ñâîáîäíîé ýíåðãèè äâóìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà ïðîïîðöèî-

íàëüíà (T − Tc)2 log |T − Tc|.
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