
Ëåêöèÿ 9

O(2)-ìîäåëü â äâóõ èçìåðåíèÿõ è ïåðåõîä Áåðåçèíñêîãî�Êîñòåðëèöà�Òàóëåñà.

Â ýòèõ ëåêöèÿõ ìû ÷àñòî áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìîäåëè â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ äåéñòâèåì1

S[n] =
1

2T

∫
ddx (∂µn)2, n2 ≡

N∑
i=1

n2
i = 1, (1)

êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ìîäåëÿìè n-ïîëÿ èëè O(N)-ìîäåëÿìè. Ýòè ìîäåëè îáëàäàþò ÿâíîé O(N)-
ñèììåòðèåé, ñîîòâåòñòâóþùåé âðàùåíèÿì ñôåðû. Îíè ïðèíàäëåæàò øèðîêîìó êëàññó ñèãìà-ìîäå-
ëåé, òî åñòü ìîäåëåé, ïîëÿ â êîòîðûõ ëåæàò íà ìíîãîîáðàçèÿõ.

Â ïðîøëîé ëåêöèè ìû ãîâîðèëè, ÷òî â ñëó÷àå d = 2 â ñèñòåìå ñ íåïðåðûâíîé ñèììåòðèåé îòñóò-
ñòâóåò ñïîíòàííîå óïîðÿäî÷åíèå, ïîñêîëüêó êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ïîïåðå÷íûõ (ãîëäñòîóíîâ-
ñêèõ) ïîëåé â ýòîì ñëó÷àå ðàñòóò ëîãàðèôìè÷åñêè íà áîëüøèõ ìàñøòàáàõ è ðàçìûâàþò ëîêàëüíî
ñêîððåëèðîâàííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà. Ìû òàêæå çàäàëè âîïðîñ î òîì, îçíà÷àåò ëè ýòî
îòñóòñòâèå ôàçîâîãî ïåðåõîäà â äâóìåðíûõ ñèñòåìàõ. Â ýòîé ëåêöèè ìû óâèäèì, ÷òî, íåñìîòðÿ íà
îòñóòñòâèå óïîðÿäî÷åíèÿ, ôàçîâûé ïåðåõîä â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ èìååò ìåñòî.

Ñåé÷àñ ìû ðàññìîòðèì ïðîñòåéøóþ ìîäåëü èç ýòîé ñåðèè � O(2)-ìîäåëü. Îíà ýëåìåíòàðíî
ëèíåàðèçóåòñÿ. Ïîëîæèì

n1 = cos φ, n2 = sin φ.

Òîãäà

S[φ] =
1

2T

∫
d2x (∂µφ)2, (2)

φ(x) ∼ φ(x) + 2π. (3)

Ïîñëåäíÿÿ ñòðî÷êà îçíà÷àåò, ÷òî ìû ñ÷èòàåì çíà÷åíèÿ ïîëÿ φ è φ + 2π ýêâèâàëåíòíûìè.
Ýòó ìîäåëü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåïðåðûâíûé àíàëîã íåñêîëüêèõ ìèêðîñêîïè÷åñêèõ ìîäå-

ëåé. Ñàìîé ïðîñòîé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü êëàññè÷åñêîãî äâóìåðíîãî ïëîñêîãî ìàãíåòèêà (íåïðå-
ðûâíà XY -ìîäåëü). Ïóñòü â óçëàõ r = (ij) êâàäðàòíîé ðåøåòêè íàõîäÿòñÿ åäèíè÷íûå êëàññè÷åñêèå
ñïèíû nr íà ïëîñêîñòè. Ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ ñòàòñóììîé

Z =
∫ ∏

(ij)

dn eβ
P

(ij)(nij(ni+1,j+ni,j+1)−2) =
∏
ij

∫ π

−π

dφij

2π
eβ

P

(ij)(cos(φij−φi+1,j)+cos(φij−φi,j+1)−2). (4)

Â ïðåäåëå íèçêèõ òåìïåðàòóð (ñëàáîé ñâÿçè) êîñèíóñ ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä è íàïèñàòü:

Z ≃
∏
ij

∫ π

−π

dφij

2π
e−

β
2

P

(ij)((φij−φi+1,j)
2+(φij−φi,j+1)

2) ≃
∫

Dφe−S[φ].

Çäåñü ðàçíîñòè âèäà φr−φr′ ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê íàèìåíüøóþ ðàçíîñòü ïî ìîäóëþ 2π. Íàïðèìåð
åñëè φr íåìíîãî áîëüøå −π, à φr′ íåìíîãî ìåíüøå π, òî ðàçíîñòü íàäî çàìåíÿòü íà φr − φr′ + 2π.

Êàçàëîñü áû, ìû èìååì áåçìàññîâîå ïîëå ñ êîððåëÿöèîííûìè ôóíêöèÿìè, ñïàäàþùèìè ñòåïåí-
íûì îáðàçîì:

⟨eimφ(x)einφ(y)⟩ = e−mn⟨φ(x)φ(y)⟩ ∼ |x − y| T
2π m2

δ|m|,|n|, m, n ∈ Z. (5)

Ýòî çíà÷èò, ÷òî êîíôîðìíûå ðàçìåðíîñòè ðàâíû

deimφ =
T

4π
m2, dn =

T

4π
. (6)

Íà ñàìîì äåëå ýòî ñîâñåì íå òàê è ðåçóëüòàò ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ êîíñòàíòû T . ×òîáû
â ýòîì óáåäèòüñÿ, ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ïîëÿ

∇2φ = 0 (7)

1Êîíñòàíòà ñâÿçè T â ýòîé ôîðìóëå ðàâíà φ−2
s , åñëè ìû ñòàðòóåì ñ òåîðèè Ëàíäàó, íî ìîæåò äåéñòâèåòëüíî

îêàçàòüñÿ òåìïåðàòóðîé (ñì. íèæå).
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â ýâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ðàññìîòðèì íàáîð ðåøåíèé

φq⃗x⃗(x) =
n∑

a=1

qa Im log(z − za) =
n∑

a=1

qa

2i
log

z − za

z̄ − z̄a
, qa ∈ Z, (8)

ãäå
z = x1 + ix2,

z̄ = x1 − ix2.

Ýòè ðåøåíèÿ, õîòÿ è èìåþò ñèíãóëÿðíîñòè (íåîïðåäåëåííûå çíà÷åíèÿ) â òî÷êàõ z = za, î÷åíü âàæ-
íû. Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðåøåíèÿ ñ n âèõðÿìè â òî÷êàõ za ñ çàâèõðåííîñòÿìè qa. Â ïðîñòåéøåì
ñëó÷àå n = 1 ðåøåíèå â ðàäèàëüíûõ êîîðäèíàòàõ z − z1 = reiθ èìååò âèä

φq1x1(x) = q1θ.

Âû÷èñëèì çíà÷åíèå äåéñòâèÿ íà âèõðåâûõ ðåøåíèÿõ (8):

S[φq⃗x⃗] =
2
T

∫
d2x ∂φq⃗x⃗ ∂̄φq⃗x⃗

=
1

2T

∫
d2x

∑
a,b

qaqb

(z − za)(z̄ − z̄b)

=
1

2T

(∑
a

q2
a

∫
d2x

|z − za|2
+

∑
a<b

qaqb

∫
d2x

(z − za)(z̄ − z̄b) + (z̄ − z̄a)(z − zb)
|z − za|2|z − zb|2

.

)
Ïåðâûé èíòåãðàë áåðåòñÿ ïðîñòî, íî ðàñõîäèòñÿ è íà áîëüøèõ, è íà ìàëûõ ìàñøòàáàõ:∫

d2x

|z − za|2
≃ 2π

∫ R

r0

dr

r
= 2π log

R

r0
,

ãäå R è r0 � ïàðàìåòðû èíôðàêðàñíîãî è óëüòðàôèîëåòîâîãî îáðåçàíèÿ ñîîòâåòñòâåííî. Âòîðîé
èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ òîëüêî íà áîëüøèõ ìàñøòàáàõ. ×òîáû åãî âçÿòü, óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî xa =
ya = 0, xb = X, yb = 0. Èìååì∫

d2x
(z − za)(z̄ − z̄b) + (z̄ − z̄a)(z − zb)

|z − za|2|z − zb|2

= 2
∫

d2x
x(x − X) + y2

(x2 + y2)((x − X)2 + y2)
= 2

∫ 1

0

dt

∫
d2x

x(x − X) + y2

(x2 + y2 + t(X2 − 2xX))2

= |x → x + tX| = 2
∫ 1

0

dt

∫
d2x

x2 + y2 + (2t − 1)xX + t(1 − t)X2

(x2 + y2 + t(1 − t)X2)2

≃ 4π

∫ 1

0

dt

∫ R

0

dr
r(r2 + t(1 − t)X2)
(r2 + t(1 − t)X2)2

= 2π

∫ 1

0

dt

∫ R2

0

dξ

ξ + t(1 − t)X2
= 2π

∫ 1

0

dt log
R2

t(1 − t)X2

= 2π log
R2

|za − zb|2
− 4π

∫ 1

0

log t = 2π log
R2

|za − zb|2
+ 4π

Ïîñëåäíèì ñëàãàåìûì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ôîðìóëû â èíòåãðàë äëÿ äåéñòâèÿ, ïî-
ëó÷èì

S[φq⃗x⃗] =
1

2T

(
π

∑
a

q2
a log

R2

r2
0

+ 2π
∑
a<b

qaqb log
R2

|za − zb|2

)

=
π

2T

(∑
a

qa

)2

log R2 − π

2T

∑
a

q2
a log r2

0 +
1

2T

∑
a<b

qaqb 2π log
1

|za − zb|2
. (9)

Ïåðâûé ÷ëåí ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, êîãäà ðàçìåð ñèñòåìû âåëèê. Ýòî çíà÷èò, ÷òî â áîëüøîé
ñèñòåìå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå ∑

a

qa = 0. (10)
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Âòîðîå ñëàãàåìîå óëüòðàôèîëåòîâî ðàñõîäèòñÿ. Åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì O(2)-ìîäåëü êàê ïðåäåë
áîëüøîé ìàññû µ äëÿ ðàçëîæåíèÿ Ëàíäàó, îïèñàííîãî â ïðåäûäóùåé ëåêöèè, òî âåëè÷èíà r0 áóäåò
êîíå÷íîé è òî÷íîå çíà÷åíèå áóäåò çàâèñåòü îò ñòðóêòóðû êîðà âèõðåé. Ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû

r0 ∼ µ−1.

Äàâàéòå òåïåðü ïîïðîáóåì íàïèñàòü ôóíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë â âèäå

Z[J ] =
∞∑

n=0

r−2n
0

n!

∑
q1,...,qn

q1+···+qn=0

∫
d2x1 . . . d2xn

∫
Dφe−S[φ+φq⃗x⃗]−(J,φ+φq⃗x⃗), (11)

ãäå èíòåãðàë áåðåòñÿ òåïåðü ïî ðåãóëÿðíûì ïîëÿì φ áåç âñÿêîãî îòîæäåñòâëåíèÿ. Ìíîæèòåëü 1/n!
ïðîèñõîäèò îò òîãî, ÷òî ðåøåíèå (9) íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíàõ za ↔ zb, qa ↔ qb. Òàêèì îáðàçîì,
ñóììèðîâàíèå

∑
q1,...,qn

∫
d2x1 . . . d2xn ó÷èòûâàåò îäíè è òå æå êîíôèãóðàöèè n! ðàç. Ìíîæèòåëü

r−2n
0 äîáàâëåí äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäåëàòü èíòåãðàë áåçðàçìåðíûì. Ìîæíî ñåáå ïðåäñòàâèòü, ÷òî âèõðè
ìîãóò çàíèìàòü íå ëþáûå ïîçèöèè, à ðàñïîëàãàþòñÿ â ÿ÷åéêàõ ðàçìåðà ∼ r0.

Âû÷èñëèì äåéñòâèå íà ôîíå ìíîãîâèõðåâîãî ðåøåíèÿ:

S[φ + φq⃗x⃗] = S[φq⃗x⃗] + S[φ] +
1
T

∫
d2x ∂µφ∂µφq⃗x⃗.

Ïåðâûé ÷ëåí äàåòñÿ âûðàæåíèåì (9). Èíòåãðàë â ïîñëåäíåì ÷ëåíå ðàâåí∫
d2x ∂µφ ∂µ

n∑
a=1

qa

2i
log

z − za

z̄ − z̄a
=

n∑
a=1

qa

∫
d2x ∂µφ∂µ 1

2i
log

z − za

z̄ − z̄a
.

Äàëåå
1
2i

log
z

z̄
= arctg

x2

x1

è

∂µ
1
2i

log
z

z̄
= −ϵµν

xν

r2
= ϵµν∂ν log

1
r
.

Ñëåäîâàòåëüíî,∫
d2x ∂µφ∂µ

n∑
a=1

qa

2i
log

z − za

z̄ − z̄a
=

∑
a

qa

∫
d2x ϵµν∂µφ∂ν log

1
|z − za|2

= −
∑

a

qa

∫
d2x ϵµνφ∂µ∂ν log

1
|z − za|2

= 0.

Îòñþäà

Z[J ] = Z0[J ]
∞∑

n=0

1
n!

∑
q1,...,qn

q1+···+qn=0

r
π
T

P

q2
a−2n

0

∫
d2x1 . . . d2xn

∏
a<b

|za − zb|2
π
T qaqb e−(J,φq⃗x⃗), (12)

Z0[J ] =
∫

Dφe−S[φ]−(J,φ). (13)

Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ðàññìîòðåòü èñòî÷íèêè J âèäà

JJ⃗ y⃗(x) = −i
k∑

j=1

Jjδ(x − yj). (14)

Òîãäà

Z[JJ⃗ y⃗] =
∞∑

n=0

1
n!

∑
q1,...,qn

q1+···+qn=0

r
π
T

P

a q2
a− T

4π

P

j J2
j −2n

0

∫
d2x1 . . . d2xn

∏
a<b

|za − zb|2
π
T qaqb
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×
∏
a,j

(
wj − za

w̄j − z̄a

)qaJj/2 ∏
j<j′

|wj − wj′ |2 T
4π JjJj′ , (15)

ãäå wj = y1
j + iy2

j .
Ìû ïîëó÷èëè íå÷òî âðîäå ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû ïëàçìû, ÷àñòèöû êîòîðîé ìîãóò èìåòü ëþáûå

çàðÿäû (ïðè÷åì ýíåðãèÿ çàðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó çàðÿäà). Èñòî÷íèê ÷à-
ñòèö φ ñëîæíî ñâÿçàí ñ ÷àñòèöàìè ïëàçìû, îäíàêî, â ïðèíöèïå, ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ïðè íèçêèõ
òåìïåðàòóðàõ ïëàçìà ðåêîìáèíèðóåò è êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè îñòàþòñÿ ñòåïåííûìè, â òî âðåìÿ
êàê ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ èìååòñÿ äåáàåâñêîå ýêðàíèðîâàíèå, êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ñïà-
äàþò ýêñïîíåíöèàëüíî è òåîðèÿ ìàññèâíà. Òàêîé ïåðåõîä ïî êîíñòàíòå ñâÿçè íàçûâàåòñÿ ïåðåõîäîì
Áåðåçèíñêîãî�Êîñòåðëèöà�Òàóëåñà (BKT).

Åñòåñòâåííî, ÷òî ìû íå ìîæåì ïðîñóììèðîâàòü âåñü ðÿä ïî òåîðèè âîçìóùåíèé. Òåì íå ìåíåå,
ìîæíî òî÷íî îïðåäåëèòü òî÷êó ïåðåõîäà BKT. Äåéñòâèòåëüíî, ïëàçìà íå îáðàçóåòñÿ, êîãäà âèõ-
ðè íà÷èíàþò óäåðæèâàòüñÿ â êîíå÷íîì îáúåìå, òî åñòü âñå èíòåãðàëû, êðîìå îäíîãî, íà÷èíàþò
èíôðàêðàñíî ñõîäèòüñÿ ïðè áîëüøèõ n. Êðîìå òîãî, èç-çà ýëåêòðîíåéòðàëüíîñòè

∑
a<b

qaqb =
1
2

∑
a,b

qaqb =
1
2

(∑
a

qa

)2

− 1
2

∑
a

q2
a = −1

2

∑
a

q2
a ≤ −n

2

Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî âñå èíòåãðàëû ñõîäÿòñÿ ïðè

2
π

T

(
−n

2

)
+ 2(n − 1) < 0.

Ïðè áîëüøèõ n ïîëó÷àåì, ÷òî áåçìàññîâîé ôàçå îòâå÷àþò T < TBKT, ïðè÷åì

TBKT =
π

2
. (16)

Ïðè ýòîì êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè èìåþò ñòåïåííîé âèä, à ðàçìåðíîñòè ôèçè÷åñêèõ ïîëåé äàþò-
ñÿ ôîðìóëàìè (6). Ìû âèäèì, ÷òî êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè â ýòîé ôàçå óáûâàþò ñðàâíèòåëüíî
ìåäëåííî è, õîòÿ ñïîíòàííàÿ ¾íàìàãíè÷åííîñòü¿ è ðàâíà íóëþ, ñèñòåìà îáëàäàåò îïðåäåëåííîé
ïîïåðå÷íîé æåñòêîñòüþ. Æåñòêàÿ ôàçà äåìîíñòðèðóåò êðèòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñ êðèòè÷åñêèìè
èíäåêñàìè, íåïðåðûâíî çàâèñÿùèìè îò òåìïåðàòóðû. Îòìåòèì, ÷òî òåìïåðàòóðà TBKT êîíå÷íà â
åäèíèöàõ ðåøåòî÷íîé ìîäåëè (4).

Ïðè T > TBKT âèõðè íå óäåðæèâàþòñÿ è ñèñòåìà âåäåò ñåáÿ êàê ïëàçìà ñ êîíå÷íîé êîððåëÿöè-
îííîé äëèíîé. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îòâåò íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà óëüòðàôèîëåòîâîãî îáðåçàíèÿ
r0, òàê ÷òî ôàçîâûé ïåðåõîä èìååò ìåñòî ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëîì êîðå âèõðÿ. Çàìåòèì, ÷òî óñëî-

âèå (16) êàê ðàç ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì, ïðè êîòîðîì èñ÷åçàåò ðàçìåðíûé ìíîæèòåëü r
π
T

P

q2
a−2n

0 äëÿ
ñèñòåìû ïðîñòûõ âèõðåé q = ±1. Ïîñêîëüêó â òåîðèè íåò íèêàêèõ ðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ, êðîìå
r0, êîððåëÿöèîííàÿ äëèíà ïðîïîðöèîíàëüíà r0, è, òàêèì îáðàçîì, äàæå ó �èäåàëüíîé� O(2)-ìîäåëè
íåò íèêàêèõ øàíñîâ èçáåæàòü ôàçîâîãî ïåðåõîäà. Êà÷åñòâåííî ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî ìà-
ëûé ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ âèõðåâûõ ñîñòîÿíèé ñ ëèõâîé ïåðåêðûâàåòñÿ áîëüøèì îáúåìîì ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà.

Âûðàæåíèå (15) ìîæíî ïåðåïèñàòü ïî-äðóãîìó, ââåäÿ íîâîå ïîëå ϕ(x). Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî

∇2 1
4π

log |x|2 = δ(x). (17)

è ïîòîìó log R2

|x|2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîïàãàòîð ñâîáîäíîãî áåçìàññîâîãî áîçîííîãî ïîëÿ:

S0[ϕ] =
1
8π

∫
d2x(∂µϕ)2. (18)

Ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ýòîé ìîäåëè èìåþò âèä

∂µ∂µϕ = 0,
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ìîæíî ââåñòè äóàëüíîå ïîëå ϕ̃ óñëîâèåì

∂µϕ̃ = −ϵµν∂νϕ (19)

èëè
∂ϕ̃ = ∂ϕ, ∂̄ϕ̃ = −∂̄ϕ. (20)

Õîòÿ ýòè ôîðìóëû èìåþò áóêâàëüíûé ñìûñë ëèøü íà óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî
è íà êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèÿõ ýòè ðàâåíñòâà íå ëèøåíû ñìûñëà. Äåéñòâèòåëüíî, ââåäåì ïîëÿ
ϕL(z) è ϕR(z̄) óðàâíåíèÿìè

ϕ(x) = ϕL(z) + ϕR(z̄),

ϕ̃(x) = ϕL(z) − ϕR(z̄).
(21)

Òîãäà êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè

⟨ϕL(z)ϕL(z′)⟩0 = log
R

z − z′
, ⟨ϕR(z̄)ϕR(z̄′)⟩0 = log

R

z̄ − z̄′
, ⟨ϕL(z)ϕR(z̄′)⟩0 = 0 (22)

ñîãëàñîâàíû ñ òåîðèåé.
Äàëåå íàì ïîíàäîáÿòñÿ êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ýêñïîíåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Ïîñêîëüêó

ýòè êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ñîäåðæàò áåñêîíå÷íûå ìíîæèòåëè, ìû ïîïðîñòó èñêëþ÷èì èõ, ïåðå-
îïðåäåëèâ ýêñïîíåíöèàëüíûå îïåðàòîðû:

eiαϕL,R → r
α2/2
0 eiαϕL,R , eiαϕ → rα2

0 eiαϕ, eβϕ̃ → r−β2

0 eβϕ̃. (23)

Òîãäà ýêñïîíåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ïåðåñòàþò áûòü áåçðàçìåðíûìè è ïðèîáðåòàþò ðàçìåðíîñòü
d = α2/2, α2 è −β2 ñîîòâåòñòâåííî. Ýòà ðàçìåðíîñòü ñîâïàäàåò ñ ìàñøòàáíîé ðàçìåðíîñòüþ ýòèõ
îïåðàòîðîâ. Ïî îïðåäåëåíèþ, îïåðàòîð O îáëàäàåò ìàñøòàáíîé ðàçìåðíîñòüþ dO, åñëè åãî êîððå-
ëÿöèîííûå ôóíêöèè èíâàðèàíòíû ïî îòíîøåíèþ ê çàìåíàì

O(x) → sdOO(sx)

âî âñåõ îïåðàòîðàõ.
Êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ýêñïîíåíò â òàêîé ìîäåëè ðàâíû

⟨eiα1ϕL(z1) . . . eiαnϕL(zn)⟩0 = R− 1
2 (

P

a αa)2 ∏
a<b

(za − zb)αaαb ,

⟨eiα1ϕR(z̄1) . . . eiαnϕR(z̄n)⟩0 = R− 1
2 (

P

a αa)2 ∏
a<b

(z̄a − z̄b)αaαb .
(24)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî⟨
k∏

j=1

eiβj ϕ̃(yj)
n∏

a=1

eiαaϕ(xa)

⟩
0

=
∏
a<b

|za − zb|2αaαb

∏
j<j′

|wj − wj′ |2βaβb

∏
a,j

(
wj − za

w̄j − z̄a

)αaβj

×

{
1,

∑
αa = 0,

0, â ïð. ñë.
(25)

Ýòî âûðàæåíèå â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ïîäûíòåãðàëüíûì âûðàæåíèåì â ïîäûíòåãðàëüíûì âûðà-
æåíèåì â (15) ïðè

αa =
√

π

T
qa,

βj =

√
T

4π
Jj ,

(26)

Îòñþäà ïîëó÷àåì

Z[JJ⃗ y⃗] =
∞∑

n=0

1
n!

∑
q1,...,qn

q1+···+qn=0

r
π
T

P

q2
a+ T

4π

P

J2
j −2n

0

∫
d2x1 . . . d2xn

⟨
k∏

j=1

ei
√

T
4π Jj ϕ̃(yj)

n∏
a=1

ei
√

π
T qaϕ(xa)

⟩
0

.

(27)
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Îòñþäà î÷åâèäíî ñëåäóåò, ÷òî

φ(x) =

√
T

4π
ϕ̃(x). (28)

Ñäåëàåì âàæíîå ïðèáëèæåíèå, íå ìåíÿþùåå ñâîéñòâ ôàçîâîãî ïåðåõîäà. Áóäåì ïðåíåáðåãàòü
âèõðÿìè ñ |q| > 1, ïîñêîëüêó èõ âêëàä ïàäàåò ñ óìåíüøåíèåì r0 áûñòðåå âêëàäà |q| âèõðåé çà-

ðÿäà 1. Òîãäà, èñêëþ÷èâ íåñóùåñòâåííûé ìíîæèòåëü r
T
4π

P

J2
j

0 , ïðîèçâîäÿùèé ôóíêöèîíàë ìîæíî
ïåðåïèñàòü â âèäå

Z[JJ⃗ y⃗] =
∞∑

n=0

r
2n( π

T −2)
0

(2n)!

(
2n

n

)∫
d2x1 . . . d2x2n

⟨
k∏

j=1

ei
√

T
4π Jj ϕ̃(yj)

n∏
a=1

ei
√

π
T ϕ(xa)

2n∏
a=n+1

e−i
√

π
T ϕ(xa)

⟩
0

=
∞∑

n=0

r
2n( π

T −2)
0

(2n)!

∫
d2x1 . . . d2x2n

⟨
k∏

j=1

ei
√

T
4π Jj ϕ̃(yj)

2n∏
a=1

(
ei
√

π
T ϕ(xa) + e−i

√
π
T ϕ(xa)

)⟩
0

=

⟨
k∏

j=1

ei
√

T
4π Jj ϕ̃(yj) exp

(
2r

π
T −2
0

∫
d2x cos

√
π

T
ϕ(x)

)⟩
0

=
∫

Dϕe−SSG[ϕ]
k∏

j=1

ei
√

T
4π Jj ϕ̃(yj), (29)

ãäå

SSG[ϕ] =
∫

d2x

(
(∂µϕ)2

8π
− λ cos βϕ

)
(30)

� äåéñòâèå äëÿ ìîäåëè ñèíóñ-Ãîðäîíà ñ ïàðàìåòðàìè

β =
√

π

T
, λ = 2r

π
T −2
0 . (31)

Áîëåå ïîäðîáíî ìû èçó÷èì ýòó ìîäåëü â ñëåäóþùèé ðàç, à ïîêà ââåäåì íåñêîëüêî âàæíûõ ïîíÿòèé.
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìîäåëü ñèíóñ-Ãîðäîíà êàê âîçìóùåííûõ ñâîáîäíûé áåçìàññîâûé áîçîí. Òîãäà
ìàñøòàáíàÿ ðàçìåðíîñòü îïåðàòîðà âîçìóùåíèÿ áóäåò ðàâíà

dpert = β2.

Êîãäà dpert < 2 âîçìóùåíèå íàçûâàåòñÿ ðåëåâàíòíûì. Îíî ñóùåñòâåííî ìåíÿåò ïîâåäåíèå ñèñòåìû
íà áîëüøèõ ìàñøòàáàõ è íå ìåíÿåò íà ìàëûõ. Êîãäà dpert > 2 âîçìóùåíèå íàçûâàåòñÿ èððåëåâàíò-
íûì è íå ìåíÿåò êà÷åñòâåííî èíôðàêðàñíîãî ïîâåäåíèÿ. Ñëó÷àé dpert = 2 íàçûâàåòñÿ ìàðãèíàëü-
íûì. Â ñëó÷àå ìîäåëè ñèíóñ-Ãîðäîíà èìåííî îí ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå ïåðåõîäà Êîñòåðëèöà�Òàóëåñà.

Ïîÿñíåíèå

Ýòî ïîÿñíåíèå êàñàåòñÿ îïðåäåëåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ïîëåé. Äëÿ ïðîñòîòû ìû îãðàíè÷èìñÿ
ôóíêöèîíàëàìè îò ïîëÿ φ(z) ≡ φL(z). Ïðåæäå âñåãî, ââåäåì íîðìàëüíîå ïðîèçâåäåíèå ïîëåé :. . .:
ñ ïîìîùüþ ðåêóðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ

:φ(z1) . . . φ(zn):φ(z) = :φ(z1) . . . φ(zn)φ(z): +
n∑

i=1

:φ(z1)
bi

. . . φ(zn):⟨φ(zi)φ(z)⟩

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèè
:1: = 1.

Çäåñü èíäåêñ î íàä ìíîãîòî÷èåì îçíà÷àåò, ÷òî èç íîðìàëüíîãî ïðîèçâåäåíèÿ èñêëþ÷åí i-òûé ìíî-
æèòåëü. Îòñþäà íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî

:φ(z1) . . . φ(zm)::φ(w1) . . . φ(wn): =

6



=
min(m,n)∑

k=0

∑
1≤i1<...<ik≤m

1≤j1,...,jk≤n

:φ(z1)
bi1... bik. . . φ(zm)::φ(w1)

bj1... bjk. . . φ(wn):
k∏

l=1

⟨φ(zil
)φ(wjl

)⟩.

Âåðíåìñÿ ê îïåðàòîðíûì ýêñïîíåíòàì. Èíòåðåñíû òðè ðàçíîâèäíîñòè òàêèõ ýêñïîíåíò. Âî-
ïåðâûõ, ýòî ôîðìàëüíûå ýêñïîíåíòû [eiαφ(z)]nonren. Âî-âòîðûõ, ýòî ýêñïîíåíòû, ïåðåîïðåäåëåííûå
ñîîòíîøåíèÿìè (23), [eiαφ(z)]ren. È, â-òðåòüèõ, ýòî íîðìàëüíûå ýêñïîíåíòû :eiαφ(z):.

Îïåðàòîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ôîðìàëüíûõ ýêñïîíåíò

[eiα1φ(z1)]nonren[eiα2φ(z2)]nonren = e−
1
2 α1α2[φ(z1),φ(z2)][eiα1φ(z1)+iα2φ(z2)]nonren

äîâîëüíî ïëîõî îïðåäåëåíû, òàê êàê ñîäåðæàò ïëîõî îïðåäåëåííûé êîììóòàòîð. Êîððåëÿöèîííûå
ôóíêöèè ôîðìàëüíûõ ýêñïîíåíò

⟨[eiα1φ(z1)]nonren . . . [eiαN φ(zN )]nonren⟩ =
(r0

R

) 1
2

P

i α2
i ∏

i<j

(
zi − zj

R

)αiαj

ñîäåðæàò óëüòðàôèîëåòîâûå ðàñõîäèìîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìàëüíûå ýêñïîíåíòû ïëîõî îïðå-
äåëåíû.

Íîðìàëüíûå ýêñïîíåíòû õîðîøî îïðåäåëåíû, âñå èõ êîððåëÿòîðû óëüòðàôèîëåòîâî êîíå÷íû.
Íàïðèìåð,

⟨:eiα1φ(z1)+...+iαnφ(zn):⟩ = 1.

Ïðîáëåìà â òîì, ÷òî êîððåëÿòîðû íîðìàëüíûõ ýêñïîíåíò ÿâíî ñîäåðæàò èíôðàêðàñíóþ îáðåçêó.
Äåéñòâèòåëüíî, ðàñêëàäûâàÿ ýêñïîíåíòû â ðÿäû, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

[eiαφ(z)]nonren =
(r0

R

)α2/2

:eiαφ(z):.

Îïåðàòîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ íîðìàëüíûõ ýêñïîíåíò èìåþò âèä

:eiα1φ(z1)::eiα2φ(z2): =
(

z1 − z2

R

)α1α2

:eiα1φ(z1)+iα2φ(z2):.

Êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè èìåþò âèä

⟨:eiα1φ(z1): . . . :eiαN φ(zN ):⟩ =
∏
i<j

(
zi − zj

R

)αiαj

.

Âñå ýòè âûðàæåíèÿ ÿâíî ñîäåðæàò ïàðàìåòð èíôðàêðàñíîé îáðåçêè R. Äàâàéòå îïðåäåëèì ïåðå-
íîðìèðîâàííûå ýêñïîíåíòû óñëîâèåì

[eiα1φ(z1)+...+iαnφ(zn)]ren
def= R− 1

2 (
P

i αi)2

:eiα1φ(z1)+...+iαnφ(zn):.

Â ñëó÷àå n = 1 ýòî îïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì (23). Äëÿ òàêèõ ïåðåíîðìèðîâàííûõ
ýêñïîíåíò îïåðàòîðíîå ïðîèçâåäåíèå õîðîøî îïðåäåëåíî è íå ñîäåðæèò èíôðàêðàñíîé îáðåçêè:

[eiα1φ(z1)]ren[eiα2φ(z2)]ren = (z1 − z2)α1α2 [eiα1φ(z1)+iα2φ(z2)]ren.

Êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ôîðìàëüíî ñîäåðæèò èíôðàêðàñíóþ îáðåçêó:

⟨[eiα1φ(z1)]ren . . . [eiαN φ(zN )]ren⟩ = R− 1
2 (

P

i αi)2 ∏
i<j

(zi − zj)αiαj .

Îäíàêî ýòî âûðàæåíèå èìååò õîðîøèé ïðåäåë ïðè R → ∞:

⟨[eiα1φ(z1)]ren . . . [eiαN φ(zN )]ren⟩ =

{∏
i<j(zi − zj)αiαj , åñëè

∑
i αi = 0

0, åñëè
∑

i αi ̸= 0
.

Â ÷àñòíîñòè, íà áåñêîíå÷íîé ïëîñêîñòè

⟨[eiα1φ(z1)+...+iαnφ(zn)]ren⟩ =

{
1, åñëè

∑
i αi = 0

0, åñëè
∑

i αi ̸= 0
.
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Çàäà÷è

1. Âûâåñòè ôîðìóëó (17).
2. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ñâîáîäíîãî ïîëÿ ϕ ñ äåéñòâèåì S0[ϕ] ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ

ðàâíà

⟨ϕ(x)ϕ(y)⟩ = log
R2

(x − y)2

ñ íåêîòîðûì ìàñøòàáîì èíôðàêðàñíîãî îáðåçàíèÿ R.
3. Âûâåñòè ôîðìóëû (24).
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