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Áîçîíèçàöèÿ ìîäåëè Òèððèíãà

Ðàññìîòðèì ìàññèâíóþ ìîäåëü Òèððèíãà â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî:

SMT [ψ, ψ̄] =
∫

d2x
(
ψ̄(i∂̂ − m)ψ − g

2
(ψ̄γµψ)2

)
. (1)

Çäåñü ψ(x), ψ̄(x) � ôåðìèîííîå ïîëå è äèðàêîâñêè ñîïðÿæåííîå åìó ïîëå, γµ � ìàòðèöû Äèðàêà,

à ∂̂ = γµ∂µ. Ìàòðèöû Äèðàêà óäîâëåòâîðÿþò ñòàíäàðòíûì ñîîòíîøåíèÿì

γµγν + γνγµ = 2gµν , γµ+ = γ0γµγ0.

Â äâóìåðíîì ñëó÷àå ãàììà-ìàòðèöû ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

γ0 =
(

i
−i

)
, γ1 =

(
i

i

)
, γ3 = γ0γ1 =

(
−1

1

)
. (2)

Â ìîäåëè èìååòñÿ ñîõðàíÿþùèéñÿ òîê
jµ = ψ̄γµψ. (3)

Â ñëó÷àå m = 0 èìååòñÿ åùå îäèí ñîõðàíÿþùèéñÿ òîê

jµ
3 = ψ̄γ3γµψ = ϵµνjν . (4)

Â ïðîøëûé ðàç ìû ðàññìàòðèâàëè ìîäåëü ñèíóñ-Ãîðäîíà. Â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî åå äåé-
ñòâèå âûãëÿäèò òàê:

SSG[ϕ] =
∫

d2x

(
(∂µϕ)2

8π
+ λ cos βϕ

)
. (5)

Â ìîäåëè èìååòñÿ òîïîëîãè÷åñêîå ÷èñëî

q =
β

2π
(ϕ(t, +∞) − ϕ(t,−∞)), (6)

ïðèíèìàþùåå öåëûå çíà÷åíèÿ. Åãî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

q =
β

2π

∫ ∞

−∞
dx ∂1ϕ(t, x). (7)

Ýòî ïîçâîëÿåò íàéòè òîê, îòâåòñòâåííûé çà òîïîëîãè÷åñêèé çàðÿä:

jµ
top =

β

2π
ϵµν∂µϕ. (8)

Â ýòîé ëåêöèè ìû óáåäèìñÿ, ÷òî ìàññèâíàÿ ìîäåëü Òèððèíãà è ìîäåëü ñèíóñ-Ãîðäîíà ýêâèâà-
ëåíòíû [2,3], ïðè÷åì ïàðàìåòðû ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

g = π(β−2 − 1), (9)

λ ∼ mrβ2−1
0 , (10)

à òèððèíãîâñêèé òîê ñîâïàäàåò ñ òîïîëîãè÷åñêèì:

jµ = jµ
top. (11)

Ýòî èñêëþ÷èòåëüíî âàæíîå ñîîòâåòñòâèå, íàçûâàåìîå áîçîíèçàöèåé. Óðàâíåíèå (11) èãðàåò êëþ÷å-
âóþ ðîëü â áîçîíèçàöèè.

Ïåðåïèøåì äåéñòâèå ìîäåëè Òèððèíãà, èñïîëüçóÿ ÿâíûé âèä ãàììà-ìàòðèö:

SMT [ψ, ψ̄] =
∫

d2x(iψ̄1(∂0 − ∂1)ψ1 + iψ̄2(∂0 + ∂1)ψ2 + im(ψ̄2ψ1 − ψ̄1ψ2) − 2gψ̄1ψ̄2ψ2ψ1).
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Ïîäñòàâëÿÿ z = x1 + x0, z̄ = x1 − x0, ïîëó÷àåì

SMT [ψ, ψ̄] =
∫

d2x(−2iψ̄1∂̄ψ1 + 2iψ̄2∂ψ2 + im(ψ̄2ψ1 − ψ̄1ψ2) − 2gψ̄1ψ̄2ψ2ψ1).

Â ýòèõ êîìïîíåíòàõ òèððèíãîâñêèé òîê èìååò âèä:

jz = 2ψ̄2ψ2, j z̄ = −2ψ̄1ψ1.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé m = 0, êîòîðûé äîïóñêàåò òî÷íîå ðåøåíèå [1]. Íà÷íåì ñ ðåøåíèÿ êëàññè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

∂̄ψ1 = igψ̄2ψ2ψ1,

∂ψ2 = −igψ̄1ψ1ψ2.
(12)

Èç ñîõðàíåíèÿ jµ
3 = ϵµνjν ñëåäóåò, ÷òî òîê jµ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

jµ = − β

2π
∂µϕ̃. (13)

Çäåñü ϕ̃ è ϕ ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé, êàê ýòî îïèñàíî â ïðåäûäóùåé ëåêöèè, è óäîâëåòâîðÿþò óðàâ-
íåíèÿì äâèæåíèÿ

∂µ∂µϕ = ∂µ∂µϕ̃ = 0.

Îáùåå ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ϕ(x) = φ(z) + φ̄(z̄),

ϕ̃(x) = φ(z) − φ̄(z̄),
(14)

ãäå φ(z) è φ̄(z̄) � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè òîëüêî z è z̄ ñîîòâåòñòâåííî. Êîýôôèöèåíò â (13) óñòà-
íàâëèâàåòñÿ èç ïðåäïîëîæåíèÿ (11).

Ìû âèäèì, ÷òî áåçìàññîâàÿ ìîäåëü ýêâèâàëåíòíà ñâîáîäíîìó áåçìàññîâîìó áîçîíó. Èç (11) è
(13) èìååì

β

2π
∂φ = −ψ̄1ψ1,

β

2π
∂̄φ̄ = −ψ̄2ψ2. (15)

Äàëüíåéøåå ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé âìåñòå ñ (12) â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå íåîäíîçíà÷íî. Ïðîùå
îáñòîèò äåëî êàê ðàç â êâàíòîâîì ñëó÷àå. Äàâàéòå èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèé (15) â âèäå

ψi(x) = ηi

√
Ni

2π
eiαiφ(z)+iβiφ̄(z̄), ψ̄i(x) = ηi

√
Ni

2π
e−iαiφ(z)−iβiφ̄(z̄), (16)

ãäå ηi � àëãåáðàè÷åñêèå ìíîæèòåëè, íåîáõîäèìûå, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ôåðìèîííîå ïîâåäåíèå ïîëåé
ψi. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèÿ ìîæíî íàéòè, åñëè ïîëîæèòü

η2
1 = η2

2 = i, η1η2 = −η2η1. (17)

Ïðåæäå âñåãî, ïîòðåáóåì, ÷òîáû ïîëÿ ψi(x) âåëè ñåáÿ êàê ôåðìèîíû. Ïîñêîëüêó1

ψi(x′)ψj(x) = ηiηj

√
NiNj

2π
(z′ − z)αiαj (z̄′ − z̄)βiβj eiαiφ(z′)+iβiφ̄(z̄′)+iαjφ(z)+iβj φ̄(z̄), (18)

ïðè÷åì ýòî âûðàæåíèå õîðîøî ïðîäîëæàåòñÿ â åâêëèäîâó îáëàñòü, ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî

α2
i − β2

i ∈ 2Z + 1, α1α2 − β1β2 ∈ 2Z. (19)

Èç (18) âèäíî, ÷òî ïðîèçâåäåíèÿ âðîäå ψ̄1ψ1 ïëîõî îïðåäåëåíû. Äàâàéòå îïðåäåëèì ýòè ïðîèçâåäå-
íèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå, íàïðèìåð

ψ̄1(x′)ψ1(x) = i
N1

2π
(z′ − z)−α2

1 (z̄′ − z̄)−β2
1
(
1 − iα1(z′ − z)∂ϕ(x) − iβ1(z̄′ − z̄)∂̄ϕ(x) + . . .

)
. (20)

1Ìû âñþäó èñêëþ÷àåì R, òàê êàê çíàåì, ÷òî èíôðàêðàñíîå îáðåçàíèå â êîíå÷íîì èòîãå íèêóäà íå âîéäåò.
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Óñðåäíèì ýòî ïðîèçâåäåíèå ïî îêðóæíîñòè |z′ − z|2 = r0 è áóäåì ñ÷èòàòü r0 ìàëûì. Ñòàðøèé ÷ëåí
â ðàçëîæåíèè ïî r0 ïðèìåì çà ψ̄1(x)ψ1(x). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

α2
1 − β2

1 = 1. (21)

Òîãäà ïåðâûé è òðåòèé ÷ëåíû â ðàçëîæåíèè (20) îáðàòÿòñÿ â íóëü. Ñòàðøèì íåíóëåâûì ÷ëåíîì
áóäåò âòîðîé:

iN1r
−2β2

1
0

(
−iα1∂φ

2π

)
.

Âûðàæåíèå â ñêîáêàõ è åñòü ψ̄1ψ1. Îòñþäà ïîëó÷àåì

β = −r
−2β2

1
0 N1α1.

Àíàëîãè÷íî, ïîëàãàÿ
α2

2 − β2
2 = −1, (22)

ïîëó÷èì

β = −r
−2α2

2
0 N2β2.

Òåïåðü ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (12). Ïîäñòàâëÿÿ (15) è (16) , ïîëó÷èì

iβ1∂̄φ̄eiα1φ+iβ1φ̄ = −ig
β

2π
∂̄φ̄eiα1φ+iβ1φ̄,

iα2∂φeiα2φ+iβ2φ̄ = ig
β

2π
∂φ̄eiα2φ+iβ2φ̄.

Îòñþäà ïîëó÷àåì

α2 = −β1 =
gβ

2π
(23)

×òîáû çàôèêñèðîâàòü êîýôôèöèåíòû αi, βi, íóæíî óçíàòü åùå íîðìèðîâî÷íûå ìíîæèòåëè Ni.
Âìåñòî òîãî, ÷òîáû àêêóðàòíî èçâëåêàòü ñèíãóëÿðíûå ÷ëåíû â àíòèêîììóòàòîðàõ, äàâàéòå ïðîñòî
çàôèêñèðóåì èõ òàê, ÷òîáû ÷ëåí −mψ̄ψ = im(ψ̄2ψ1 − ψ̄1ψ2) áûë áû ïðîïîðöèîíàëåí cos βϕ.

Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå

ψ̄2(x′)ψ1(x) = −η1η2

√
N1N2

2π
(z′ − z)−α1α2(z̄′ − z̄)−β1β2

(
ei(α1−α2)φ(z)+i(β1−β2)φ̄(z̄) + . . .

)
.

Ïåðâûé ÷ëåí âûæèâàåò ïðè óñðåäíåíèè ïî óãëàì, åñëè

α1α2 = β1β2, (24)

÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ (21�23) è äàåò, êðîìå òîãî

α1 = −β2 (25)

Åñëè îòîæäåñòâèòü iψ̄2ψ1 ñ eiβϕ, òî ìû ïîëó÷èì

α1 − α2 = β, (26)

β1 − β2 = β. (27)

Èç (21), (23), (25), (26) ëåãêî ïîëó÷èòü

α1 = −β2 =
1
2

(
1
β

+ β

)
,

α2 = −β1 =
1
2

(
1
β
− β

)
.

(28)

Ïîäñòàâëÿÿ îòâåò â (23), ïîëó÷àåì (9).
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Êðîìå òîãî, íàõîäèì

N1 = −N2 = −r
β2

2 + 1
2β2 −1

0

2β2

β2 + 1
, (29)

Êðîìå òîãî, ìîæíî ïðèíÿòü, ÷òî
η1η2|0⟩ = |0⟩

âñþäó â ψ̄2ψ1 − ψ̄1ψ2. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî â òåîðèè âîçìóùåíèé ýòîò îïåðàòîð âñåãäà ñòîèò ñïðàâà
îò âñåõ äðóãèõ, òî íàéäåì

i(ψ̄2ψ1 − ψ̄1ψ2) =
2
π

β2

β2 + 1
rβ2−1
0 cos βϕ, (30)

îòêóäà íàõîäèì (10).
Ñòðîãî ãîâîðÿ, ïîêà ìû íàøëè òîëüêî òî÷íîå ðåøåíèå äëÿ áåçìàññîâîé ìîäåëè Òèððèíãà. Îä-

íàêî èç íàøèõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî òåîðèè âîçìóùåíèé ïî ÷ëåíó mψ̄ψ äëÿ ìîäåëè Òèððèíãà
è òåîðèÿ âîçìóùåíèé ïî cos βϕ äëÿ ìîäåëè ñèíóñ-Ãîðäîíà ñîâïàäàþò, ÷òî äàåò ñèëüíîå îñíîâàíèå â
ïîëüçó ñîâïàäåíèÿ òåîðèé. Îòìåòèì, ÷òî êîíñòàíòà ñâÿçè g â ìîäåëè Òèððèíãà íå ïåðåíîðìèðóåò-
ñÿ, â òî âðåìÿ êàê �ìàññà� m íå ÿâëÿåòñÿ ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíîé è ñóùåñòâåííî ïåðåíîðìèðóåòñÿ.
Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ìàññîâûé ÷ëåí ψ̄2ψ1 − ψ̄1ψ2 èìååò ìàñøòàáíóþ ðàçìåðíîñòü β2 èç-çà ïåðå-
îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ïîëåé. Èçìåðèìà êîíñòàíòà λ ìîäåëè ñèíóñ-Ãîðäîíà, ïðè÷åì

λ ∼ m2−β2

phys , m ∼ mphys(mphysr0)1−β2
= mphys(mphysr0)

g/π
1+g/π , (31)

ãäå mphys � ìàññà ôèçè÷åñêèõ âîçáóæäåíèé (íàïðèìåð, òèððèíãîâñêèõ ôåðìèîíîâ) â òåîðèè.
Îñòàåòñÿ åùå îäèí âîïðîñ: ÷åìó ñîîòâåòñòâóþò òèððèíãîâñêèå ôåðìèîíû â ìîäåëè ñèíóñ-Ãîð-

äîíà? Îêàçûâàåòñÿ, îíè ñîîòâåòñòâóþò êèíêàì � íåòðèâèàëüíûì âîçáóæäåíèÿì ñ òîïîëîãè÷åñêèìè
÷èñëàìè q = ±1.
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Çàäà÷è

1. Äîêàæèòå, ÷òî â áåçìàññîâîé ìîäåëè Òèððèíãà òîê (4) ñîõðàíÿåòñÿ.
2. Âûâåäèòå (18).
3. Ïîêàæèòå, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ñèíóñ-Ãîðäîíà èìååò ðåøåíèÿ

ϕ(t, x) = ± 4
β

arctg exp
m(x − vt − x0)√

1 − v2

ïðè m2 = 4πλβ2, ïðè |v| < 1 è ïðîèçâîëüíîì x0. Íàéòè òîïîëîãè÷åñêèå çàðÿäû ýòèõ ðåøåíèé.
4. Ïîâòîðèòü êîíñòðóêöèþ äëÿ ñëó÷àÿ ñâîáîäíîãî ôåðìèîíà g = 0. Ïðîâåðèòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷å

mphys = m = πλ.
5. Â òåîðèè ñâîáîäíîãî áîçîííîãî ïîëÿ ïîêàçàòü, ÷òî òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà èìååò òîëüêî äâå

íåíóëåâûå êîìïîíåíòû:

Tzz =
T (z)
2π

= − (∂ϕ)2

4π
, Tz̄z̄ =

T̄ (z)
2π

= − (∂̄ϕ)2

4π
.

Â êâàíòîâîì ñëó÷àå ïðîèçâåäåíèÿ íóæíî çàìåíèòü íà íîðìàëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ :. . .:, îïðåäåëåííûå
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

φ1φ2 = :φ1φ2: + ⟨φ1φ2⟩, :φ1 . . . φn:φn+1 = :φ1 . . . φnφn+1: +
n∑

i=1

:φ1 . . . φ̂i . . . φn:⟨φiφn+1⟩
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(øëÿïêà îçíà÷àåò îïóùåííûé ìíîæèòåëü).
Ïîêàæèòå, ÷òî êîìïîíåíòû òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà èìåþò ñëåäóþùåå îïåðàòîðíîå ðàçëîæå-

íèå

T (z′)T (z) =
1/2

(z′ − z)4
+

2T (z)
(z′ − z)2

+
∂T (z)
z′ − z

+ O(1).

Ïîêàæèòå, ÷òî

T (z′)Vα(z) =
∆αVα(z)
(z′ − z)2

+
∂Vα(z)
z′ − z

+ O(1), Vα(z) = eiαφ(z) = :eiαφ(z):,

ïðè÷åì ∆α = α2/2 � ìàñøòàáíàÿ ðàçìåðíîñòü ïîëÿ V (z).
6. Ïîêàæèòå, ÷òî â ìîäåëè Òèððèíãà, â ñîãëàñèè ñ (31), â îäíîïåòëåâîì ïðèáëèæåíèè ìàññà

ïåðåíîðìèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

mphys = m

(
1 +

g

π
log

Λ
m

)
,

ãäå Λ � ïàðàìåòð îáðåçàíèÿ ïî èìïóëüñàì.
Ïðè âûâîäå äèàãðàììíîé òåõíèêè óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ïðåäñòàâëåíèåì äëÿ äåéñòâèÿ ìîäåëè

Òèððèíãà ñî âñïîìîãàòåëüíûì ïîëåì:

S[ψ, ψ̄, Aµ] =
∫

dDx

(
ψ̄(i∂̂ − Â − m)ψ +

1
2g

AµAµ

)
.
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