
Ëåêöèÿ 15

Ìîäåëü Òèððèíãà: ðåøåíèå ìåòîäîì àíçàòöà Áåòå

Ðàññìîòðèì ìàññèâíóþ ìîäåëü Òèððèíãà

STM [ψ, ψ̄] =
∫

d2x
(
ψ̄(i∂̂ − m0)ψ − g

2
(ψ̄γµψ)2

)
, (1)

ïðè÷åì

ψ =
(

ψ+

ψ−

)
, γ0 =

(
i

−i

)
= −σ2, γ1 =

(
i

i

)
= iσ1, γ3 = γ0γ1 =

(
−1

1

)
= −σ3.

(2)
Ãàìèëüòîíèàí ìîäåëè Òèððèíãà èìååò âèä

H =
∫

dx (iψ+σ3∂xψ − m0ψ
+σ2ψ + 2gψ+

+ψ+ψ+
−ψ−) (3)

ñ êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè

ψ+
α′(x′)ψα(x) + ψα(x)ψ+

α′(x′) = δα′αδ(x′ − x), (4)

ïðè÷åì èìïóëüñ P è îïåðàòîð ÷èñëà ÷àñòèö Q èìåþò âèä

P = −i

∫
dxψ+∂xψ, Q =

∫
dxψ+ψ. (5)

Äàâàéòå âñïîìíèì êàðòèíêó Äèðàêà. Ñïåêòð ϵ2−p2 = m2 èìååò äâå âåòâè: ϵ = ±
√

p2 + m2. Ñîãëàñ-
íî ïðèíöèïó Ïàóëè â îäíîì ñîñòîÿíèè ìîæåò íàõîäèòüñÿ îäíî âîçáóæäåíèå. Ïîýòîìó ñòàíäàðòíûé
âàêóóì îáðàçîâàí �ìîðåì� ôåðìèîííûõ âîçáóæäåíèé ñ îòðèöàòåëüíûìè ýíåðãèÿìè. Åñëè ìû óäà-
ëèì âñå ýòî �ìîðå�, òî âîçíèêíåò �ãîëûé âàêóóì� èëè ïñåâäîâàêóóì. Î÷åâèäíî, ãîëûé âàêóóì èìååò
áåñêîíå÷íî áîëüøóþ ýíåðãèþ è íå ìîæåò ïðåòåíäîâàòü íà ðîëü îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ. Òåì íå ìåíåå,
èñòèííûé âàêóóì ìîæíî íàéòè êàê �âîçáóæäåíèå� íàä ïñåâäîâàêóóìîì.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé ñâîáîäíûõ ôåðìèîíû g = 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç |Ω⟩ ñîñòîÿíèå, óäî-
âëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

ψα(x)|Ω⟩ = 0, ⟨Ω|ψ+
α (x) = 0. (6)

Ââåäåì âîëíîâóþ ôóíêöèþ �N -÷àñòè÷íîãî� ñîñòîÿíèÿ:

|ΨN ⟩ =
∫

dNxχα1...αN (x1, . . . , xN )ψ+
α1

(x1) . . . ψ+
αN

(xN )|Ω⟩. (7)

Ýòè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè îïåðàòîðà Q:

Q|ΨN ⟩ = N |ΨN ⟩.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé H ðàñïàäàåòñÿ â ñóììó ïî ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì
Q:

H ≃
∞⊕

N=0

HN , v ∈ HN ⇔ Qv = Nv. (8)

Äåéñòâèå ãàìèëüòîíèàíà |ΨN ⟩ èìååò âèä

ĤN =
N∑

k=1

(iσ3
k∂xk

− m0σ
2
k),

ãäå σi
k äåéñòâóåò íà ïðîñòðàíñòâå k-é ÷àñòèöû. Ïðè N = 1 ñîáñòâåííîå ñîñòîÿíèå èìååò âèä

χλ(x) =
(

e−λ/2

−ieλ/2

)
eixm0 sh λ. (9)
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Ìíîãî÷àñòè÷íîå ðåøåíèå ñâîáîäíîïîëåâîãî ãàìèëüòîíèàíà èìååò âèä

χα1...αN

λ1...λN
(x1, . . . , xN ) =

∑
σ

(−1)σ
N∏

k=1

χ
ασk

λσk
(xk). (10)

Ýíåðãèÿ N -÷àñòè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíà

EN (λ1, . . . , λN ) = m0

N∑
k=1

chλk. (11)

Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîãóò ïðèíèìàòü ïàðàìåòðû λ? Åñëè ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ÿùèêå ðàçìåðà L ñ
öèêëè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, òî �áûñòðîòû� λk ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé

eim0L sh λk = 1 k = 1, . . . , N. (12)

Ñëåäîâàòåëüíî,

sh λk =
2πnk

m0L
, nk ∈ Z.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî λk íàõîäèòñÿ ëèáî íà âåùåñòâåííîé îñè, ëèáî íà ïðÿìîé iπ + R. Ïîñëåäíèå ðåøå-
íèÿ ñîîòâåòñòâóþò îòðèöàòåëüíûì ýíåðãèÿì è êîíäåíñàò òàêèõ âîçáóæäåíèé ìîæåò äàòü èñòèííûé
âàêóóì. Î÷åâèäíî, îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ ñîîòâåòñòâóåò ñîñòîÿíèå, â êîòîðîì âñå ñîñòîÿíèÿ îòðèöà-
òåëüíîé ýíåðãèè çàïîëíåíû. Ïîëîæèì λk = iπ+βk. ×òîáû îïðåäåëèòü âàêóóìíóþ ýíåðãèþ, ââåäåì
óëüòðàôèîëåòîâîå îáðåçàíèå

−Θ < βk < Θ, Θ ≃ log
Λ
m0

. (13)

Â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå L → ∞ ýíåðãèÿ âàêóóìà ðàâíà

E0 = −L

∫ Θ

−Θ

dβ ρ(β)m0 chβ, ρ(β) =
1
L

∣∣∣∣dn

dβ

∣∣∣∣ =
m0

2π
chβ.

Êîíå÷íî, ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñàìà ïî ñåáå áåññìûñëåííà, èíòåðåñíû ýíåðãèè âîçáóæäåí-
íûõ ñîñòîÿíèé. Âîçáóæäåíèþ ñ áûñòðîòîé θ ñîîòâåòñòâóåò äîïîëíèòåëüíûé êîðåíü â òî÷êå

λk = θ (÷àñòèöà),

èëè äûðêà (îòñóòñòâèå êîðíÿ) â òî÷êå

λk = θ + iπ (àíòè÷àñòèöà).

Ïîñêîëüêó êîðíè óðàâíåíèé (12) íèêàê íå ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì, ìû ïîëó÷àåì ñèñòåìó íåâçàèìî-
äåéñòâóþùèõ ÷àñòèö è àíòè÷àñòèö ñ p = (m ch θ,m sh θ), ïîä÷èíÿþùèõñÿ ïðèíöèïó Ïàóëè, òî åñòü
òî, ÷òî ìû è äîëæíû áûëè ïîëó÷èòü.

Òåïåðü âêëþ÷èì âçàèìîäåéñòâèå. Îïåðàòîð âçàèìîäåéñòâèÿ â (3) êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì
÷èñëà ÷àñòèö Q, à ïî îòíîøåíèþ ê ïñåâäîâàêóóìó |Ω⟩ íåò íèêàêèõ àíòè÷àñòèö. Ïîýòîìó îïåðàòîð
âçàèìîäåéñòâèÿ äåéñòâóåò âíóòðè ïðîñòðàíñòâ HN :

ĤN =
N∑

k=1

(iσ3
k∂xk

− m0σ
2
k) + g

N∑
k<l

δ(xk − xl)(1 − σ3
kσ3

l ). (14)

Êîíñòðóêöèÿ èç ñèãìà-ìàòðèö â ïðàâîé ÷àñòè åñòü:

1
2
(1 ⊗ 1 − σ3 ⊗ σ3)α′

1α′
2

α1α2 = δα′
1+

δα1+δα′
2−δα2− + δα′

1−δα1−δα′
2+

δα2+. (15)

×ëåí âçàèìîäåéñòâèÿ â ãàìèëüòîíèàíå (14) ïëîõî îïðåäåëåí. Äåéñòâèòåëüíî, áëàãîäàðÿ äåëüòà-
ôóíêöèîíàëüíîìó ÷ëåíó, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ðàçðûâíà ïðè xk = xl. Â òî æå âðåìÿ äåéñòâèå ãà-
ìèëüòîíèàíà çàâèñèò îò âîëíîâîé ôóíêöèè êàê ðàç â ýòîé òî÷êå. Ïîêàæåì, ÷òî, íåñìîòðÿ íà ýòî,
îòâåò íå çàâèñèò îò ðåãóëÿðèçàöèè. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

f ′(x) − cδ(x)f(x) = g(x).
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Ðåãóëÿðèçóåì äåëüòà-ôóíêöèþ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì:

f ′(x) − cδa(x)f(x) = g(x), lim
a→0

δa(x) = δ(x). (16)

Ïóñòü
δa(x) = ϵ′a(x).

Òîãäà
f ′(x)
f(x)

= cϵ′a(x) +
g(x)
f(x)

è ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ a èìååì
f(x) = const ecϵa(x).

Îòñþäà â ïðåäåëå a → 0 èìååì
f(+0) = ecf(−0). (17)

Îäíî÷àñòè÷íûå ñîñòîÿíèÿ îïÿòü îïèñûâàþòñÿ ðåøåíèÿìè (9). Ðàññìîòðèì äâóõ÷àñòè÷íîå ñî-
ñòîÿíèå. Ïîñêîëüêó âçàèìîäåéñòâèå êîíòàêòíîå (îòëè÷íî îò íóëÿ òîëüêî ïðè x1 = x2), ïðè x1 ̸= x2

âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåøåíèå óðàâíåíèé äëÿ ñâîáîäíûõ ôåðìèîíîâ. Áëàãîäàðÿ
çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà, ðàññåÿíèå áåçîòðàæàòåëüíî è ìû èìååì:

χα1α2
λ1λ2

(x1, x2) =

{
A12χ

α1
λ1

(x1)χα2
λ2

(x2) − A21χ
α1
λ2

(x1)χα2
λ1

(x2) ïðè x1 < x2,

A21χ
α1
λ1

(x1)χα2
λ2

(x2) − A12χ
α1
λ2

(x1)χα2
λ1

(x2) ïðè x1 > x2.
(18)

Ýòà ôóíêöèÿ, î÷åâèäíî, àíòèñèììåòðè÷íà ïî (α1, x1), (α2, x2) è ñîäåðæèò (ñ òî÷íîñòüþ äî îáùåãî
ìíîæèòåëÿ) îäèí ñâîáîäíûé ïàðàìåòð A12/A21, êîòîðûé äîëæåí çàâèñåòü îò êîíñòàíòû ñâÿçè g.
Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå äàåò

A12

A21
= R(λ1 − λ2), R(λ) = e−iΦ(λ) =

ch λ+ig
2

ch λ−ig
2

. (19)

Ôóíêöèþ Φ(λ) óäîáíî ôèêñèðîâàòü óñëîâèåì êîñîñèììåòðè÷íîñòè

Φ(−λ) = −Φ(λ). (20)

Âåëè÷èíû λk åñòåñòâåííî îïðåäåëåíû ïî ìîäóëþ 2πi.
Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ R(λ) ïåðèîäè÷íà ïî g ñ ïåðèîäîì 2π. Òàê êàê ìû áóäåì ñòðîèòü âàêóóì,

áëèçêèé ê âàêóóìó ñâîáîäíûõ ôåðìèîíîâ, ñëåäóåò ñ÷èòàòü, ÷òî ðåøåíèå èìååò ñìûñë ïðè

−π < g < π. (21)

Òåïåðü íåòðóäíî ïîñòðîèòü îáùåå N -÷àñòè÷íîå ðåøåíèå (àíçàòö Áåòå):

χα1...αN

λ1...λN
(x1, . . . , xN ) =

∑
τ

(−1)στAλτ1 ,...,λτN
[σ]

N∏
k=1

χ
ασk

λτk
(xσk

) ïðè xσ1 < . . . < xσN . (22)

Êîýôôèöèåíòû A óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿìè

A...,λi,λi+1,...[. . . , σi, σi+1, . . .] = R(λi − λi+1)A...,λi+1,λi,...[. . . , σi+1, σi, . . .]. (23)

Íàëîæèì òåïåðü öèêëè÷åñêîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå

χ(. . . , xk + L, . . .) = χ(. . . , xk, . . .). (24)

Òîãäà ïîëó÷èì

eim0L sh λk =
N∏

l=1
l ̸=k

R(λk − λl). (25)
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Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé íà ïàðàìåòðû λk íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé Áåòå. Óðàâíåíèÿ Áåòå �
íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñ N íåèçâåñòíûìè, ïðè÷åì, êàê îæèäàåòñÿ, â ôèçè÷åñêè èíòåðåñíûõ ñëó÷àÿõ
N → ∞. Òåì íå ìåíåå, ñäåëàí îãðîìíûé øàã: ðåøåíèå çàäà÷è ñâåäåíî ê ðåøåíèþ ñèñòåìû àëãåá-
ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Êàæäîìó ðåøåíèþ ýòîé ñèñòåìû, ò. å. êàæäîìó íàáîðó ÷èñåë (λ1, . . . , λN ),
óäîâëåòâîðÿþùåìó (25), ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû. Êîìïîíåíòû λk ðåøåíèÿ
íàçûâàþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèé Áåòå.

Ëîãàðèôìèðóÿ óðàâíåíèÿ Áåòå, íàéäåì

m0L shλk +
N∑

l=1

Φ(λk − λl) = 2πnk, (26)

ïðè÷åì ýíåðãèÿ è èìïóëüñ ñîñòîÿíèÿ ðàâíû

EN (λ1, . . . , λN ) = m0

N∑
i=1

chλi, PN (λ1, . . . , λN ) = m0

N∑
i=1

shλi. (27)

Çàäàäèìñÿ âîïðîñîì: êàê ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ êîðíè óðàâíåíèé Áåòå? Åñòåñòâåííî, ïîäõîäÿò âå-
ùåñòâåííûå êîðíè è êîðíè íà ïðÿìîé iπ + R. Îáùèå êîìïëåêñíûå êîðíè ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ
ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îäíîé èç ïðÿìûõ R è iπ + R. Áîëåå ïîäðîáíûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî
äðóãèõ òèïîâ ðåøåíèé íå ìîæåò áûòü.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Áåòå âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñâÿçàíû ñ íàáîðàìè ÷èñåë
(n1, . . . , nN ). Ïîíÿòíî òàêæå, ÷òî ðàçëè÷íûì nk ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå λk è íàîáîðîò. Èç ïðèí-
öèïà Ïàóëè ñëåäóåò, ÷òî âñå λk äîëæíû áûòü ðàçëè÷íû è ÷òî, ñëåäîâàòåëüíî,

nk ̸= nl (k ̸= l). (28)

Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íàèìåíüøåé ýíåðãèè îòâå÷àåò ðåøåíèå óðàâíåíèé Áåòå ñ îòðè-
öàòåëüíûìè ýíåðãèÿìè �ãîëûõ ÷àñòèö�, ò. å. ñ Im λk = π. Áóäåì ïèñàòü

λk = iπ + βk.

×òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ýíåðãèþ, íàäî çàïîëíèòü âñå ñîñòîÿíèÿ îòðèöàòåëüíîé ýíåðãèè, ïîýòîìó
íàäî, ÷òîáû öåëûå ÷èñëà nk øëè ÷åðåç åäèíèöó:

nk+1 − nk = ±1, (29)

ïðè÷åì óäîáíî âûáðàòü çíàê òàê, ÷òîáû âåëè÷èíà βk ðîñëà ñ k. Ïîýòîìó ïðèìåì

nk = k0 − k

ñ íåêîòîðûì k0. Òîãäà

m0L sh βk = 2π(k − k0) +
N∑

l=1

Φ(βk − βl).

Â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå L → ∞ ðàññòîÿíèå ìåæäó óðîâíÿìè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ è ìîæíî
ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ýòî óðàâíåíèå ïî βk. Ìû ïîëó÷èì

m0 chβ = 2πρ(β) +
∫ Θ

−Θ

dβ′ Φ′(β − β′)ρ(β′). (30)

Çäåñü

ρ(β) =
1
L

dk

dβ
(31)

� ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé, ñâÿçàííàÿ ñ ÷èñëîì ãîëûõ ÷àñòèö N â ñîñòîÿíèè ôîðìóëîé∫ Θ

−Θ

dβ ρ(β) =
N

L
. (32)
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Ïðè Θ → ∞ âåëè÷èíà m0 ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ïðè g > 0 è ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè g < 0. Ïðè g > 0
ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ρ(β)/m0 → ∞. Ïîýòîìó ñëåäóåò èñêàòü ôîðìàëüíîå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç (30) ïðè m0 = 0, Θ → ∞. Îíî èìååò âèä

ρ(β) = const · ch πβ

π + g
. (33)

Êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè âû÷èñëÿåòñÿ áîëåå àêêóðàòíûì âû÷èñëåíèåì è îêàçûâàåòñÿ
êîíå÷íûì.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ìîðå ôåðìèîíîâ ñ îäíîé äûðêîé ñ áûñòðîòîé βn = λ.1 Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà
óðàâíåíèé âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

m0 chβ = 2πρ(β) − Φ′(β − λ)
L

+
∫ Θ

−Θ

dβ′ Φ′(β − β′)ρ(β′). (34)

Îáîçíà÷èâ ÷åðåç ρ0(β) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (30) è âû÷òÿ ýòî óðàâíåíèå èç (34), ïîëó÷èì

2πδρ(β, λ) +
∫ Θ

−Θ

dβ′ Φ′(β − β′)δρ(β′, λ) =
1
L

Φ′(β − λ). (35)

Çäåñü
δρ(β, λ) = ρ(β) − ρ0(β).

Â ïðåäåëå Θ → ∞ ýòî óðàâíåíèå ëåãêî ðåøèòü ìåòîäîì Ôóðüå. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

Φ′
ω =

∫ ∞

−∞
dβ Φ′(β)eiβω, δρω(λ) =

∫ ∞

−∞
dβ δρ(β, λ)eiβω.

Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ê óðàâíåíèþ (35), ïîëó÷àåì àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå

2πδρω(λ) + Φ′
ωδρω(λ) =

1
L

Φ′
ωeiλω.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

Φ′
ω = −2π

sh gω

shπω
, δρω(λ) = − 1

L

sh gω

sh π−g
2 ω ch π+g

2 ω
eiλω. (36)

Ýíåðãèÿ âîçáóæäåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàçíîñòü EN+1 − EN è ðàâíà

ϵ(λ) = m0 chλ − m0L

∫ Θ

−Θ

dβ δρ(β, λ) chβ,

p(λ) = m0 shλ − m0L

∫ Θ

−Θ

dβ δρ(β, λ) sh β.

Ñèòóàöèÿ çäåñü ðàçëè÷íà ïðè ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ g.
Ïðè g < 0 èíòåãðàëû â ýòèõ âûðàæåíèÿõ ñõîäÿòñÿ ïðè Θ → ∞. Íî åñëè ìû ïîëîæèì Θ =

∞, ìû ïîëó÷èì, ÷òî ϵ(λ) = p(λ) = 0, òàê êàê δρ±i = 1
Le±λ. Ïîýòîìó ñëåäóåò ïåðåíîðìèðîâàòü

çàòðàâî÷íóþ ìàññó m0. ßâíîå âû÷èñëåíèå ïåðâîé ïîïðàâêè, ñâÿçàííîé ñ ïîëþñàìè ôóíêöèè δρω â
òî÷êàõ ω = ± iπ

π+g äàåò

m0 = M exp
(
− g

π + g
Θ

)
∼ M

(m0

Λ

)g/(π+g)

, (37)

ãäå M � êîíå÷íàÿ ïîñòîÿííàÿ ðàçìåðíîñòè ìàññû. Ñðàâíèâàÿ ñ íàøåé ïðåäûäóùåé îöåíêîé

m0 ∼ M2−β2
, (38)

1Ê ñîæàëåíèþ, â ïðåäûäóùåé âåðñèè ëåêöèè ïðè ðàññìîòðåíèè ìîðÿ ôåðìèîíîâ ñ îäíîé äîïîëíèòåëüíîé ÷àñòèöåé

áûëà äîïóùåíà îøèáêà. ß áëàãîäàðåí È. Ïðîòîïîïîâó, çàìåòèâøåìó åå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 6.4. Èññëåäîâàíèå

äîïîëíèòåëüíîé ÷àñòèöû íà ñàìîì äåëå òðåáóåò ðàññìîòðåíèÿ òàê íàçûâàåìûõ ñòðóííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Áåòå.
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ãäå β � êîíñòàíòà ñâÿçè ìîäåëè ñèíóñ-Ãîðäîíà, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

g

π
= 1 − β2,

îòëè÷íîå îò ñîîòíîøåíèÿ
g

π
= β−2 − 1,

ïðèâåäåííîãî â Ëåêöèè 2. Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íîðìèðîâêà êîíñòàíòû ñâÿçè gBA â àíçàòöå
Áåòå îòëè÷íà îò ôèçè÷åñêîé íîðìèðîâêè gOPE, îïðåäåëåííîé îïåðàòîðíûìè ðàçëîæåíèÿìè, çà
ïðåäåëàìè ïåðâîé ïîïðàâêè ïî òåîðèè âîçìóùåíèé. Òåì íå ìåíåå, åñëè ïîñòóëèðîâàòü

gBA

π
=

gOPE

π + gOPE
,

òî ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ðàçíûìè ñïîñîáàìè, ñîâïàäàþò. Çàìåòèì, ÷òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ (21)
äëÿ êîíñòàíòû gBA ýêâèâàëåíòíà îáëàñòè ðåëåâàíòíîñòè âîçìóùåíèÿ äëÿ ìîäåëè ñèíóñ-Ãîðäîí:

0 < β2 < 2.

Ïðè g > 0 ñèòóàöèÿ íåñêîëüêî èíàÿ. Ïîëþñû ôóíêöèè δρω(λ) ïðè ω = ±iπ/(π + g) ñòàíîâÿòñÿ
áëèæå ê âåùåñòâåííîé îñè, ÷åì òî÷êè ±i. Ýòî çíà÷èò, ÷òî èíòåãðàëû â ôîðìóëàõ äëÿ èìïóëüñà è
ýíåðãèè ðàñõîäÿòñÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò m0 → 0. Ñòðîãî ãîâîðÿ, òðåáóåòñÿ ÿâíîå âû÷èñëåíèå δρ(β, λ)
è çàòåì èíòåãðàëîâ äëÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà âîçáóæäåíèé. Îäíàêî âñÿ ýòà ïðîöåäóðà ïðèâîäèò ê
îòâåòàì, ïîëó÷àþùèìñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì èç îáëàñòè g < 0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ôîðìóëà
äëÿ ïåðåíîðìèðîâêè ìàññû (37) âåðíà è â ýòîì ñëó÷àå.

Ýíåðãèÿ è èìïóëüñ âîçáóæäåíèÿ ðàâíû (g = gBA)

ϵ(λ) = m ch
πλ

π + g
, p(λ) = m sh

πλ

π + g
, m =

M

g
ctg

(
π

2
π − g

π + g

)
. (39)

Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòèöû èìåþò ðåëÿòèâèñòñêèé ñïåêòð ñ áûñòðîòîé

θ =
πλ

π + g
.

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ ñïåêòð äûðîê, ñîîòâåòñòâóþùèé àíòè÷àñòèöàì.
Ñëåäóåò åùå âû÷èñëèòü S-ìàòðèöó ÷àñòèö è äûðîê. Äëÿ ýòîãî íàäî ðàññìîòðåòü ñèñòåìó èç

äâóõ ÷àñòèö è ñðàâíèòü óðàâíåíèÿ íà ôàçû ýòèõ ÷àñòèö ñ óðàâíåíèåì íà ôàçû, ñëåäóþùèì èç S-
ìàòðèöû. Ðåàëüíî ñäåëàòü ýòî äîâîëüíî ñëîæíî, ïîýòîìó ïðîùå íàéòè S-ìàòðèöó òàê, êàê îíà áûëà
íàéäåíà äëÿ O(N)-ìîäåëåé â ïðîøëîé ëåêöèè. ßâíûé âèä â áàçèñå (++, +−,−+,−−) ñëåäóþùèé:

S(θ) =
(
Sα1α2

β1β2
(θ)

)
=


a(θ)

b(θ) c(θ)
c(θ) b(θ)

a(θ)

 , (40)

ïðè÷åì

b(θ)
a(θ)

=
sh θ

p

sh iπ−θ
p

,
c(θ)
a(θ)

=
sh iπ

p

sh iπ−θ
p

,

(
β2 = 2

p

p + 1

)
. (41)

Îáùèé ìíîæèòåëü èìååò äîâîëüíî ñëîæíûé âèä:

a(θ) = −
Γ

(
1
p

)
Γ

(
1 + iθ

πp

)
Γ

(
1
p + iθ

πp

) ∞∏
n=0

Rn(θ)Rn(iπ − θ)
Rn(0)Rn(iπ)

, Rn(θ) =
Γ

(
2n
p + iθ

πp

)
Γ

(
1 + 2n

p + iθ
πp

)
Γ

(
2n+1

p + iθ
πp

)
Γ

(
1 + 2n−1

p + iθ
πp

) .

(42)
Ïðè 0 < p < 1 (0 < β2 < 1) â òåîðèè èìåþòñÿ ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëþñàì â
òî÷êàõ

θn = iπ − iπpn, n = 1, 2, . . . ,

⌊
1
p

⌋
.

Ìàññû ýòèõ ñîñòîÿíèé ðàâíû

Mn = 2m sin
πpn

2
(43)
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Çàäà÷è

1. Ïîëó÷èòå (3) èç (1). Âûâåäèòå (14).
2. Ïîëó÷èòå (9).
3. Âûâåäèòå (19).
4. Ïîëó÷èòå ñîîòíîøåíèÿ (37) è (39).
5.Ìåòîäîì àíçàòöà Áåòå íàéäèòå âîëíîâóþ ôóíêöèþ ñèñòåìû N òîæäåñòâåííûõ íåðåëÿòèâèñò-

ñêèõ áîçîíîâ, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷åðåç ïîòåíöèàë

U(x) = cδ(x).

Íàéäèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé Áåòå äëÿ íèõ. Íàïèøèòå ýòó ñèñòåìó â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå
ïðè êîíå÷íîé ïëîòíîñòè ÷àñòèö n. Íàéäèòå ýíåðãèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ â ïðåäåëå c → ∞.
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