
Ëåêöèÿ 17

Ìîäåëü ëüäà è êîììóòèðóþùèå òðàíñôåð-ìàòðèöû

Ìû óæå ðàññìàòðèâàëè äâóìåðíóþ òî÷íî ðåøàåìóþ ìîäåëü êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõà-
íèêè � ìîäåëü Èçèíãà. Ðàññìîòðèì òåïåðü äðóãóþ ìîäåëü � øåñòèâåðøèííóþ ìîäåëü èëè ìîäåëü
ëüäà. Ïóñòü íà ðåáðàõ êâàäðàòíîé ðåøåòêè æèâóò ¾ñïèíû¿ ε = ±, à âçàèìîäåéñòâèå èìååò ìåñòî â
âåðøèíàõ. Èìåííî, êàæäîé êîíôèãóðàöèè ñïèíîâ âîêðóã âåðøèíû
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. Ñòðåëêè çäåñü îáîçíà÷àþò îðèåíòàöèþ ðåøåòêè.
Êîíôèãóðàöèåé C íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü çíà÷åíèé ñïèíîâ íà âñåõ ðåáðàõ ðåøåòêè. Âåñîì

êîíôèãóðàöèè W (C) íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå áîëüöìàíîâñêèõ âåñîâ âî âñåõ âåðøèíàõ ðåøåòêè.
Îñíîâíîé êîíôèãóðàöèåé íàçûâàåòñÿ êîíôèãóðàöèÿ íàèáîëüøåãî âåñà. Ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììîé

íàçûâàåòñÿ ñóììà âåñîâ ïî âñåì êîíôèãóðàöèÿì Z =
∑

C W (C). Øåñòèâåðøèííîé ìîäåëüþ íàçû-
âàåòñÿ ìîäåëü, â êîòîðîé íåíóëåâûå âåñà èìåþòñÿ òîëüêî ïðè

ε1 + ε2 = ε3 + ε4 (1)

è âåñà èíâàðèàíòíû ïî îòíîøåíèþ ê èíâåðñèè âñåõ ñïèíîâ:

R−ε3 −ε4
−ε1 −ε2

= Rε3ε4
ε1ε2

. (2)

Èòàê, âîêðóã êàæäîé âåðøèíû äîïóñêàåòñÿ îäíà èç ñëåäóþùèõ øåñòè êîíôèãóðàöèé
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Ìàòðèöó R ìîæíî â ýòîì ñëó÷àå çàïèñàòü â âèäå

R =


a

b c
c b

a

 . (3)

Ðàññìîòðèì ìîäåëü íà ðåøåòêå ðàçìåðà M × N ñ öèêëè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè è ââåäåì
òðàíñôåð-ìàòðèöó ñòîëáöà

T
ε′
1...ε′

N
ε1...εN =

∑
µ1...µN

R
µ2ε′

1
µ1ε1R

µ3ε′
2

µ2ε2 . . . R
µ1ε′

N
µN εN . (4)

Ìàòðèöó R óäîáíî ðàññìàòðèâàòü êàê îïåðàòîð

R : C ⊗ C → C ⊗ C, vε1 ⊗ vε2 7→ Rε1ε2
ε′
1ε′

2
vε′

1
⊗ vε′

2
.

Çäåñü vε � åñòåñòâåííûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå V = C2. Åñëè èìååòñÿ íàáîð èäåíòè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ
V1⊗V2⊗ . . .⊗Vk, òî ÷åðåç Rij ìû áóäåì îáîçíà÷àòü îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé íà ïðîèçâåäåíèè Vi⊗Vj
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êàê R, à íà äðóãèõ Vl êàê åäèíè÷íûé îïåðàòîð. Òîãäà òðàíñôåð-ìàòðèöó ìîæíî çàïèñàòü êîìïàêòíî
â âèäå

T = trV0(R0N . . . R02R01). (5)

Îïåðàòîð ïîä çíàêîì ñëåäà çàñëóæèâàåò îòäåëüíîãî îáîçíà÷åíèÿ

L = R0N . . . R02R01 =
(

A B
C D

)
(6)

è íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì ìîíîäðîìèè. Î÷åâèäíî

T = A + D. (7)

Ïðîñòðàíñòâî V1 ⊗ . . . ⊗ VN íàçûâàåòñÿ êâàíòîâûì ïðîñòðàíñòâîì, à ïðîñòðàíñòâî V0 � âñïî-

ìîãàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì. Îïåðàòîð L ðàññìàòðèâàåòñÿ îáû÷íî êàê îïåðàòîð â êâàíòîâîì
ïðîñòðàíñòâå è êàê ìàòðèöà � âî âñïîìîãàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Îïåðàòîðû A, . . . ,D äåéñòâóþò
â êâàíòîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ðåøåíèå çàäà÷è î íàõîæäåíèè ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû øåñòèâåðøèííîé ìîäåëè ñâîäèòñÿ ê çà-
äà÷å î íàõîæäåíèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé òðàíñôåð-ìàòðèöû. Êîãäà òàêîãî òèïà çàäà÷à ìîãëà
áû áûòü ðàçðåøèìà òî÷íî? Ïî ñóòè ýòî âîïðîñ î êâàíòîâîé èíòåãðèðóåìîñòè ìîäåëè. ×òî òà-
êîå êâàíòîâàÿ èíòåãðèðóåìîñòü, ìû òî÷íî íå çíàåì, íî èç êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè ìû çíàåì, ÷òî
ìîäåëü èíòåãðèðóåìà òîãäà, êîãäà â íåé èìååòñÿ äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ
â èíâîëþöèè. Ïîýòîìó íàì õîòåëîñü áû èìåòü äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî îïåðàòîðîâ, êîììóòèðóþ-
ùèõ ñ òðàíñôåð-ìàòðèöåé è äðóã ñ äðóãîì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêèå èíòåãðàëû èìåþò ñíîâà âèä
òðàíñôåð-ìàòðèöû T ′ ñ êàêîé-òî äðóãîé ìàòðèöåé R′ âèäà (3). Èòàê, ïóñòü èìåþòñÿ îïåðàòîðû T
è T ′ âèäà (5) ñ R-ìàòðèöàìè âèäà (3). Êîãäà îíè êîììóòèðóþò? Äîñòàòî÷íîå (õîòÿ è íå íåîáõî-
äèìîå) óñëîâèå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê. Îïåðàòîðû T è T ′ êîììóòèðóþò òîãäà, êîãäà èìååòñÿ
ìàòðèöà R′′ âèäà (3), òàêàÿ ÷òî

R′′
12R

′
13R23 = R23R

′
13R

′′
12. (8)

Ãðàôè÷åñêè ýòî âûãëÿäèò òàê:
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Ýòî ñîîòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ßíãà�Áàêñòåðà.
Êîììóòàòèâíîñòü òðàíñôåð-ìàòðèö T è T ′ ïðè óñëîâèè (8) ëåãêî äîêàçàòü ãðàôè÷åñêè (öèêëè-

÷åñêèå óñëîâèÿ íà âåðòèêàëüíûõ ëèíèÿõ ïîäðàçóìåâàþòñÿ):
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Â âèäå ôîðìóë ýòî çàïèñûâàåòñÿ òàê. Èç óðàâíåíèÿ ßíãà�Áàêñòåðà ñëåäóåò, ÷òî

R′′
12L

′
1L2 = L2L

′
1R

′′
12,

ãäå îïåðàòîðû L′
1 è L2 äåéñòâóþò íà îäíîì è òîì æå êâàíòîâîì ïðîñòðàíñòâå, íî èìåþò ðàçíûå

âñïîìîãàòåëüíûå ïðîñòðàíñòâà V1 è V2. Òîãäà

T ′T = trV1⊗V2(L
′
1L2) = trV1⊗V2((R

′′
12)

−1R′′
12L

′
1L2) = trV1⊗V2((R

′′
12)

−1L2L
′
1R

′′
12)

= trV1⊗V2(R
′′
12(R

′′
12)

−1L2L
′
1) = trV1⊗V2(L2L

′
1) = TT ′.
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Íå áóäåì âûâîäèòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ßíãà�Áàêñòåðà ïîñëåäîâàòåëüíî, ïðèâåäåì òîëüêî îòâåò.
Ïîíÿòíî, ÷òî íîðìèðîâêà R-ìàòðèö íå âàæíà, ïîýòîìó R-ìàòðèöû ìîæíî ïàðàìåòðèçîâàòü äâóìÿ
ïåðåìåííûìè. Îáîçíà÷èì èõ λ è u. Óäîáíî ââåñòè òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ïàðàìåòðèçàöèþ

a(λ, u) = sin(λ − u),
b(λ, u) = sin u,

c(λ, u) = sin λ,

(9)

åñëè c < a + b, a < b + c, b < a + c, è

a(λ, u) = sh(λ − u),
b(λ, u) = sh u,

c(λ, u) = sh λ,

(10)

åñëè c > a + b. Ñëó÷àè a > b + c è b > a + c íå èíòåðåñíû (ñì. íèæå).
Â ïàðàìåòðèçàöèè (9) èëè (10) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ßíãà�Áàêñòåðà èìååò âèä

R = R(λ, u2 − u3),
R′ = R(λ, u1 − u3),
R′′ = R(λ, u1 − u2).

(11)

Ïàðàìåòð λ äîëæåí áûòü îäèíàêîâ äëÿ âñåõ òðåõ ìàòðèö è â äàëüíåéøåì ìû áóäåì åãî îïóñêàòü.
Ïàðàìåòð u ó âñåõ òðåõ ìàòðèö ðàçëè÷åí, õîòÿ åãî çíà÷åíèÿ è ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì. Âàæíî, ÷òî
äëÿ ëþáûõ äâóõ ìàòðèö R è R′ ñ îäèíàêîâûì çíà÷åíèåì λ èìååòñÿ ìàòðèöà R′′ (ñ òåì æå, êñòàòè,
çíà÷åíèåì λ). Ýòî çíà÷èò, ÷òî èìååòñÿ öåëîå ñåìåéñòâî êîììóòèðóþùèõ òðàíñôåð-ìàòðèö T (u) ñ
ïðîèçâîëüíûìè u è ôèêñèðîâàííûì λ:

[T (u), T (u′)] = 0 ∀u, u′. (12)

Ïåðåìåííàÿ u íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì.
Çàìåòèì, ÷òî ïàðàìåòð ui óäîáíî ïðèïèñàòü i-é ëèíèè, à R-ìàòðèöó çàïèñûâàòü â âèäå

R(u − v)ε3ε4
ε1ε2

= ................................
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Ñîîòíîøåíèå ßíãà�Áàêñòåðà

R12(u1 − u2)R13(u1 − u3)R23(u2 − u3) = R23(u2 − u3)R13(u1 − u3)R12(u1 − u2) (13)

ìîæíî òîãäà èçîáðàçèòü êàê
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Â òàêîì âèäå óðàâíåíèå ßíãà�Áàêñòåðà âîçíèêëî â òåîðèè ïîëÿ êàê óñëîâèå ôàêòîðèçàöèè ìíîãî-
÷àñòè÷íîãî ðàññåÿíèÿ íà äâóõ÷àñòè÷íûå. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî R-ìàòðèöû (9) è (10) óäîâëåòâîðÿþò
ñîîòíîøåíèÿì êðîññèíã-ñèììåòðèè è óíèòàðíîñòè âèäà

R(λ − u)ε3ε4
ε1ε2

= R(u)ε2 −ε3
ε4 −ε1

, R12(u)R21(−u) = a(u)a(−u). (14)

Íàëè÷èå êîíòèíóàëüíîãî ñåìåéñòâà èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ, êîíå÷íî, íå îçíà÷àåò, ÷òî èõ äåéñòâè-
òåëüíî áåñêîíå÷íî ìíîãî. Íà ñàìîì äåëå ÷àñòü èç íèõ çàâèñèìû, òàê ÷òî èõ êîëè÷åñòâî êîíå÷íî,
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íî äîñòàòî÷íî äëÿ èíòåãðèðóåìîñòè. Èçáàâèòüñÿ îò êîíòèíóàëüíîãî ïàðàìåòðà ìîæíî, ó÷òÿ àíà-
ëèòè÷íîñòü òðàíñôåð-ìàòðèöû êàê ôóíêöèè u è ðàññìîòðåâ ïðîèçâîäÿùèé ôóíêöèîíàë

T−1(0)T (u) = 1 −
∞∑

n=1

Hnun

n!
.

Ãàìèëüòîíèàíû Hn êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì

[Hm,Hn] = 0 ∀m,n

è îáðàçóþò ñåìåéñòâî ëîêàëüíûõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ. Ëîêàëüíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî Hn ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå

∑N
i=1 In,i, ãäå In,i çàâèñèò òîëüêî îò êîíå÷íîãî ÷èñëà óçëîâ i, i+1, . . . , i+n. Íà ñàìîì

äåëå òîëüêî ïåðâûå N − 1 èíòåãðàëîâ Hn è îïåðàòîð T (0) íåçàâèñèìû. Îïåðàòîð H1 íàéòè î÷åíü
ëåãêî. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå

Ř(u) = R(u)P =


a(u)

c(u) b(u)
b(u) c(u)

a(u)

 = 1 sin λ +


−u cos λ

u
u

−u cos λ

 + O(u2)

= sin λ − (h + const )u + O(u2),

ãäå

h = −1
2
(σx ⊗ σx + σy ⊗ σy − cos λ σz ⊗ σz).

Â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî u èìåííî ýòè ñëàãàåìûå äàäóò âêëàä â H1. Èõ íå î÷åíü ñëîæíî ñîáðàòü
(íàïðèìåð, â èíäåêñíûõ îáîçíà÷åíèÿõ), è ïîëó÷èòü

H1 = HXXZ + const ,

ãäå HXXZ � ãàìèëüòîíèàí XXZ-ìîäåëè Ãàéçåíáåðãà:

HXXZ = −1
2

N∑
n=1

(σx
nσx

n+1 + σy
nσy

n+1 + ∆σz
nσz

n+1), (15)

ãäå

∆ = − cos λ =
a2 + b2 − c2

2ab
(16)

(ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âåðíî ïðè ëþáûõ u). Â ñëó÷àå c > a + b èìååì

∆ = − chλ. (16′)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê äèàãîíàëèçàöèè XXZ-ãàìèëüòîíèàíà, êîòîðóþ ìû (÷àñòè÷-
íî) ðåøèëè â ïðîøëûé ðàç. Â ÷àñòíîñòè, óñëîâèå ëüäà â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò ñîõðàíåíèþ z-
êîìïîíåíòû ñïèíà:

[T (u), Sz] = [HXXZ, Sz] = 0. (17)

Çàäà÷è

1. Ïðîâåðüòå, ÷òî ∆ = (a2 + b2 − c2)/2ab ðàâíî − cos λ èëè − chλ â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðè-
çàöèè.

2. Äîïîëíèì ìîäåëü äâóìÿ äîïîëíèòåëüíûìè âåðøèíàìè ñ îäèíàêîâûì âåñîì:

d = ................................

..........

.......

........

.......

+

+

−

− = ................................
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.......

........

.......

−

−

+

+
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ìîäåëü ñ òàêèìè âåðøèíàìè óæå íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ëüäà è íàçûâàåòñÿ âîñüìèâåðøèííîé

ìîäåëüþ. Ïîêàæèòå, ÷òî äâå òðàíñôåðìàòðèöû R è R′ êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé, åñëè èõ âåñà
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

∆ =
a2 + b2 − c2 − d2

2(ab − cd)
=

a′2 + b′2 − c′2 − d′2

2(a′b′ − c′d′)
, Γ =

ab − cd

ab + cd
=

a′b′ − c′d′

a′b′ + c′d′ .

Ðàññìîòðèì íåáîëüøóþ îêðåñòíîñòü òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ a = c = 1, b = d = 0:

a = 1 + αu + O(u2), b = u + O(u2), c = 1 + O(u2), d = δu + O(u2).

Ïîêàæèòå, ÷òî ðàçëîæåíèå T−1(0)T (u) äàåò â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî u ãàìèëüòîíèàí

HXYZ = −1
2

N∑
n=1

(
Jxσx

nσx
n+1 + Jyσy

nσy
n+1 + Jzσ

z
nσz

n+1

)
,

ãäå Jx : Jy : Jz = 1 : Γ : ∆.
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