
Ëåêöèÿ 20

Êîíôîðìíûå ñåìåéñòâà è êîíôîðìíûå áëîêè

Ïóñòü {ϕI(x)} � ïîëíûé áàçèñ ëîêàëüíûõ ïîëåé â òåîðèè. Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðîèç-
âåäåíèå äâóõ ïîëåé ϕI(x′)ϕJ(x) ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ýòîìó áàçèñó:

ϕI(x′)ϕJ(x) =
∑
K

CK
IJ (x′, x)ϕc(x). (1)

Ôóíêöèè CK
IJ(x′, x) íàçûâàþòñÿ ñòðóêòóðíûìè ôóíêöèÿìè. Â ñëó÷àå êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ è

áàçèñà, ñîñòîÿùåãî èç ïîëåé ôèêñèðîâàííûõ ðàçìåðíîñòåé, èìååì

ϕI(z′, z̄′)ϕJ(z, z̄) =
∑
K

(z′ − z)∆K−∆I−∆J (z̄′ − z̄)∆̄K−∆̄I−∆̄J CK
IJϕK(x). (2)

Òåïåðü îïåðàòîðíàÿ àëãåáðà îïèñûâàåòñÿ ñòðóêòóðíûìè êîíñòàíòàìè CK
IJ .

Ñòðóêòóðíûå ôóíêöèè òåñíî ñâÿçàíû ñ êîððåëÿöèîííûìè ôóíêöèÿìè â ñèñòåìå. Íà÷íåì ñ äâóõ-
òî÷å÷íîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè. Îíà ïðîñòî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îäíîòî÷å÷íûå.

⟨ϕI(x1)ϕJ(x2)⟩ =
∑
K

CK
IJ(x1, x2)⟨ϕK(x)⟩.

Â êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ íåíóëåâîå âàêóóìíîå ñðåäíåå íà ïëîñêîñòè ìîæåò èìåòü òîëüêî ïî-
ëå êîíôîðìíîé ðàçìåðíîñòè 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîå ïîëå åäèíñòâåííî è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
åäèíè÷íîå ïîëå 1. Ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå èìååì

⟨ϕI(x1)ϕJ(x2)⟩ =
C1

IJ

z∆I+∆J
12 z̄∆̄I+∆̄J

12

, x12 = x1 − x2.

Òðåõòî÷å÷íàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà

⟨ϕI(x1)ϕJ(x2)ϕK(x3)⟩ =
∑
M

C1
IMCM

JK

z∆I+∆M
13 z∆J+∆K−∆M

23 z̄∆̄I+∆̄M
13 z̄∆̄J+∆̄K−∆̄M

23

.

Çäåñü ìû ñíà÷àëà ¾ñëèëè¿ ïîëÿ ϕJ è ϕK è ðàçëîæèëè ðåçóëüòàò ïî ïîëÿì ϕM , à çàòåì ñëèëè
ϕI ñ ϕM . Ìû ìîãëè áû ñëèâàòü ïîëÿ â äðóãîì ïîðÿäêå, íàïðèìåð, ñíà÷àëà ϕI ñ ϕJ , à ïîòîì ϕK ,
è ïîëó÷èëè áû äðóãîå âûðàæåíèå. Óñëîâèå ñîãëàñîâàííîñòè îïåðàòîðíûõ ðàçëîæåíèé ñîñòîèò â
òîì, ÷òî âñå òàêèå ñëèÿíèÿ äîëæíû äàòü îäèí è òîò æå ðåçóëüòàò. Íàèáîëåå îáùåå óñëîâèå ñëèÿ-
íèÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè ÷åòûðåõòî÷å÷íûõ ôóíêöèé, íî ïðåæäå ÷åì èõ ðàññìàòðèâàòü,
äàâàéòå âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ìû çíàåì î êîíôîðìíîé ñèììåòðèè â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå,
÷òîáû ïåðåïèñàòü ðàçëîæåíèå (2) áîëåå äåòàëüíî.

Ìû óæå çíàåì, ÷òî ïîëÿ â êîíôîðìíîé òåîðèè êëàññèôèöèðóþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿìè äâóõ êîïèé
àëãåáðû Âèðàñîðî. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ïîïðîáîâàòü ðàçáèòü ñóììó â ñóììó ïî êîíôîðìíûì ñå-

ìåéñòâàì. Ïóñòü {ϕi(x)} � ñîâîêóïíîñòü ïåðâè÷íûõ ïîëåé â òåîðèè.1 Ïîòîìêàìè èëè âòîðè÷íû-

ìè ïîëÿìè ìû áóäåì íàçûâàòü îïåðàòîðû, ïîëó÷àåìûå äåéñòâèåì ãåíåðàòîðîâ àëãåáðû Âèðàñîðî
íà ïåðâè÷íûå ïîëÿ, òî åñòü ëèíåéíûå êîìáèíàöèè îïåðàòîðîâ âèäà

(L−n1 . . .L−nk
L̄−m1 . . . L̄−ml

ϕi)(x),

Çäåñü Ln îïðåäåëåíû ðàâåíñòâîì

(Lnϕ)(z) =
∮

Cz

dw

2πi
(w − z)n+1T (w)ϕ(z). (3)

Îïåðàòîðû L̄n îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.

1Âñå ïåðâè÷íûå ïîëÿ íå îáðàçóþò ïðîñòðàíñòâà. Ïðîñòðàíñòâî îáðàçóþò òîëüêî ïåðâè÷íûå ïîëÿ äàííîé ðàçìåð-

íîñòè. Óêàçàííîå ìíîæåñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå áàçèñîâ ýòèõ ïðîñòðàíñòâ.
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Ïðîñòðàíñòâî âñåõ ïîòîìêîâ ïîëÿ ϕi(x) ìû áóäåì íàçûâàòü åãî êîíôîðìíûì ñåìåéñòâîì [ϕi].
Òîãäà ïðîèçâåäåíèå ïåðâè÷íûõ ïîëåé ìîæíî ðàçëîæèòü òàê

ϕi(z′, z̄′)ϕj(z, z̄) =
∑

k

(z′ − z)∆k−∆i−∆j (z̄′ − z̄)∆̄k−∆̄i−∆̄j Ck
ij(Lk

ij(z
′ − z)L̄k

ij(z̄
′ − z̄)ϕk)(z, z̄), (4)

ãäå Lk
ij(z) � îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå íà ïðîñòðàíñòâå îïåðàòîðîâ, èìåþùèå âèä ðàçëîæåíèÿ ïî

ñòåïåíÿì z:
Lk

ij(z) = 1 + zβk
ij(1)L−1 + z2

(
βk

ij(2)L−2 + βk
ij(1, 1)L2

−1

)
+ O(z3). (5)

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ îïåðàòîðû L̄k
ij(z̄).

Âàæíûé ôàêò ñîñòîèò â òîì, ÷òî êîýôôèöèåíòû βk
ij(n1, . . . , nκ) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ êîí-

ôîðìíîé ñèììåòðèåé. Äàâàéòå óáåäèìñÿ â ýòîì íà ïðèìåðå ïåðâûõ íåñêîëüêèõ êîýôôèöèåíòîâ.
Äëÿ ýòîãî ïîìåñòèì ðàçëîæåíèå (4) â òî÷êó 0 è ïîäåéñòâóåì íà âàêóóì. Òîãäà ïîëó÷èì

ϕi(z, z̄)|j⟩ =
∑

k

Ck
ijL

k
ij(z)L̄k

ij(z̄)|k⟩. (6)

Çäåñü |i⟩ = ϕi(0, 0)|0⟩, à îïåðàòîðû Lk
ij(z), L̄k

ij îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç Ln, L̄n òàê æå, êàê Lk
ij(z) ÷å-

ðåç Ln.
Ïîñêîëüêó îïåðàòîðû Lm è L̄n êîììóòèðóþò, ìû ìîæåì âðåìåííî çàáûòü î ñóùåñòâîâàíèè L̄n

è âîîáùå êîîðäèíàòû z̄ è íàïèñàòü óñëîâíî

ϕi(z)|j⟩ = CL(z)|k⟩ + · · ·

=
(
1 + zβ(1)L−1 + z2

(
β(2)L−2 + β(1, 1)L2

−1

)
+ O(z3)

)
|k⟩ + · · · .

Äëÿ êîìïàêòíîñòè ìû òàêæå îïóñòèëè âñå èíäåêñû i, j, k. Ïîäåéñòâóåì ñïðàâà íà ýòî óðàâíåíèå
îïåðàòîðàìè L1 è L2 (íàïîìíþ, ÷òî îíè ïîðîæäàþò âåñü íàáîð Ln, n > 0):

L1ϕi(z)|j⟩ =
(
2z∆kβ(1) + z2

(
3β(2) + 2(2∆k + 1)β(1, 1)

)
L−1 + O(z3)

)
|k⟩ + · · · ,

L2ϕi(z)|j⟩ =
(
z2

(
(4∆k + c/2)β(2) + 6∆kβ(1, 1)

)
+ O(z3)

)
|k⟩ + · · · .

(7)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ê ëåâûì ÷àñòÿì ýòèõ óðàâíåíèé ìîæíî ïðèìåíèòü êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøå-
íèé, ïðèâåäåííûå â ïðåäûäóùåé ëåêöèè, à ïîòîì ñíîâà ðàçëîæèòü ñîãëàñíî (6):

L1ϕi(z)|j⟩ = (z2∂ + 2z∆i)ϕi(z)|j⟩

= (z2∂ + 2z∆i)z−∆k
ij

(
1 + zβ(1)L−1 + z2

(
β(2)L−2 + β(1, 1)L2

−1

)
+ O(z3)

)
|k⟩ + · · ·

= z−∆k
ij

(
z∆j

ik + z2(∆j
ik + 1)β(1)L−1 + O(z3)

)
|k⟩ + · · · ,

L2ϕi(z)|j⟩ = (z3∂ + 3z2∆i)ϕi(z)|j⟩

= (z3∂ + 3z2∆i)z−∆k
ij

(
1 + zβ(1)L−1 + z2

(
β(2)L−2 + β(1, 1)L2

−1

)
+ O(z3)

)
|k⟩ + · · ·

= z−∆k
ij (z2(∆i + ∆j

ik) + O(z3))|k⟩ + · · · .

(8)

Ñðàâíèâàÿ (7) è (8), ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

2∆kβ(1) = ∆j
ik,

3β(2) + 2(2∆k + 1)β(1, 1) = (∆j
ik + 1)β(1),

(4∆k + c/2)β(2) + 6∆kβ(1, 1) = 2∆i + ∆k − ∆j .

(9)

Ïåðâîå óðàâíåíèå èìååò î÷åâèäíîå ðåøåíèå

β(1) =
∆j

ik

2∆k
=

1
2

+
∆i − ∆j

2∆k
,
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êîíå÷íîå ïðè âñåõ ∆k, êðîìå ∆k = 0. Íî ïðè ∆k = 0 ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû îòëè÷íû îò íóëÿ
òîëüêî ïðè ∆i = ∆j , ïîýòîìó β(1) = 1/2. Êðîìå òîãî, ïðè ∆k = 0 íîðìà âåêòîðà L−1|k⟩ ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ è âêëàä ýòîãî ñëàãàåìîãî â êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè èñ÷åçàåò.

Ëåâàÿ ÷àñòü äâóõ îñòàâøèõñÿ óðàâíåíèé â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ëåâîé ÷àñòüþ óðàâíåíèé äëÿ
íóëü-âåêòîðà âòîðîãî óðîâíÿ, ðàññìîòðåííûõ â ïðåäûäóùåé ëåêöèè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî óðàâíåíèÿ
ðåøàþòñÿ îäíîçíà÷íî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ∆k, êðîìå ∆12 è ∆21, ïðè êîòîðûõ èìååòñÿ íóëü-âåêòîð.
Ïðè ýòîì â ýòèõ òî÷êàõ ñ ôîðìàëüíî áåñêîíå÷íûì êîýôôèöèåíòîì âõîäèò èìåííî íóëü-âåêòîð.
Òàêèì îáðàçîì, êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè îïÿòü áóäóò êîíå÷íûìè.

Èòàê, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî â òî÷êàõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ ïåðâûå òðè êîýôôèöèåíòà βk
ij(.) îäíî-

çíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ êîíôîðìíîé ñèììåòðèåé, íà â âûðîæäåííûõ òî÷êàõ ïî ∆k íåîäíîçíà÷íîñòü
ñâÿçàíà ñ íóëü-âåêòîðîì è íåñóùåñòâåííà äëÿ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé. Åñòü èòåðàöèîííàÿ ïðî-
öåäóðà, ïðåäëîæåííàÿ Àë. Çàìîëîä÷èêîâûì, ïîçâîëÿþùàÿ íå òîëüêî äîêàçàòü, ÷òî âñå êîýôôè-
öèåíòû βk

ij(.) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ êîíôîðìíîé ñèììåòðèåé, íî è ýôôåêòèâíî âû÷èñëÿòü ýòè
êîýôôèöèåíòû ÷èñëåííî.

Âåðíåìñÿ ê êîððåëÿöèîííûì ôóíêöèÿì. Ñàìîñîãëàñîâàííîñòü òåîðèè òðåáóåò, ÷òîáû

⟨L1ϕi(x)ϕj(0)⟩ = ⟨L̄1ϕi(x)ϕj(0)⟩ = 0.

Èñïîëüçóÿ êîììóòàöèîííîå ñîîòíîøåíèå, íàõîäèì

0 = ⟨L1ϕi(x)ϕj(0)⟩ = ⟨L1ϕi(x)|j⟩ = (z2∂ + 2z∆i)⟨ϕi(x)|j⟩
= z(−(∆i + ∆j) + 2∆i)⟨ϕi(x)|j⟩ = z(∆i − ∆j)⟨ϕi(x)ϕj(0)⟩.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü, åñëè ∆i ̸= ∆j :

⟨ϕi(x1)ϕj(x2)⟩ =

{
C1

ij

(z1−z2)2∆i (z̄1−z̄2)2∆̄i
, åñëè ∆i = ∆j , ∆̄i = ∆̄j ,

0, åñëè ∆i ̸= ∆j èëè ∆̄i ̸= ∆̄j .
(10)

Ìàòðèöó C1
ij ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìåòðèêó â ïðîñòðàíñòâå ïåðâè÷íûõ ïîëåé. Ïðè æåëàíèè

åå ìîæíî ïîäõîäÿùèì ïðåîáðàçîâàíèåì ïîëåé îäíîé ðàçìåðíîñòè äèàãîíàëèçîâàòü è äàæå ñäåëàòü
åäèíè÷íîé ìàòðèöåé. Ýòî ïðîñòî çàôèêñèðóåò íîðìèðîâêó ïîëåé.

Ðàññìîòðèì òåïåðü òðåõòî÷å÷íóþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ:

⟨ϕi(x1)ϕj(x2)ϕk(x3)⟩ =
∑
m

Cm
jk⟨ϕi(x1)(Lm

jkz23L̄m
jkz̄23ϕm)(x3)⟩

z
∆j+∆k−∆m

23 z̄
∆̄j+∆̄k−∆̄m

23

=
∑
m

Cm
jk⟨ϕi(x1)ϕm(x3)⟩ + O

(∣∣ z23
z13

∣∣)
z
∆j+∆k−∆m

23 z̄
∆̄j+∆̄k−∆̄m

23

=

∑′
m C1

imCm
jk + O

(∣∣ z23
z13

∣∣)
z2∆i
13 z̄2∆̄i

13 z
∆j+∆k−∆m

23 z̄
∆̄j+∆̄k−∆̄m

23

. (11)

Çäåñü
∑′

m îçíà÷àåò ñóììó ïî ñåìåéñòâàì m ñ òåìè æå êîíôîðìíûìè ðàçìåðíîñòÿìè, ÷òî è ñåìåé-
ñòâî i. Ïðè ýòîì ìû, ïî ñóòè, ñ÷èòàëè, ÷òî |z1−z3| ≫ |z2−z3|. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïî z2−z3 ìû íàøëè
ñàìûé ñèíãóëÿðíûé ÷ëåí. Ýòî ïîçâîëÿåò íàéòè ÿâíûé âèä òðåõòî÷å÷íûõ ôóíêöèé.

Ïóñòü

Cijk =
∑′

m

C1
imCm

ji . (12)

Òîãäà òðåõòî÷å÷íàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä

⟨ϕi(x1)ϕj(x2)ϕk(x3)⟩ =
Cijk

z
∆k

ij

ij z̄
∆̄k

ij

ij z
∆j

ik

ik z̄
∆̄j

ik

ik z
∆i

jk

jk z̄
∆̄i

jk

jk

, (13)

ãäå
∆k

ij = ∆i + ∆j − ∆k, ∆̄k
ij = ∆̄i + ∆̄j − ∆̄k.
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Â ïðåäåëå |z1 − z3| ≫ |z2 − z3| âûðàæåíèå (13) ïåðåõîäèò â ëèäèðóþùèé ÷ëåí â ïîñëåäíåé ñòðî÷-
êå (11).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ÷åòûðåõòî÷å÷íûå ôóíêöèè. Åñëè ó íàñ åñòü ÷åòûðå êîìïëåêñíûå ïåðåìåííûå
z1, . . . , z4, ìû ìîæåì ââåñòè ïåðåìåííóþ

w =
(z4 − z3)(z2 − z1)
(z4 − z2)(z3 − z1)

, (14)

íàçûâàåìóþ äâîéíûì îòíîøåíèåì. Ïóñòü z3 = z. Òîãäà äâîéíîå îòíîøåíèå îïðåäåëÿåò êîíôîðìíîå
äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå îò ïåðåìåííîé z ê w:

w(z) =
z2 − z1

z4 − z2
· z4 − z

z − z1
.

Çàìåòèì, ÷òî w(z1) = ∞, w(z3) = 1, w(z4) = 0, òî åñòü ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåâîäèò ëþáûå
òðè òî÷êè z1, z3, z4 â 0, 1,∞. Ïðèìåíèì ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ê ÷åòûðåõòî÷å÷íîé êîððåëÿöèîííîé
ôóíêöèè

⟨ϕi(x1)ϕj(x2)ϕk(x3)ϕl(x4)⟩

â ôóíêöèþ
⟨ϕi(∞,∞)ϕj(1, 1)ϕk(w, w̄)ϕl(0, 0)⟩ = ⟨i|ϕj(1, 1)ϕk(w, w̄)|l⟩.

Çäåñü ïîä ϕi(∞) ïîíèìàåòñÿ ïðåäåë

ϕi(∞,∞)
def= lim

z→∞
z2∆i z̄2∆̄iϕi(z, z̄)⟩.

Áóäåì èññëåäîâàòü ýòó ïîñëåäíþþ ôóíêöèþ. Äàâàéòå ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå âáëèçè òî÷êè w = 0:

⟨i|ϕj(1, 1)ϕk(w, w̄)|l⟩ =
∑
m

Cm
kl

w∆m
klw̄∆̄m

kl

⟨i|ϕj(1, 1)Lm
kl(w)L̄m

kl(w̄)|m⟩.

Î÷åâèäíî, ÷òî ⟨i|Lm
kl(w)L̄m

kl(w̄) = ⟨i|. Â ñèëó êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé îïåðàòîðîâ Ln, L̄n ñ ïåð-
âè÷íûìè îïåðàòîðàìè êîììóòàòîðû Lm

kl(w) è L̄m
kl(w̄) äàþò äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû Dm

jkl(w, z)
è D̄m

jkl(w̄, z̄):

ϕj(z, z̄)Lm
kl(w) = Dm

jkl(w, z)ϕj(z, z̄) +
∞∑

n=1

L−n(. . .),

ϕj(z, z̄)L̄m
kl(w) = D̄m

jkl(w̄, z̄)ϕj(z, z̄) +
∞∑

n=1

L̄−n(. . .).

(15)

Âûðàæåíèÿ, îáîçíà÷åííûå ìíîãîòî÷èÿìè â ñêîáêàõ, íàñ íå èíòåðåñóþò, ïîñêîëüêó óáèâàþò ñîñòî-
ÿíèå ⟨i|. Â ïåðâûõ ïîðÿäêàõ ïî ñòåïåíÿì w ïîëó÷àåì

Dm
jkl(w, z) = 1 − wβm

kl (1)(z2∂z + 2∆jz)

− w2
(
βm

kl (2)(z3∂z + 3∆jz
2) − βm

kl (1, 1)(z2∂z + 2∆jz)2
)

+ O(w3). (16)

Î÷åâèäíî, ÷òî Dm
jkl(w, z) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïî z, à D̄m

jkl(w̄, z̄) � ïî z̄.
Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî îíè êîììóòèðóþò:

[Dm
jkl(w, z), D̄m

jkl(w̄, z̄)] = 0. (17)

Ïîäñòàâëÿÿ (15), ïîëó÷àåì

⟨i|ϕj(1, 1)ϕk(w, w̄)|l⟩ =
∑
m

Cm
kl

w∆m
klw̄∆̄m

kl

Dm
jkl(w, z)D̄m

jkl(w̄, z̄)⟨i|ϕj(z, z̄)|m⟩
∣∣
z=z̄=1

=
∑
m

CijmCm
kl

w∆m
klw̄∆̄m

kl

Dm
jkl(w, z)z−∆i

jm

∣∣∣
z=1

D̄m
jkl(w̄, z̄)z̄−∆̄i

jm

∣∣∣
z̄=1

.
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

F ij
lk (m|w) = w−∆m

kl Dm
jkl(w, z)z−∆i

jm

∣∣∣
z=1

,

F̄ ij
lk (m|w̄) = w̄−∆m

kl D̄m
jkl(w̄, z̄)z̄−∆̄i

jm

∣∣∣
z̄=1

.
(18)

Äëÿ íàñ âàæíî, ÷òî êîíôîðìíûå áëîêè F ij
lk (m|w) è F̄ ij

lk (m|w̄) ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè
w è, ñîîòâåòñòâåííî, w̄ è ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ êîíôîðìíîé àëãåáðîé.

×åòûðåõòî÷å÷íàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ, òàêèì îáðàçîì, èìååò âèä

⟨i|ϕj(1, 1)ϕk(w, w̄)|l⟩ =
∑
m

CijmCm
klF

ij
lk (m|w)F̄ ij

lk (m|w̄). (19)

Ìû ìîæåì ïåðåñòàâèòü ïîëÿ ϕj(1, 1), ϕk(w, w̄), ϕl(0, 0) è íàïèñàòü

⟨i|ϕj(1, 1)ϕk(w, w̄)|l⟩ = ZjkZjlZkl⟨i|ϕl(1, 1)ϕk(1 − w, 1 − w̄)|j⟩

= ZjkZjlZkl

∑
m

CilmCm
kjF il

jk(m|1 − w)F̄ il
jk(m|1 − w̄), (20)

ãäå Zij � êîýôôèöèåíò, âîçíèêàþùèé îò ïåðåñòàíîâêè îïåðàòîðîâ ϕi è ϕj . Â ñëó÷àå ëîêàëüíûõ
îïåðàòîðîâ îí ðàâåí ±1 â çàâèñèìîñòè îò ñïèíîâ. Âûðàæåíèÿ (19) è (20) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
s- è t-êàíàëüíûå âû÷èñëåíèÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè, êîòîðûå, î÷åâèäíî, äîëæíû ïðèâîäèòü ê
îäíîìó è òîìó æå ðåçóëüòàòó. Ìû ïîëó÷àåì òàê íàçûâàåìîå óñëîâèå êðîññèíã-ñèììåòðèè∑

m

CijmCm
klF

ij
lk (m|w)F̄ ij

lk (m|w̄) = ZjkZjlZkl

∑
m

CilmCm
kjF il

jk(m|1 − w)F̄ il
jk(m|1 − w̄). (21)

Ãðàôè÷åñêè åãî ìîæíî èçîáðàçèòü òàê:

∑
m

...........
...........
...........
...........
.............................
......................
...........
...........
.........

...........
...........

...........
...........

.............................
......................
...........

...........
...........
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......................

........

........

........

.....

.............................................................
..........
..

.............
.........

...............................

................................................................
.........
..........

..........
..

...............................

i j

kl

m =
∑
m

...........
...........
...........
...........
.............................
......................
...........
...........
.........

...........
...........

...........
...........

.............................
......................
...........

...........
....................................................................

.........................................................

.............................................................
..........
..

.............
.........

...............................

................................................................
.........
..........

..........
..

...............................

i j

kl

m

Â âåðøèíàõ ãðàôèêîâ íàõîäÿòñÿ ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû (âõîäÿùåé ëèíèè îòâå÷àåò íèæíèé èí-
äåêñ, à âûõîäÿùåé � âåðõíèé). Âñåìó ãðàôèêó â öåëîì ñîïîñòàâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèå äâóõ êîí-
ôîðìíûõ áëîêîâ (¾ëåâîãî¿ è ¾ïðàâîãî¿). Óñëîâèå êðîññèíã-ñèììåòðèè âûðàæàåò àññîöèàòèâíîñòü
îïåðàòîðíîé àëãåáðû, òî åñòü òîò ôàêò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ϕjϕkϕl ìîæíî ðàçëàãàòü êàê (ϕj(ϕkϕl))
èëè êàê ((ϕjϕk)ϕl), ïîëó÷àÿ îäèí è òîò æå ðåçóëüòàò.

Óñëîâèå êðîññèíã-ñèììåòðèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óðàâíåíèå íà ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû,
ïðè÷åì ëþáîå ðåøåíèå äëÿ äàííîãî íàáîðà ïîëåé ñîïîñòàâëÿåòñÿ íåêîòîðîé êîíôîðìíîé òåîðèè
ïîëÿ. Ñòàðøèå n-òî÷å÷íûå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè âûðàæàþòñÿ àíàëîãè÷íî ÷åðåç ñòðóêòóðíûå
êîíñòàíòû Ck

ij è n-òî÷å÷íûå êîíôîðìíûå áëîêè, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî ÷åòûðåõòî-
÷å÷íûì. Òàêèì îáðàçîì óñëîâèå êðîññèíã-ñèììåòðèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñëîâèå áóòñòðàïà äëÿ
êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøèòü óñëîâèå êðîññèíã-ñèììåòðèè, íóæíî íàó÷èòüñÿ ïåðåðàçëàãàòü êîí-
ôîðìíûå áëîêè â s-êàíàëå ÷åðåç êîíôîðìíûå áëîêè â t-êàíàëå:

F ij
lk (m; w) =

∑
m′

Kij
lk(m, m′)F il

jk(m′; 1 − w),

F̄ ij
lk (m; w̄) =

∑
m′

K̄ij
lk(m, m′)F̄ il

jk(m′; 1 − w̄).
(22)

Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèÿ (22) â óñëîâèå êðîññèíã-ñèììåòðèè (21), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå àññîöèàòèâ-

íîñòè: ∑
m′′

Cijm′′Cm′′

kl Kij
lk(m′′,m)K̄ij

lk(m′′, m′) = ZjkZjlZklCilmCm
kjδmm′ . (23)
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Íî ÷òîáû íàéòè êîýôôèöèåíòû Kij
lk(m,m′), K̄ij

lk(m,m′) íåîáõîäèìî íàéòè ýôôåêòèâíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå äëÿ êîíôîðìíûõ áëîêîâ. Ìû îáñóäèì ýòî â Ëåêöèè 22.

Çàäà÷è

1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ ϕ(x) âûðàçèòü êîììóòàòîðû [Ln, ϕ(x)] ÷åðåç îïåðàòîðû (Lnϕ)(x).
2. Çàïèñàòü ÿâíî, êàê âûðàæàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ÷åòûðåõòî÷å÷íàÿ ôóíêöèÿ ⟨ϕi(x1)ϕj(x2)×

ϕk(x3)ϕl(x4)⟩ ÷åðåç ôóíêöèþ â ïåðåìåííûõ äâîéíîãî îòíîøåíèÿ ⟨ϕi(∞,∞)ϕj(1, 1)ϕk(w, w̄)ϕl(0, 0)⟩.
3. Íàéòè ïåðâûå òðè ñëàãàåìûõ â ðàçëîæåíèè êîíôîðìíîãî áëîêà F ij

lk (m; w) ïî ñòåïåíÿì w.
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