lEKCIQ 10 sPINORY I POLQ SPINA 1/2

1. sPINORNOE PREDSTAWLENIE GRUPPY WRA]ENIJ SO(3). rASSMOTRIM ALGEBRU M(2, C) WSEH KOMPLEKSNYH MATRIC 2 × 2. wYBEREM W NEJ BAZIS MATRIC pAULI 1 = ( 1 1 ) , σ^1 = ( 1 1 ) , σ^2 = ( −i i ) , σ^3 = ( 1 −1 ) . (1)

iMEETSQ SOOTNO[ENIE_{σiσj = δij + iεijk σk} ILI σ^iσ^j − σ^j σ^i = 2iε^{ijk}σ^k , (2) σ^iσ^j + σ^j σ^i = 2δ^{ij} . (3)

mATRICY^i_2 σ^i REALIZU@T DWUMERNOE PREDSTAWLENIE ALGEBRY lI GRUPPY SO(3).

rEALIZUEM PREOBRAZOWANIQ GRUPPY WRA]ENIJ W M(2, C), TAK ^TOBY KOMBINACIQ x^iσ^i OSTAWALASX INWARIANTNOJ. iMENNO, PUSTX_{x′i = λi}

j x^j , Λ = (λ^i_j ) ∈ O(3). (4)

tOGDA_{σ′i = λi}

j σ^j , (5)

T. E. σ^i PREOBRAZU@TSQ KAK KOMPONENTY WEKTORA (PREOBRAZOWANIQ ORTOGONALXNYE — KOWEKTOR I WEKTOR PREOBRAZU@TSQ ODINAKOWO). oKAZYWAETSQ, SOOTNO[ENIQ (2), (3) SOHRANQETSQ PRI “TIH PREOBRAZOWANIQH PRI Λ ∈ SO(3). pREOBRAZOWANIE Λ = −1 SOHRANQET (3), NO MENQET ZNAK W PRAWOJ ^ASTI (2). oTS@DA SLEDUET, ^TO (5) ZADAET AWTOMORFIZM M(2, C) PRI Λ ∈ SO(3). nO WSE AWTOMORFIZMY ASSOCIATIWNOJ ALGEBRY M(n, C) WNUTRENNIE (SM. dUBROWIN–nOWIKOW–fOMENKO). sLEDOWATELXNO, SU]ESTWUET TAKOJ “LEMENT g, ^TO_{σ′i = g−1σig (Λ ∈ SO(3)). (6)}

kONE^NO, “LEMENT g OPREDELEN S TO^NOSTX@ DO PROIZWOLXNOGO MNOVITELQ. —TU MNOGOZNA^NOSTX MOVNO USTRANITX, POTREBOWAW, ^TOBY g(Λ) PRINADLEVAL SL(2, C), T. E. det g(Λ) = 1. tOGDA PREDSTAWLENIE DELAETSQ DWUZNA^NYM, TAK KAK MATRICU g MOVNO DOMNOVITX NA −1.

pOKAVEM, ^TO “TA DWUZNA^NOSTX NEUSTRANIMA. rASSMOTRIM “LEMENT

g = 1 + i 2 σ^3ε

S MALYM ε. tOGDA

σ^{′1} = σ^1 − i 2 [σ^3, σ^1]ε = σ^1 + εσ^2,

σ^{′2} = σ^2 − i 2 [σ^3, σ^2]ε = σ^2 − εσ^1,

σ^{′3} = σ^3 − i 2 [σ^3, σ^3]ε = σ^3.

—TO OTWE^AET PREOBRAZOWANI@ KOORDINAT

x^{′1} = x^1 + εx^2,

x^{′2} = x^2 − εx^1,

x^{′3} = x^3,

T. E. BESKONE^NO MALOMU POWOROTU NA UGOL ε WOKRUG OSI z. dLQ KONE^NOGO POWOROTA NA UGOL φ POLU^AEM, O^EWIDNO,

g(φ) = exp ( i 2 σ^3φ ) = cos φ 2 + iσ^3 sin φ 2 (7a)

(TAK KAK (σ^3)^2 = 1). o^EWIDNO TAKVE, ^TO OB]IJ POWOROT NA UGOL φ WOKRUG OSI n DAETSQ

g(φ, n) = exp ( i 2 σn φ ) = cos φ 2 + iσn sin φ 2 . (7b)

rASSMOTRIM POWOROT NA UGOL 2π:

g(2π) = exp(iπσ^3) = cos π = −1.

—TO ZNA^IT, ^TO NEPRERYWNOMU ZAMKNUTOMU PUTI IZ 1 W 1 NA GRUPPE SO(3) OTWE^AET PUTX IZ g = 1 W g = −1 W SPINORNOM PREDSTAWLENII. —TO ZNA^IT, ^TO SO(3) POLU^AETSQ FAKTORIZACIEJ SU(2) PO DISKRETNOJ PODGRUPPE {±1}.

mOVNO WWESTI SPINORY ξ KAK OB˙EKTY, KOMPONENTY KOTORYH PREOBRAZU@TSQ PO PRAWILU

ξ^′ = gξ (ILI ξ^{′α} = g^α_βξ^β ).

eSLI MY WWEDEM^¯ξ = ξ^+ = ξ^{∗T} , TO PONQTNO, ^TO

ξ̄^′ = ξ̄g^{−1}. pO“TOMU WELI^INY_{η̄ξ, η̄σiξ, η̄σiσj ξ, . . .} PREOBRAZU@TSQ KAK SKALQR, WEKTOR, TENZOR WTOROGO RANGA I T. D. SOOTWETSTWENNO. nAPRIMER, (η̄σ^iξ)^′ = η̄^′σ^iξ^′ = η̄g^{−1}σ^igξ = η̄σ^{′i}ξ = λ^i_jη̄σ^j ξ wELI^INA^¯ξξ = |ξ^1|^2 + |ξ^2|^2 POLOVITELXNO OPREDELENA I MOVET RASSMATRIWATXSQ KAK PLOTNOSTX WEROQTNOSTI SPINORNOGO POLQ ξ(x).

2. sPINORNOE PREDSTAWLENIE GRUPPY lORENCA O(1, 3). dAWAJTE OBOB]IM SPINORY NA PRED- STAWLENIQ GRUPPY lORENCA. —TO NESWQZNAQ GRUPPA, SOSTOQ]AQ IZ ^ETYREH KOMPONENT, SWQZANNYH DWUMQ PREOBRAZOWANIQMI: P = 1 −1 −1 −1 (PROSTRANSTWENNAQ INWERSIQ),

T = −1 1 1 1 (OBRA]ENIE WREMENI). (8)

rASSMOTRIM SWQZNU@ KOMPONENTU, SODERVA]U@ EDINICU. l@BOJ EE “LEMENT Λ PREDSTAWIM W WIDE Λ = e^A, GDE A — MATRICA IZ ALGEBRY o(1, 3), T. E. UDOWLETWORQ@]AQ USLOWI@ g_{μρ}a^ρ_ν = −a^ρ_μg_{ρν} . pOSTROIM BAZIS W “TOJ ALGEBRE:

J_1 = 0 0 0 1 −1 0 , J2 = 0 0 −1 0 1 0 , J3 = 0 0 1 −1 0 0 ,

K_1 =

0 −1 −1 0 0 0 , K2 = 0 −1 0 −1 0 0 , K3 = 0 −1 0 0 −1 0 .

oPERATOR Ji GENERIRUET POWOROTY WOKRUG OSI i (T. E. MALYJ POWOROT NA UGOL ε ESTX 1 + εJi), A OPERATOR

K_i POROVDAET BUST WDOLX OSI i.

gENERATORY Ji, Ki UDOWLETWORQ@T KOMMUTACIONNYM SOOTNO[ENIQM [J_i, J_j ] = −ε_{ijk} J_k, [K_i, K_j ] = −ε_{ijk} J_k, [J_i, K_j ] = ε_{ijk} K_k. (9) wWEDEM NOWYE GENERATORY A = 1 2 (J − iK), B = 1 2 (J + iK) S SOOTNO[ENIQMI_{[Ai, Aj ] = −εijk Ak,} [B_i, B_j ] = −ε_{ijk} B_k, [A_i, B_j ] = 0.

(10)

—TO ZNA^IT, ^TO ALGEBRA o(1, 3)C RASPADAETSQ W PRQMU@ SUMMU su(2)C ⊕ su(2)C, A SWQZNAQ KOMPONENTA GRUPPY O(1, 3) PREDSTAWLQET SOBOJ NEKOTOROE WE]ESTWENNOE PODMNOGOOBRAZIE W GRUPPE SU(2)C⊗SU(2)C. mY MOVEM PRIMENITX TEORI@ PREDSTAWLENIJ DLQ su(2). pREDSTAWLENIQ o(1, 3) NUMERU@TSQ PARAMI ^ISEL (j, j^′). w ^ASTNOSTI MOVNO RASSMOTRETX DWA PREDSTAWLENIQ:

(1/2, 0) : π(A) = i 2 σ, π(B) = 0 ILI π(J) = −iπ(K) = i 2 σ (0, 1/2) : π(A) = 0, π(B) = i 2 σ ILI π(J) = iπ(K) =^i_2σ.^{(11)}

sPINORY IZ PERWOGO PREDSTAWLENIQ OBY^NO OBOZNA^A@T ξ = (ξ^α), A SPINORY IZ WTOROGO PREDSTAWLENIQ

— η = (η_{α̇}).

oB]EE PREOBRAZOWANIE lORENCA (IZ SWQZNOJ KOMPONENTY) S UGLOWYMI PEREMENNYMI (φ, θ) IMEET WID ξ^{(1/2,0)}−→ exp ( i 2 σφ ) exp ( − 1 2 σθ ) ξ, η^{(0,1/2)}−→ exp ( i 2 σφ ) exp ( 1 2 σθ ) η. (12)

zDESX SISTEMA K^′ DWIVETSQ OTNOSITELXNO K SO SKOROSTX@ th θ W NAPRAWLENII θ I POWERNUTA NA UGOL φ WOKRUG OSI φ. wSE WEKTORY ZAPISANY W SISTEME K.

rASSMOTRIM TEPERX PROSTRANSTWENNU@ INWERSI@ P . pONQTNO, ^TO ONA OSTAWLQET NEIZMENNYM PSEW- DOWEKTOR J I OBRA]AET WEKTOR K. —TO ZNA^IT, ^TO A^P←→ B, (1/2, 0)^P←→ (0, 1/2). uDOBNO POLOVITX_{(ξP )}

α̇ = ξ^α. (13)

aNALOGI^NO PRI OBRA]ENII WREMENI J^T−→ −J, K^T−→ K, A^T←→ −B. —TO OTOBRAVENIE WOOB]E NE QWLQETSQ AWTOMORFIZMOM ALGEBRY, I “TO LOGI^NO, TAK KAK PRI OBRA]ENII WREMENI WOLNOWYE FUNKCII ZAMENQ@TSQ NA KOMPLEKSNO-SOPRQVENNYE.

mY WIDIM, ^TO ““LEMENTARNYM” PREDSTAWLENIEM O(1, 3) QWLQETSQ PREDSTAWLENIE (1/2, 0) ⊕ (0, 1/2), T. E. SLEDUET RASSMOTRETX PARU ψ = ( ξ η ) , NAZYWAEMU@ BISPINOROM. kOMPONENTY ξ I η PRINQTO NAZYWATX PRAWOJ I LEWOJ SOOTWETSTWENNO.

pUSTX TEPERX WOLNOWAQ FUNKCIQ ψ0 OPISYWAET NEPODWIVNU@ ^ASTICU. iZ P -INWARIANTNOSTI IMEEM

ξ_0 = ±η_0. —TO SOOTWETSTWUET NERELQTIWISTSKOMU SLU^A@, KOGDA DLQ OPISANIQ ^ASTICY DOSTATO^NO

ODNOGO SPINORA. rASSMOTRIM SNA^ALA P -^ETNYE SOSTOQNIQ ξ0 = η0. pEREJDEM TEPERX W SISTEMU OTS^ETA, DWIVU]U@SQ SO SKOROSTX@ −v = −n th θ, W KOTOROJ ^ASTICA IMEET “NERGI@ ε = m ch θ I IMPULXS

p = mn sh θ. w “TOJ SISTEME

ξ_p = e^{12 σθ}ξ_0 = ( ch θ 2 + σn sh θ 2 ) ξ_0 = ε + m + σp √ 2m(ε + m) ξ_0,

η_p = e^{− 12 σθ}ξ_0 = ( ch θ 2 − σn sh θ 2 ) ξ_0 = ε + m − σp √ 2m(ε + m) ξ_0,

(14)

lEGKO WIDETX, ^TO

ξ_p = ε + σp m η_p, η_p = ε − σp m ξ_p. —TI SOOTNO[ENIQ MOVNO ZAPISATX, WWEDQ MATRICY 4 × 4

γ^0 = ( 1 1 ) , γ^i = ( −σ^i σ^i ) , (15)

UDOWLETWORQ@]IE SOOTNO[ENIQM

γ^μγ^ν + γ^ν γ^μ = 2g^{μν} , γ^0γ^μγ^0 = (γ^μ)^+. (16)

iMEEM_{(γp − m)ψ} p = 0. zAMENQQ pμ → i∂μ, POLU^AEM URAWNENIE dIRAKA (iγ∂ − m)ψ(x) = 0. (17) —TO URAWNENIE OPISYWAET SWOBODNU@ ^ASTICU SPINA 1/2. eMU UDOWLETWORQ@T PLOSKIE WOLNY (p^0 = √ p^2 + m^2) ψ_p(x) = ψ_pe^{−ipx} = γp + m √ 2m(ε + m) ψ_0e^{−ipx}, ψ_0 = ( ξ_0 ξ_0 ) (18a) I ψ_{−p}(x) = ψ_{−p}e^{ipx} = − γp − m √ 2m(ε + m) ψ^′_0e^{ipx}, ψ^′_0 = ( ξ_0 −ξ_0 ) . (18b)

pOSLEDNEE WYRAVENIE OPISYWAET P -NE^ETNYE SOSTOQNIQ. —TO ^ASTNYJ SLU^AJ OB]EJ TEOREMY, ^TO FERMION I ANTIFERMION IME@T PROTIWOPOLOVNU@ ^ETNOSTX.

uDOBNO WWESTI TAKVE MATRICU

γ^5 = iγ^0γ^1γ^2γ^3 = ( 1 −1 ) , γ^μγ^5 = −γ^5γ^μ, (γ^5)^2 = −1. (19)

KOTORAQ MENQET ZNAK η, NO NE MENQET ξ. oNA POZWOLQET WYDELQTX KIRALXNYE KOMPONENTY

ψ_R = ( ξ 0 ) = 1 + γ^5 2 ψ, ψ_L = ( 0 η ) = 1 − γ^5 2 ψ.

qWNO PROWERQETSQ, ^TO PREOBRAZOWANIE lORENCA (φ, θ) DAETSQ ψ → gψ = exp ( i 2 Σφ ) exp ( 1 2 αθ ) ψ, (20) GDE Σ = ( σ σ ) = γ^5γ^0γ, α = ( σ −σ ) = γ^0γ.

mOVNO QWNO PROWERITX, ^TO ESLI “LEMENT g IMEET WID (20), TO

g^{−1}γ^μg = λ^μ_ν γ^ν . (21)

zADA^A. pROWERITX (DOSTATO^NO PROWERITX DLQ BESKONE^NO MALYH PREOBRAZOWANIJ).

wWEDEM DIRAKOWSKI SOPRQVENNYJ SPINOR

ψ̄ = ψ^+γ^0. lEGKO PROWERITX, ^TO_{ψ̄′ψ, ψ̄′γμψ, ψ̄′γμγν ψ, . . .} QWLQ@TSQ SKALQROM, WEKTOROM, TENZOROM WTOROGO RANGA I T. D. SOOTWETSTWENNO. dOSTATO^NO PROWERITX, ^TO^¯ψ^′ψ — SKALQR. oSTALXNOE PROWERQETSQ TAK VE KAK DLQ SO(3) I MATRIC pAULI. dEJSTWITELXNO,^¯ψ PREOBRAZUETSQ W (gψ)^+γ^0 = ψ^+g^+γ^0 = ψ^+γ^0g^{−1}, ^TO DOKAZYWAET UTWERVDENIE.

oTMETIM TAKVE TEOREMU, ^TO

γ^μ, γ^μγ^ν (μ < ν), γ^μγ^ν γ^ρ (μ < ν < ρ), γ^0γ^1γ^2γ^3

OBRAZU@T POLNYJ BAZIS W ALGEBRE M(4, C). nA “TOJ TEOREME MOVNO POSTROITX WS@ TEORI@ 4-SPINOROW PO ANALOGII S TEORIEJ 3-SPINOROW. tAKIM VE OBRAZOM POLU^AEM (21), GDE MY MOVEM POTREBOWATX, ^TOBY g ∈ SL(4, C). tOGDA g OPREDELQETSQ PO Λ S TO^NOSTX@ DO ZNAKA. oTS@DA SLEDUET, ^TO SPINORNOE PREDSTAWLENIE DLQ O(1, 3) DWUZNA^NO. oDNOZNA^NYM PREDSTAWLENIEM OBLADAET GRUPPA SL(2, C), IZ KOTOROJ O(1, 3) POLU^AETSQ FAKTORIZACIEJ PO {±1}.