lEKCIQ 11 pOLQ SPINA 1/2. kWANTOWANIE

rASSMOTRIM LAGRANVIAN S[ψ, ψ̄] = ∫ d^4x ψ̄(i ^∂ − m)ψ, (1) GDE â^{def}= γ^μa_μ (ZAMETIM TAKVE, ^TO â^2 = a^2). wARXIRUQ PO ψ̄(x) POLU^AEM URAWNENIE dIRAKA

(i ^∂ − m)ψ = 0. (2a)

wARXIRUQ PO ψ(x), POLU^AEM ψ̄(i^←^∂ + m) = 0. (2b)

lAGRANVIAN INWARIANTEN PO OTNO[ENI@ K PREOBRAZOWANI@ ψ(x) → e^{iα}ψ(x), ψ̄(x) → e^{−iα}ψ̄(x). sOOTWETSTWU@]IJ NTEROWSKIJ TOK IMEET WID

j^μ = ψ̄γ^μψ, ∂_μj^μ = 0. (3)

nULEWAQ KOMPONENTA TOKA

j^0 = ψ̄γ^0ψ = ψ^+ψ = |ξ^1|^2 + |ξ^2|^2 + |η_{˙1}|^2 + |η_{˙2}|^2

POLOVITELXNO OPREDELENA. dLQ ^ASTNYH RE[ENIJ ψ_p(x) I ψ_{−p}(x) IMEEM j^0 =^ε_m ψ^+_0 ψ_0, j = p_m ψ^{′+}_0 ψ^′_0. uDOBNO NORMIROWATX ψ_0, ψ^′_0 USLOWIQMI

ψ^+_0 ψ_0 = ψ̄_pψ_p = 2m, ψ^{′+}_0 ψ^′_0 = ψ̄_{−p}ψ_{−p} = 2m.

dALEE, K PLOSKOWOLNOWOMU RE[ENI@ MOVNO DOBAWITX SPINOWYJ INDEKS α, PRI^EM α = +, ESLI ξ ∼ ( 1 0 ) , I α = −, ESLI ξ ∼ ( 0 1 ) . zADA^A. pOKAZATX, ^TO W TAKOJ NORMIROWKE SOOTNO[ENIE ψ(t, x) = ∫ d^3p (2π)^3 1 √ 2εp ( ap_α(t)ψ_{p,α}e^ipx + b^+p_α(t)ψ_{−p,α}e^{−i}px ) , ψ̄(t, x) = ∫ d^3p (2π)^3 1 √ 2εp ( a^+p_α(t)ψ̄_{p,α}e^ipx + bp_α(t)ψ̄_{−p,α}e^{−i}px )

QWLQETSQ KANONI^ESKIM PREOBRAZOWANIEM DLQ ANTIKOMMUTATIWNYH PEREMENNYH, PRI^EM SKOBKA pUAS- SONA NOWYH PEREMENNYH RAWNA

{ap_α, a^+p0_α0 } = {bp_α, b^+p0_α0 } = i(2π)^3δ_{αα}0 δ(p − p^′).

pOSTROITX KANONI^ESKOE KWANTOWANIE I WY^ISLITX PARNU@ KORRELQCIONNU@ FUNKCI@.

rASSMOTRIM KWANTOWANIE S POMO]X@ FUNKCIONALXNYH INTEGRALOW. wWEDEM PROIZWODQ]IJ FUNKCI- ONAL Z[ζ, ζ̄] = ∫ Dψ Dψ̄ e^{iS[ψ,ψ̄]+i(ζ,ψ̄)+i(ζ̄,ψ)}. (4)

dWUHTO^E^NAQ KORRELQCIONNAQ FUNKCIQ RAWNA G(x, x^′) = ⟨ψ(x)ψ(x^′ )⟩ = −Z^{−1}[ζ, ζ̄] δ δζ(x^′) δ δζ̄(x) Z[ζ, ζ̄] | | |_{ζ=ζ̄=0} .

wY^ISLIM EE S POMO]X@ FORMULY (10) IZ lEKCII 9. mY DOLVNY PODSTAWITX K → ^∂ + im + 0 = −i(p̂ − m + i0), ζ → iζ, ζ̄ → −iζ, GDE p — OPERATOR IMPULXSA. oTS@DA POLU^AEM G(x, x^′) = ∫ d^4p (2π)^4 G(p)e^{−ip(x−x0 )}, G(p) = i p̂ − m + i0 = i p̂ + m p^2 − m^2 + i0

. (5)

pOSKOLXKU POLQ POD KORRELQTOROM RAZLI^NY I ⟨ψ(x)ψ(x^′)⟩ = ⟨ψ̄(x)ψ̄(x^′)⟩ = 0, W DIAGRAMMNOJ TEHNIKE “TOJ FUNKCII gRINA BUDET OTWE^ATX LINIQ SO STRELKOJ.

iZU^IM TEPERX NEKOTORYE SWOJSTWA URAWNENIQ dIRAKA. wOZMEM URAWNENIE (2b) I TRANSPONIRUEM EGO:

(−iγ^{μT} ∂_μ − m)ψ̄^T (x) = 0. (2b^′) o^EWIDNO, MATRICY −γ^{μT} UDOWLETWORQ@T TOJ VE SAMOJ ALGEBRE kLIFFORDA, ^TO I γ^μ, T. E. OPISYWA@T TU VE SAMU@ ALGEBRU M(4, C). pO“TOMU SU]ESTWUET TAKAQ MATRICA C (MATRICA ZARQDOWOGO SOPRQVE- NIQ), ^TO −γ^{μT} = C^{−1}γ^μC. (6) iZ (6) O^EWIDNO SLEDUET, ^TO

ψ^c = Cψ̄^T (7)

UDOWLETWORQET URAWNENI@ dIRAKA. w SPINORNOM PREDSTAWLENII

γ^{0T} = γ^0, γ^{1T} = −γ^1, γ^{2T} = γ^2, γ^{3T} = −γ^3 I C = iγ^2γ^0 = ( −iσ^2 iσ^2 ) . lEGKO PROWERITX, ^TO PREOBRAZOWANIE (7) PEREWODIT RE[ENIQ TIPA ψ_p W RE[ENIQ TIPA ψ_{−p}. zADA^A. pOKAZATX, ^TO ESLI ψ(x) UDOWLETWORQET URAWNENI@ dIRAKA WO WNE[NEM “LEKTROMAGNITNOM

POLE (i ^∂ − eÂ − m)ψ = 0, TO ZARQDOWO SOPRQVENNOE POLE UDOWLETWORQET URAWNENI@ (i ^∂ + eÂ − m)ψ^c = 0. rASSMOTRIM TEPERX OBRA]ENIE WREMENI. sDELAEM W URAWNENII (2b^′) ZAMENU t → −t: (iγ^{0T} ∂_0 − iγ^T ∇ − m)ψ̄^T (−t, x) = 0. pODBEREM TAKU@ MATRICU T , ^TO ψ^t(t, x) = T ψ̄^T (−t, x) UDOWLETWORQET URAWNENI@ dIRAKA. dLQ “TOGO NADO, ^TOBY

T γ^{0T} T^{−1} = γ^0, T γ^T T^{−1} = −γ.

lEGKO PONQTX, ^TO W SPINORNOM PREDSTAWLENII

T = iγ^3γ^1γ^0 = ( σ^2 −σ^2 ) . mNOVITELX i WWEDEN, ^TOBY BYLO (ψ^c)^t = (ψ^t)^c.

pO ANALOGII S WE]ESTWENNYM BOZONOM MOVNO WWESTI NEJTRALXNOE MAJORANOWSKOE POLE, UDOWLETWO- RQ@]EE USLOWI@

ψ = ψ^c. (8)

—TO USLOWIE SOWMESTIMO S URAWNENIEM dIRAKA. nA MAJORANOWSKIH POLQH TOK j^μ OBRA]AETSQ W NULX.

zADA^A. dOKAZATX.

mAJORANOWSKOMU POL@ OTWE^AET DEJSTWIE S[ψ] = 1 2 ∫ d^4x ψ(C^T )^{−1}(i ^∂ − m)ψ

S USLOWIEM “WE]ESTWENNOSTI” (8). lEGKO PROWERITX, ^TO PARNAQ KORRELQCIONNAQ FUNKCIQ ⟨ψ(x)ψ(x^′)⟩ = G(x, x^′)C^T , GDE G(x, x^′) BERETSQ IZ FORMULY (5). w DIAGRAMMNOJ TEHNIKE OTLI^IE SOSTOIT E]E I W TOM, ^TO DLQ MAJORANOWSKIH SPINOROW FUNKCII gRINA OTWE^AET NENAPRAWLENNAQ LINIQ.

mY MOVEM UMENX[ITX ^ISLO STEPENEJ SWOBODY W URAWNENII dIRAKA PO-DRUGOMU. dAWAJTE RASSMO- TRIM POLQ ψ_R I ψ_L, UDOWLETWORQ@]IE USLOWIQM wEJLQ

γ^5ψ_R = ψ_R, (9a)

γ^5ψ_L = −ψ_L. (9b)

pROWERIM, SOWMESTIMY LI “TI USLOWIQ S URAWNENIEM dIRAKA: (iγ∂ − m)ψ_{R,L} = ±(iγ∂ − m)γ^5ψ_{R,L} = ±γ^5(−iγ∂ − m)ψ_{R,L}. oTS@DA SLEDUET, ^TO USLOWIEM SOWMESTIMOSTI QWLQETSQ BEZMASSOWOSTX m = 0. pOLE ψ_R MOVNO OTOVDE- STWITX S EGO PERWYMI DWUMQ KOMPONENTAMI, A POLE ψ_L — S POSLEDNIMI. tOGDA URAWNENIE dIRAKA DLQ WEJLEWSKIH SPINOROW IMEET WID ψ_R = σp^∘ψ_R, ψ_L = −σp^∘ψ_L, GDE p^∘ OBOZNA^AET OPERATOR, OTWE^A@]IJ EDINI^NOMU WEKTORU, NAPRAWLENNOMU WDOLX p. wELI^INA sp^∘, GDE s — OPERATOR SPINA (W DANNOM SLU^AE^1_2 σ), NAZYWAETSQ SPIRALXNOSTX@. mY WIDIM ^TO PRAWAQ WEJLEWSKAQ ^ASTICA WSEGDA IMEET POLOVITELXNU@ SPIRALXNOSTX, A LEWAQ — OTRICATELXNU@. tEPERX RASSMOTRIM SOOTWETSTWU@]IE ANTI^ASTICY S WOLNOWYMI FUNKCIQMI ψ^c = Cψ̄^T . lEGKO PONQTX, ^TO ANTI^ASTICA IMEET SPIRALXNOSTX, PROTIWOPOLOVNU@ SPIRALXNOSTI ^ASTICY. dEJSTWITELXNO

ξ^c = −iσ^2η^∗, η^c = iσ^2ξ^∗.

—TO ZNA^IT, ^TO ANTI^ASTICA K LEWOMU SPINORU OPISYWAETSQ PRAWYM SPINOROM.

dEJSTWIE DLQ WEJLEWSKIH ^ASTIC IMEET WID S_{R,L}[ψ, ψ̄] = ∫ d^4x ψ̄ ^∂ψ, GDE ψ̄ = ψ^+γ^0, I PREDPOLAGAETSQ ODNO IZ USLOWIJ (9). —KWIWALENTNO “TO DEJSTWIE MOVNO ZAPISATX W WIDE S_{R,L}[ψ, ψ̄] = ∫ d^4x ψ̄ ( 1 ± γ^5 2 ) ^∂ψ. w “TOM SLU^AE MOVNO NE NAKLADYWATX USLOWIQ (9a) ILI (9b). dWE LI[NIH KOMPONENTY NE BUDUT DINA- MI^ESKIMI. dEJSTWIE OT NIH NE ZAWISIT.

rASSMOTRIM TEPERX URAWNENIE dIRAKA WO WNE[NEM POLE W NERELQTIWISTSKOM PREDELE. uDOBNO WOS- POLXZOWATXSQ T. N. STANDARTNYM PREDSTAWLENIEM u = ξ + η √ 2 , v = ξ − η √ 2 , (10)

T. E. MATRICA PREOBRAZOWANIQ U = U^{−1} =^1√_2 ( 1 1 1 −1 ) . w “TOM PREDSTAWLENII

γ^0 = ( 1 −1 ) , γ = ( σ −σ ) . (11)

uRAWNENIE dIRAKA IMEET WID (i∂_0 − eφ)u − σ(i∇ − eA)v = mu, −(i∂_0 − eφ)v + σ(i∇ − eA)u = mv. w NERELQTIWISTSKOM PREDELE E ≃ m, p ≃ mv ≪ m, E. pO“TOMU SDELAEM ZAMENU u → ue^{−imt}, v → ve^{−imt}. pOLU^AEM (i∂_0 − eφ)u − σ(i∇ − eA)v = 0, −(i∂_0 − eφ)v + σ(i∇ − eA)u = 2mv. w POSLEDNEM URAWNENII MY MOVEM PRENEBRE^X i∂_0v PO SRAWNENI@ S 2mv. pO“TOMU POLU^AEM v = σ(i∇ − eA)u 2m . pODSTAWLQQ “TO W PERWOE URAWNENIE, POLU^AEM

i∂_0u = (σ(i∇ − eA))^2u 2m + eφu. uPRO]AQ KINETI^ESKIJ ^LEN, NAHODIM URAWNENIE –RDINGERA i ∂u ∂t = Hu, H = 1 2m (i∇ − eA)^2 + eφ − e 2m σB, (12) GDE B = ∇×A. —TO OB˙QSNQET GIROMAGNITNOE OTNO[ENIE “LEKTRONA g_e = 2, OPREDELQEMOE SOOTNO[ENIEM μ = g e 2m s. —TO ZNA^IT, ^TO WKLAD SPINA W MAGNITNYJ MOMENT W g RAZ BOLX[E WKLADA ORBITALXNOGO MOMENTA.