
Çàäà÷è çàíÿòèÿ 15 àïðåëÿ 2015 ãîäà.

Çàäà÷à 1 Ïóñòü çàäàíî ïðîñòðàíñòâî X ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé x0 è
ïóòü â íåì γ(t), 0 ≤ t ≤ 1, γ(0) = γ(1) = x0. Ïóñòü τ(t) ïðîèçâîëüíàÿ
íåïåðûâíàÿ ôóíêöèÿ [0, 1] → [0, 1], τ(0) = 0, τ(1) = 1. Òîãäà ïóòè γ(t) è
γ(τ(t)) ãîìîòîïíû.

Çàäà÷à 2 Äîêàæèòå, ÷òî π1(X × Y ) = π1(X)× π1(Y ).

Çàäà÷à 3 Ïóñòü íà äâóìåðíîì äèñêå D2 çàäàíî ïîñòîÿííîå âåêòîðíîå
ïîëå. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå äèñêà â S2, ïîêðûâàþùåå âñþ ñôåðó
êðîìå îêðåñòíîñòè ñåâåðíîãî ïîëþñà, ïðè êîòîðîì ãðàíèöà äèñêà ïåðåõîäèò
â ìàëåíüêóþ îêðóæíîñòü âáëèçè ñåâåðíîãî ïîëþñà. Îïèøèòå, êàê âûãëÿäèò
îáðàç ïîëÿ âáëèçè ñåâåðíîãî ïîëþñà. Êàêîâà åãî ñòåïåíü?

Çàäà÷à 4 Íàéäèòå óíèâåðñàëüíûå íàêðûòèÿ íàä S1, S1 ∨ S1, S1 ∨ S2,
RP 2, K2 (áóòûëêîé Êëåéíà), T 2, M2

g (ñôåðîé ñ g ðó÷êàìè, ïîñëåäíèé
ïóíêò ñëîæíåå).

Çàäà÷à 5 Äîêàæèòå, ÷òî SO(3) = RP 3, SU(2) = S3 = ìíîæåñòâî
êâàòåðíèîíîâ åäèíè÷íîé äëèíû. Ðàññìîòðèì äåéñòâèå SU(2) íà ÷èñòî
ìíèìûõ êâàòåðíèîíàõ x = bi+ cj + dk:

q : x → qxq−1, q = q0 + q1i+ q2j + q3k, |q| = 1.

• Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòî äåéñòâèå çàäàåò îðòîãîíàëüíîå îòîáðàæåíèå
òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ÷èñòî ìíèìûõ êâàòåðíèîíîâ.

• Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòî ãîìîìðôèçì ãðóïï SU(2) → SO(3).

• Ïðîâåðüòå, ÷òî SU(2) � óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå ãðóïïû SO(3).

Çàäà÷à 6 Ðàññìîòðèì äåéñòâèå SU(2) × SU(2) íà êâàòåðíèîíàõ x =
a+ bi+ cj + dk:

(q1, q2) : x → q1xq
−1
2 , |q1| = |q2| = 1.

• Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòî ãîìîìðôèçì ãðóïï SU(2)× SU(2) → SO(4).

• Ïðîâåðüòå, ÷òî SU(2)× SU(2) � óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå ãðóïïû
SO(4).
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• Äîêàæèòå, ÷òî èìååò ìåñòî ãîìåîìîðôèçì òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ:
SU(4) = S3 × RP 3.

Çàäà÷à 7 Ïóñòü X̃ → X � íåêîòîðîå íàêðûòèå. Òîãäà πn(X̃) = πn(X)
ïðè n ≥ 2.

Çàäà÷à 8 Âû÷èñëèòå π2(S
1 ∨ S2), π3(S

1 ∨ S2) (âòîðàÿ ÷àñòü ñëîæíåå,
äëÿ æåëàþùèõ)
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